e i \"i[3 12. Fonction trigonométrique

Rappels
* la fonction cosinus x = cos(x) est définie, continue et dérivable sur R
et pour tout x € R, (cos(x))’ = —sin(x)

e la fonction sinus x — sin(x) est définie, continue et dérivable sur R et
pour tout x € R, (sin(x))’ = cos(x)

e siu est dérivable sur un intervalle I, alors sin u et cos u sont dérivables
surletona:
(cosu)' = —u'sinu
(sinu) = u'cos u
¢ |a fonction cosinus est paire et |la fonction sinus est impaire, c’est-a-dire
gue pour tout réel x :

cos(—x) = cos(x)
sin(—x) = —sin(x)

dans un repére orthogonal la courbe représentative de la fonction
cosinus est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées du repere,

dans un repere quelconque la courbe représentative de la fonction sinus
est symétrique par rapport a I'origine du repére

e pourtoutréelx,ona:

cos(x + 2m) = cos(x)

sin(x + 2m) = sin(x)
on dit que les fonctions cosinus : x = cos(x) et sinus x = sin(x) sont
périodiques de période 2m ou encore qu’elles sont 2m-périodiques :
connaitre leur courbe représentative sur un intervalle de longueur 21
suffit pour en déduire par translation de 2kt , k € Z, leur courbe
représentative sur R

e tableau de variation sur [0; ]

¢ courbes représentatives
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Equations trigonométriques
e pour résoudre dans R une équation de la forme cos(x) = cos(a) ou
sin(x) = sin(a), on peut utiliser :
cos(x) =cos(a) ®x=a [2n] ou x = —a [27]
sin(x) =sin(a) ©®x=a [2n] ou x =1 —a [21]
e pourrésoudre dans [ —m; [ ou [0; 2 [ une équation de la forme
cos(x) = b ou sin(x) = b, ol b est une valeur remarquable du cosinus
ou du sinus, le plus simple est d’utiliser le cercle trigonométrique
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Résoudre dans R chacune des équations :

a. cos(x) = cos (E) b. sin(5x) = sin (E)
Vs 4 T 6

rép : a.{z +2km, k € Z}u{—z+2k’n,k’ €L}

b.{ o +kZ kezZ}u{=+k'Z K €2}
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IXF Résoudre dans [ — ;] chacune des équations :

1 V2
a. cos(x) = —3 b. sin(x) = -
2w 2w T 3T

rép: a.{-—;—} b.{ 75}

X 0 21

SME
|

cos(x) +

— cos(x) —

Tableau de signes et inéquations trigonométriques
Lorsque cela est nécessaire il faut savoir retrouver le tableau de signe de

cos(x) et celui de sin(x) sur un intervalle donné de R. Pour résoudre dans

un intervalle de longueur 2 une inéquation dont un membre est cos(x)

ou sin(x) et I'autre une valeur remarquable du cosinus ou du sinus, le plus

simple est d’utiliser le cercle trigonométrique.

(sin(x) + 3)? +
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m Résoudre dans [ — m; m] chacune des inéquations :

1 2
a. cos(x) < 3 b. sin(x) > -

&g:a[—m—%]u[?n]h]

m 31
4’4[

Limites

x » cos(x) et x » sin(x) n’ont pas de limites en —oo, ni en +o0

M On considére la fonction f définie sur R par :

1
fe) = sin(x) + 3

On note C sa courbe représentative dans un repere orthogonal du plan.

1. Justifier que f est bien définie sur R.

Montrer que f est 2m-périodique.

Calculer f'(x).

Donner sans justification le signe de cos(x) sur [0; 2m]
puis dresser le tableau de variation de f sur [0; 2m].

hwWN

m On considére la fonction f définie sur [ — m; ] par:
f(x) =2sin(x) — x
On note C sa courbe représentative dans un repére orthogonal du plan.

1. Montrer que f est impaire, en déduire une propriété de la courbe C.

2. Calculer f'(x).
3. Déterminer pour quelles valeursde x € [0; ] ona f'(x) > 0.
4. Dresser le tableau de variation de f sur [0;].
rép
X 0 z /i
3
f'(x) + 0 -
Sens de V3-Z
variation / 3 \
de f 0 -7
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1:4[e On considere la fonction f définie sur R par :
1
flx) = Esin(Zx) + sin(x)

On note C sa courbe représentative dans un repere orthogonal du plan.
On admet que, pour tout réel x :
sin(2x) = 2sin(x) cos(x) et cos(2x) = 2 cos*(x) — 1

1. a. Etudier la parité de f, que peut-on en déduire pour C ?
b. Montrer que f est 2r- périodique.

Il résulte de a. et b. qu’il suffit d’étudier f sur [0;].
2. Montrerque:Vx € [0;7], f'(x) = (2 cos(x) — 1)(cos(x) + 1).

3. Déterminer une équation de la tangente T a C au point d’abscisse
nulle.

4. Etudier le signe de f'(x) sur [0; 7], en déduire le tableau de variation
de f sur cet intervalle.

5. Déterminer la valeur moyenne de f sur [0;m].

Corrigé
1
Vx ER, f(x) = Esin(Zx) + sin(x)

C courbe représentative de f dans un repere orthogonal.
Admis : Vx € R,sin(2x) = 2 sin(x) cos(x) et cos(2x) = 2cos*(x) — 1

N | A |
DISTA NTRE GRAD DE L'AXE
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PasTrace=0.0757575757575S...

1. a. Etudier la parité de f, que peut-on en déduire pour C ?
* Dy = R est symétrique par rapport a zéro
e Soitx € R,ona:

f(—x) = %sin(—Zx) + sin(—x) = —%sin(Zx) — sin(x)
= - %sin(Zx) + sin(x)| = —f(x)

Résumons :
D est symétrique par rapport a zéro et Vx € Dy, f(—x) = —f (x)
donc f est impaire.

On en déduit que sa courbe représentative C admet 'origine du
repére comme centre de symétrie.

b. Montrer que f est 2m- périodique.
Soitx e R,ona:

f(x+2m) = lsm(Z(x + 2m)) + sin(x + 2m)
= %sin(Zx + 2 X 2m) + sin(x) = %sin(Zx) + sin(x) = f(x)

Résumons : Vx € R, f(x + 2m) = f(x) donc f est 2m-périodique.
Il résulte de a. et b. qu’il suffit d’étudier f sur [0;].

2. Montrerque:Vx € [0; ], f'(x) = (2 cos(x) — 1)(cos(x) + 1).

flx) = %sin(Zx) + sin(x)
Rappel : (sin(x))’ = cos (x) et (sinu)’ = u'cosu
f'x) = % X 2 cos(2x) + cos(x)

f'(x) = cos(2x) + cos(x)
f'(x) = 2cos?(x) — 1 + cos(x)
f'(x) = 2cos?(x) + cos(x) — 1

Or,ona:
(2 cos(x) — 1)(cos(x) + 1) = 2 cos?(x) + 2 cos(x) — cos(x) — 1
= 2 cos?(x) + cos(x) — 1

donc:Vx € [0;m], f'(x) = (2 cos(x) — 1)(cos(x) + 1).
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3. Equation de la tangente T a C au point d’abscisse nulle.
La tangente T a C au point d’abscisse nulle admet pour équation :

y=f"(0)(x—-0)+f(0)
Or,

f(0) = %sin(Z %X 0) + sin(0) = %sin(O) +sin(0)=0+0=0

f'(0) =(2cos(0) —D(cos(0)+1)=2x1-1D(A1+1)=2
On obtient : y = 2(x — 0) + 0, c’est-a-dire : y = 2x.
Conclusion : T admet pour équation y = 2x.

4. Etudier le signe de f'(x) sur [0; ], en déduire le tableau de
variation de f sur cet intervalle.

Vx ER, f'(x) = (2cos(x) —1)(cos(x) + 1)
e Pourx € [0;m], on ales équivalences :

2cos(x) —1>0< 2cos(x) > 1 < cos(x) >%@ X € [O;%[
e Pourx € [0;m], on ales équivalences :

cos(x)+1>0ecos(x)>—-1ex+m

On déduit des deux points précédents le tableau de variation :

X 0
2cos(x)—1
cos(x) +1

r

(

(
f'(x) (
sens de 343

variation / — \
0 4 0
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de f

1=z () ran ) =335+ 3 =1
X 0

f(m) = %sin(Zn) + sin(m) = 0+0=

N| =
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Déterminer la valeur moyenne de f sur [0; r].

La fonction f est continue sur [0; ], sa valeur moyenne sur cet
intervalle est égale a :

ﬁjonf(x)dx = %joﬂ (% sin(2x) + sin(x)) dx

1
s

= % [—%cos(Zx) - cos(x)]:

1

1
s

Conclusion

La valeur moyenne de f sur [0; ir] est égale a:

1 1
= —f ( X 2sin(2x) + sm(x)) dx = [ (—cos(2x)) — cos(x)
o \4

S (—lcos(ZH) — cos(m) + 1cos(O) + cos(O))
T\ 4 4

2

( - (1) +2 1+1) L2
=—|——X — (— — X = —X i
4 4 s

/A

T



