a3 09. Primitive et équation différentielle

@ Soient f une fonction définie sur I et F une fonction dérivable sur le

déf
méme intervalle I, alors : F est une primitivede f surl < F' = fsurl
autrement dit: Vx € I, F'(x) = f(x).

[P]Soit I un intervalle :

o P sif est dérivable sur I et f’ est nulle sur I, alors f est constante sur I
VxeLf'(x)=0=>3keRVxel,f(x)=k
(la réciproque est évidemment vraie)

e Pune fonction continue sur I admet une infinité de primitives sur I et
deux d’entre elles different d’une constante additive :
si F et G sont deux primitives de f sur [,
alors3k € Rtelque:Vx € I,G(x) = F(x) + k

@ Lorsque F est une primitive de f sur I on dit parfois plus qu’une
primitive de I'expression f(x) est I'expression F(x).

Soient a et k deux constantes réelles, n un entier naturel, alors :

e une primitive de a estdelaformex —» ax+ k

e une primitive de 0 estdelaformex —» k

n+1
. .y x

e une primitive de x™ est de la forme x — 1
n

+k

1
e une primitive de x estde laforme x — Exz +k

M Déterminer les primitives sur R des fonctions f, g et h définies sur R
par:
2x
f(x)==-2x+3,9(x) =e*+5h(x) =—5—
x“+5
m Pourtout x € ]0; +oo[, f(x) = In(x) et g(x) = xIn(x) — x.
Montrer que g est une primitive de f sur ]0; +oo .

m Vx € R, f(x) = e* — 3x?, déterminer les primitives de f sur R puis la
primitive F, de f sur R telle que F,(1) = 5.

m Déterminer les primitives de f sur R :
1. Vx ER, f(x) =3x*+5x+7 2.Vx€R, f(x)=(x?—-75)>

Soit I un intervalle, f une fonction continue sur I de primitive F sur I,
g une fonction continue sur I de primitive G sur I, A et k des constantes
réelles, alors :

e une primitive de f + g estde laforme F + G + k, aveck € R
e une primitive de f — g estde laforme F — G + k,aveck € R

e une primitive de A X f estdelaforme A X F + k,avec k € R

e une primitive de x™

xn+1

n+1
(sur ] —oo;0[et ]0; +oo[)

est de la forme +k avecng -2

1
Vx
e une primitive de e*

* une primitive de estdelaforme 2vVx+k (sur]0; +oo[)

estdelaforme e*+k (sur R)

X

® une primitive de e~ estdelaforme —e ™+ k (surR)

e une primitive de sin(x) est de laforme —cos(x) + k (sur R)
e une primitive de cos(x) estdelaforme sin(x)+k (sur R)
un+1
e une primitive de u'u™ est de la forme o) +k  (n#-1)
- u’ 1
* une primitive de — estde laforme ——+k
u u

ou k est une constante réelle
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m Déterminer une primitive sur Rde f :
1. f(x) = e* — x? 2. f(x) = 7cos(x) + 5

3. f(x) = 2x(x? + 5)* 4. f(x) = 7x*(x3 — 1)?

e* 2x
5.f(x)=m 5-f(x)zm
5x e ”

7.f(x)=m 8-f(x):m

Déterminer les primitives sur Rde f :
X

1. f(x) = \/ej:-l-l 2. f(x) =3cos(2x + 1)

Soit u une fonction dérivable et a valeurs strictement positives sur un
!

u
intervalle I, alors : une primitive de ” estde laforme In(u) + k

(k est une constante réelle)

Soient a et b deux constantes, a # 0, u une fonction dérivable sur un
intervalle I, alors :

- 1
e une primitive de e®*?  estdelaforme —e®*? 4k
a

e une primitive de u'e" estdelaforme e“+k

(k est une constante réelle)

m Déterminer les primitives sur I'intervalle I : de f définie par :

2x

—_ I =
e +3

R

1. f(x) = J =12+ 2.f(x) =

x?—4

[D]Une équation différentielle du premier ordre sur un intervalle est une
équation portant sur une fonction et sa dérivée premieére.
(lorsque cet intervalle est R, on omet souvent de le préciser)

m Déterminer les primitives de f sur R :
1.f(x)=e™*+3 2. f(x) = et
3. f(x) = e 2**1 4. f(x) = xeX’ 1
5. f(x) = Sxe X3 6. f(x) = x2e* 2

Vx € R, f(x) = xe* ; chercher une primitive F de f sur R de la forme
x + (ax + b)e*, en déduire toutes les primitives de f sur R.

M On considere I’équation différentielle : y' = 2y — 2x + 1.
Pour tout x € Ron pose g(x) =e?* + x,h(x) = e* +x + 1:
Montrer que g est une solution de (E), mais pas h.

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I :

!
estvu + k

u

2vu

e une primitive de u' cos(u) estdelaforme sin(u) +k

e siu > 0 surl, une primitive de

e une primitive de  u’sin(u) estdelaforme —cos(u)+k

(k est une constante réelle)

Equation différentielle y' = ay, a constante

[D] y' = ay, ou encore y' — ay = 0, est une équation différentielle
homogeéne a coefficients constants.

Les solutions de y' = ay sont les fonctions x = Ce?* ou C est une
constante réelle.

Les solutions d’une équation différentielle homogene sont définies a
une constante multiplicative prés, non a une constante additive comme
c’est le cas pour les primitives.

Résoudre I'équation différentielle homogene y' = —y.
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On se propose de démontrer la formule précédente.

Soit a une constante réelle, on considere I’équation différentielle
homogene (Ey) : vy’ = ay.

étape n°1

Soit C une constante et f définie sur R par f(x) = Ce®* : vérifier que f
est une solution de (Ej).

Conclusion 1 : toute fonction x = Ce®* est une solution de (Ej).

étape n°2

Soit f une solution de (E,) et g définie sur R par: g(x) = e ** X f(x).
Démontrer qu’il existe C € R tel que : Vx € R, g(x) = C, en déduire f(x).
Conclusion 2 : toute solution de (E,) peut s’écrire x = Ce®*

Il résulte des Conclusion 1 et 2 que les solutions de y’ = ay sont les
fonctions x = Ce?* ol C est une constante.

Démontrer la solution généralede y' = ay + b, a # 0.
I¥TE Résoudre I'équation différentielle y’ + 2y = 3.

[D]y' = ay + fouy' —ay = f avec f fonction continue sur R est une
équation différentielle a coefficients constants avec second membre non
constant (lorsque f n’est pas une fonction constante).

Soit a une constante réelle non nulle et f une fonction continue sur R,
alors la solution générale de (E) : y' = ay + f est somme de la solution
générale de I'équation différentielle homogéne associée (Ey) : y' = ay et
d’une solution particuliere de (E), ainsi :

solution solution une solution
générale = générale + particuliéere
de (E) de I'hnomogeéne (E,) de (E)

(Ep) : y' = ay, alors :

* siy; ety, sont des solutions de (Ej), alors la fonction y; + y, est une
solution de (Ej)

* si k est une constante réelle et y une solution de (Ej), alors ky est une
solution de (Ej)

Démontrer les deux points de la propriété précédente.
Résoudre I'équation différentielle y’ = 3y.

Donner sans rédiger la solution générale de : y’ + 2y = 0.
Déterminer la solution f de y’' = y telle que f(1) = e2.

[D]’équation différentielle y' = ay + b ouy’ — ay = b est une équation
différentielle a coefficients constants avec second membre constant.

Soient a et b deux constantes, a # 0, les solutions de y' = ay + b sont

. b | ,
les fonctions x = Ce®* — — ou C est une constante réelle.
a

. . . L. b
On dit aussi que la solution générale est x —» Ce®* — —,
a

(preuve) Soit a une constante non nulle et f une fonction continue
surR, (E) : y' =ay + f et (Ey) : y' = ay I'équation homogéne associée,
Yo est une solution particuliere de (E).

étape 1 Soit y une solution de (E), montrer que y — y, est une solution
de (Ep).

étape 2 On suppose que y — Y, est une solution de (E,), montrer que y
est une solution de (E).

étape 3 Conclure.

m On considére I'équation différentielle (E) : y' = 2y — 6x + 5.

e vérifier que y, : x = 3x — 1 est une solution particuliére de (E)
e déterminer la solution générale de (E)

1 | RésolEquaDiff(y'=2y-6x+5)

B y=ce*+3x—1

Résoudre y' = f revient a rechercher les primitives de f sur .

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.




