XIS 08. Logarithme népérien

@ La fonction exponentielle :
xERP e*e]0;+o0[
admet une fonction réciproque appelée logarithme népérien , notée In :
x € ]0;+o[ » In(x) € R
La fonction In est définie, continue, dérivable et strictement croissante sur
son intervalle de définition ]0; +co[. & 0 est rejeté

def
« > Va € R Vb > 0,0na l'équivalence : e = b & a = In(b)

e » In(a) existe © a > 0, ainsi : In(u(x)) existe © u(x) > 0

IXE Résoudre dans R : 1. In(x) = =1 2. In(2x — 7) = In(x? — 6x + 5)

Résoudre une inéquation avec In
e on commence par déterminer le domaine d’existence D
 on se raméne, si possible, a la forme In(a) < In(b) (<, >, >) puis on
utilise I'une des quatre équivalences valables poura > 0ethbh > 0:
In(a) <In(b) a<b In(a) <In(b) a<bh
In(a) >In(b) a>»b In(a) >In(b) a>hb
e parmiles nombres obtenus a la deuxieme étape, on ne garde que ceux
appartenant au domaine d’existence D

m Déterminer 'ensemble de définition de chacune des fonctions f, g, h :

f(x)=In(—x+5) gx)=In(x)—-3 h(x) =(x—4)In(—x + 1)

m Déterminer 'ensemble de définition de chacune des fonctions f et g :

f(x) =In(—x+5) —In(x + 4) gx) = ((x*—9)In(x?—7x —8)

Résoudre I'inéquation : In(x + 1) < In(—x + 4).

[F]e» Vx> 0,e"™ =x
e P>In(1)=0

e P VxeR,In(e’) =x
e plIn(e)=1

Tableau de signes de E(x), E(x) contenant un In

e on détermine le domaine d’existence D de I'expression E(x)

» on cherche pour quelles valeurs de x I’expression E(x) est positive

e on place le(s) signe(s) « 4+ », puis dans les autres cases un signe « — »
& ne pas oublier de limiter ce tableau au domaine d’existence D

m (preuve) Justifier les deux valeurs particulieres In(1) et In(e).
Simplifier : A = e, B = In(e%),C =In(Ve),D = In (é)

Dresser le tableau de signes de E(x) = In(x + 1) — 2.

[F]» vx>0etvy > 0:In(x x y) = In(x) + In(y).

Résoudre une équation avec In

e on détermine le domaine d’existence D

e on se raméne a la forme In(a) = In(b) puis on utilise I’équivalence :
valablespoura >0eth >0:In(a) =In(b) ©a=5»b

e parmiles nombres obtenus a la deuxieme étape on ne garde que ceux
appartenant au domaine d’existence D

M Résoudre dans R chacune des équations et inéquations :
l.e*=-2 2.¢¥=3 3.3e7*=2=5
5e*+1>4 6.e*—5e*=6

4.e%* > 6

m (preuve) Soient x et y deux réels strictement positifs.
En simplifiant de deux fagons différentes ln(el“(x)”“(y)), retrouver la
formule précédente.

Soient x et y deux réels strictement positifs.
1
1. Démontrer que : In(x?) = 21In(x), en déduire que : In(vx) = Eln(x).
1
2. Démontrer que : In(;) = —In(y), en déduire : In (g) = In(x) — In(y).

3. Justifier a I'oral que, pour toutn € N* : In(x™) = n X In(x).
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PPourx>0,y>OetnEN*,ona:

e In(x?) = 21In(x) e In(x™) = nln(x)

«In(vx) = %ln(x)

eln (;) =—In(y) <In (;) = In(x) — In(y)

E Soit f définie par f(x) = In(—x + 5). Déterminer Dy, calculer f'(x),
en déduire le tableau de variation de f (sans les limites).

La fonction In : x = In(x) est concave sur ]0; +oo[.

[:%&l ¢ exprimer en fonction de In(2) : A = In(8) et B = In(16e)
* exprimer en fonction de In(2) et In(5) : C = In(10) et D = In(500)

* exprimer en fonction de In(3) et In(5) : E = In(15e*) et F = In (i—i)

Résoudre chacune des équations :
1. In(x) =In(4) +2In(3) 2. In(x+2) +In(—x+ 1) =In(2)

M Démontrer la propriété précédente.

e lim In(x) = -0 ¢ lim In(x) = 4o
x>0+ X—+00

Formules de dérivation
La fonction logarithme népérien est dérivable sur ]0; +o [, etona:

1
vx > 0,In'(x) = o

1
On pourra retenir: » (Inx)' = =

Si u est dérivable sur un intervalle I et a valeur strictement positive sur I,
!

u

alors In o u est dérivable sur I et (In o u)’ =— autrement dit :
u
u'(x)

Vx €l,(Inu) (x) = ")

!

u
On pourra retenir : » (Inu)' =—.
u

Déterminer les limites suivantes :
e lim (In(x)+2) o lim(2In(x)—3) e lim (4 —In(x))
X—+00 x—-0t X—+00

Croissances comparées

. . In(x)
e lim xIn(x) =0 e lim =
x—-0% x>+ X

0

On cherche a démontrer les deux formules précédentes.

In(x)

1. Montrer que : lirp —= = 0 (on pourra poser X = In(x)).
X—+ 00

2. En déduire que: lim xIn(x) = 0.
x—-0t

[preuve] Soit f définie sur 10; 4o [ par: f(x) = "™,

1
En calculant de deux maniéres différentes f'(x), retrouver que In’(x) = pE

Vx € ]0; +oo[, f(x) = xIn(x) — x.
Calculer f'(x), en déduire le tableau de variation de f (sans les limites).

Croissances comparées (admises)

e lim 29 g ey

x>+ xT

e lim x"In(x) =0 (n € N¥)
x—0%

Vx > 0, f(x) = In(x) — 3x, déterminer lirP f(x).
X—+ 00
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1ivAile [d’apres bac] On note D I'ensemble de définition de f définie par :

X 1
t 1 . ( ) I ] *

Etudier le signe de u(x), en déduire I'ensemble de définition D de f.
Déterminer les limites de f aux bornes de D.

Pour x € D déterminer u'(x), en déduire f'(x).

Etudier le signe de f’(x) sur D, en déduire les variations de f sur D.

BWNPE

l.v4le [d’apres bac] Soient f et g les fonctions définies sur ]0 ; +oo[ par:

x—1

flx) = XIn(x) et g(x) =x—1+In(x)

X

1. Calculer g'(x), en étudier le signe, en déduire les variations de g.

2. Calculer g(1) puis déterminer le signe de g(x) sur ]0;+oo[ .

X
3. Vérifier que, pourtoutx > 0: f'(x) = %

En déduire le tableau de variations de f sur D (sans les limites).

Dans un repere orthonormé la courbe
représentative de la fonction exponentielle

x — e”* et la courbe de la fonction logarithme
népérien x = In(x) sont symétriques

I'une de I'autre par rapport a la premiére
bissectrice du repére, c’est-a-dire la droite
d’équation y = x.
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m On note D I'ensemble de définition de f définie par :

f(x —lll< )

) —-x+1
* x) = 1
x#*1ulx

1. Etudier le signe de u(x), en déduire 'ensemble de définition D de f.

D'unepart:x+3=0x=-3
etd'autrepart: —x+1=0& —x=-1ox=1

Régle : « ax + b est du signe de a a droite de sa racine ».

b —oo0 -3 1 +00
x+3 — @ + +
—x+1 + + ¢ —

u(x) - + [ -

Ona: f(x) = In(u(x)), donc f(x) existe lorsque u(x) > 0,
la derniére ligne du tableau de signes montre que
cela estréalisé lorsque —3 < x < 1,donc:D=]-3;1[.

. Déterminer les limites de f aux bornes de D.

cx > (=3)"
Ona: lim (x+3)=0%et Ilim (—x+1)=4
x—(=3)* x—(=3)*
43 _ o+

donc par limite d’un quotient : lim =
x—(=3)t —x+1

Onadonc:

x_}%in3)+ ln(u(x)) = )}l_)r{)l+ In(X) = —o0 (cours)
Conclusion : x—!gl:}ﬁ f(x) = —oo.
ex—> 1"

Ona:lim(x+3)=4et lim(—x+1)=0"%
x-1" x-1"

x+3

donc par limite d’un quotient : lim = +o00,
X

-1~ —x+
Onadonc: lir{1_ ln(u(x)) = XlirP In(X) = +o (cours)
x— —+00

Conclusion : lil}l_ f(x) = +oo.
x—

3. Pour x € D déterminer u'(x), en déduire f'(x).

e Calcul de u'(x)

3
ul) = —xx++ 1
Rappel : (%) - uvv_#
2 = 1(—x+1) - (—D(x+3)
B (—x+1)?
, _—x+ 1+x+3
W) =512
O =y
e calcul de f'(x)
f6) =In@(®)
Rappel : (In(u))’ = hd
A u
roo-
—x+1
vrn 4 —x+1
f(x)—(_x+1)2>< x+3
Vx €D, f'(x)=

(—x+1)(x+3)

Etudier le signe de f'(x) sur D, en déduire les variations de f sur D.

SurD=]-3;1[,ona: —x+1>0etx+3>0

donc (—x + 1)(x + 3) > 0, donc le signe de f'(x) est celui de son
numérateur : 4.

On en déduit que : Vx € D, f'(x) > 0, donc f est strictement
croissantesur= ] —3;1[.
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!

u u'v—vu ,
[VETG soient f et g les fonctions définies sur 10 ; +oo[ par: Rappel : ;) 12 ()" =u'v + vy et In'(x) = x
x—1 X~
flx) = xIn(x) et g(x) =x—1+1In(x) f'e) = ( X ) X In(x) + (In(x))’ x>
x , 1Xx— 1(x - 1) 1 x—1
f'x) = xln(x)+—><
1. Calculer g'(x), en étudier le signe, en déduire les variations de g. X
x—x+1 x—1
Pourtoutx € J0O;+oo[,g(x) =x—1+In(x). f'(x) =
1
Rappel : (In(x))' = — ln(x) x—1
pp ( ( )) X Jid (x) = -
- 1+ lnx(x)
"X)=1+- ) x -
g=1+7 fry = 2220
x 1 X
g'x)=- + p Or, g(x) = x — 1 + In(x) donc on a bien :
y( )
'(x)—x“ vx €10+l f/(x) =
Sur ]10; +00[ ,x>0etx+1>0doncg'(x)>0. En déduire les variations de f
On en déduit que g est strictement croissante sur ]0; +oo[. 1-1
que g ] [ f(1) = —=—=xIn(1) =0x0=0
2. Calculer g(1) puis déterminer le signe de g(x) sur 10 ; +-oo[ . Tableau de variation de f
g =1-1+In(1)=0+0=0 Un carré est toujours positif ou nul.
e g est strictement croissante sur ]0; 1[, donc elle conserve X 0 1 o
strictement le sens de la relation d’ordre sur cet intervalle : g(?zf) || - 0 +
si 0 <x<1,alors g(x) < g(1),0r g(1) =0, donc g(x) <0 x 0 + +
e g est strictement croissante sur ]1;4oo[, donc elle conserve f(x) - 0 +
strictement le sens de la relation d’ordre sur cet intervalle : Sens de
sil < x,alors g(1) < g(x),or g(1) =0, donc 0 < g(x) variation
_ de f \ 0 /
Conclusion :
g (x) est strictement négatif sur ]0; 1[ et est strictement positive
sur ]1 . +OO[ Y1=(X~-1)2CO%In(X)
3. Vérifier que, pourtoutx > 0: f'(x) = % |
On a, pour tout x > 0 : ﬂ ]
x—1 \ —_
f(x) =——xIn(x) A
X=1 Y=0
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