LI 07. Continuité

[D]Soit £ une fonction de courbe représentative Cr, I € Df un intervalle
eta €[ alors:

def
o f estcontinueena < lim f(x) = f(a)
x—a
« lorsque f est définie a gauche et a droite de a, on a I'équivalence :
f estcontinuena < lim f(x) = lim f(x) = f(a)
x—-a x—a

. . déf )
e f estdiscontinue en a < f n’est pas continue en a

déf
e f estcontinue sur [ < f est continue en tout nombre de |

m dire que f est continue sur I revient a dire que I’on peut tracer « sans
lever le crayon » la partie correspondante de la courbe de f

x+1,six<?2
3,si x=2
x> —=3x+5,si x>2

Soit f la fonction définie sur R par: f(x) =

1. Déterminer f(2), 916113 f(x)et QICILT% f(x).
x<2 x>2
2. Lafonction f est-elle continue en 2 ? est-elle continue sur R ?

m On donne ci-contre la représentation

graphique d’une fonction de f définie sur R.

Par lecture graphique et sans justification :

e f est-elle continue en 4 ?
e f est-elle dérivable en 4 ?

Mf est définie sur R par:
x? six <2

f(x):{—x+1 six > 2

e préciser f(2), déterminer 916113 f(x) et déterminer }611)1% f(x)
x<2 x>2

e f est-elle continue en 2 ?

m Soit f définie par:
—x+6 six<1
fx) = 5 six=1
e* 1+4six>1
e préciser f(1), déterminer lim f(x) et déterminer lim f(x)
x<1 x>1

e f est-elle continue en 1 ? est-elle continue sur R ?

[P]Soit f une fonction, I un intervalle tel que I © Dretacel:

« si f est dérivable en a, alors f est continueena  (réciproque fausse)

o Psi f est dérivable sur I, alors f est continue sur I (réciproque fausse)

e toutes les fonctions de référence sont continues sur tout intervalle inclus
dans leur ensemble de définition

¢ la somme, le produit, le quotient, la composée de fonctions continues
sont continus sur tout intervalle inclus dans leur ensemble de définition

m (preuve) Soit f définie et dérivable en a. Montrer qu’il existe une
fonction € définie au voisinage de 0 telle que }lin(l) e(h) = 0 et, pour tout h
-

assez proche de zéro: f(a + h) = f(a) + hf'(a) + he(h).

En déduire que f est continue en a.

Théoréme des valeurs intermédiaires

P Soit f une fonction continue sur [a; b]et k un réel compris, au sens
large, entre f(a) et f(b), alors I'équation f(x) = k admet au moins une
solutiondans [a;b].

Yy i C;
FLBJ == = F =D = mimimins ¢ i ) )
. g : Pour la fonction f représentée ci-contre,
E I'équation f(x) = k admet exactement
‘ ! trois solutions dans [a; b], notées c;, ¢,
)¢ E et cs.
: |
@ *—
0O / a € Co €3,
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Généralisation du théoréme des valeurs intermédiairesa Ja; b] ...

Soit f une fonction continue sur Ja ; b] admettant une limite a droite en a

et k un réel compris au sens large entre lim_f(x) et f(b), alors I'’équation
x—-a

f(x) = k admet au moins une solution dans Ja; b]

m D’autres généralisations existent pour [a;b[, Ja;b[, ] —oo;b] etc.
[i] Le théoréme des valeurs intermédiaires est un théoréme d’existence.

P Corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur[a;b] et k un
réel compris au sens large entre f(a) et f(b), alors I'équation f(x) = k
admet une unique solution dans[a; b].

m le corollaire se généralise aux intervalles [a;b[, Ja;b[, ] —oo;b]
etc.

m Pour tout réel x, on pose : f(x) = e* — 2.

1. Justifier que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a dans
I'intervalle [0;1].

2. AVlaide de la calculatrice, donner un encadrement de a d’amplitude
0,001.

Soit (u,) une suite qui converge vers £ et f une fonction continue en ¢,
alors la suite de terme général f(u,,) converge vers f(£) :

lim_ f(uy) = (&)

Théoreme du point fixe

Soit I un intervalle, f une fonction continue sur I telle que : f(I) c I,
(uy,) une suite telle que uy € I et, pour toutn € N,u, .1 = f(u,),

si la suite (u,,) converge vers £ € I, alors : £ = f(¥).

m Pour montrer que £ € I sans en connaitre la valeur, on utilise souvent
un encadrement de ce nombre.

exercice type

On considere la suite définie paruy, = 8 etvn € N : u,,; = 0,25u,, + 30,
et la fonction f définie sur R par: f(x) = 0,25x + 30.

1. Démontrer que: f([8;40]) c [8;40].

2. Démontrer par récurrence que, pour toutn € N, 8 < u,, < u,41 < 40.
3. En déduire que (u,) est convergente.

4. Déterminer la limite £ de (u,,).

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.



