e M= 03. Limites de fonctions

[D]limite d’une fonction

- - def . .
* f est définie au voisinage de +o < D, contient un intervalle de la
forme Jc; +oo[
e soit f définie au voisinage de +o, alors :
f a pour limite +o0 en +o0
déf . - .
< pour tout réel A, les nombres f(x) sont supérieurs a A pour tout
x suffisamment grand, on écrit alors : lim f(x) = 4+
X—+00

» VA € R,3m € Rtelque:Vx € Dy, six > malors f(x) > A

(le nombre m dépend de A; on définit de maniére analogue : « f a pour
limite —oo0 en +00 », « f a pour limite +00 en —oo » et « f a pour limite
—00 en —o0 »)
e soit f définie au voisinage de + et £ € R, alors :
f a pour limite £ en +o0
def , .
< tout intervalle ouvert centré en £ contient toutes les valeurs f(x)
pour tout x suffisamment grand, on écritalors: lim f(x) =#¢
X—+ 00

» Ve > 0,3m € Rtel que: Vx € Dy, six >malors [f(x) — | < ¢

(m dépend de &; on définit de maniere analogue : lim f(x) = #)
X—>—00

* la droite d’équation y = £ est une asymptote horizontale a Cy en +oo
déf
< lim f(x)=+¢

X—+00

(on définit de méme asymptote horizontale a C; en —co).

m La courbe C; admet-elle une asymptote horizontale ? Si oui, préciser.

x —o0 -1 3 +oo
Sens de 4 5
variation de f N 2 7 N —00

m Interpréter en terme d’asymptote les deux limites suivantes :
lim f(x) =3et lim f(x)=1.
X——00 X—>+0oo

m Cr admet la droite d’équation y = 2 pour asymptote horizontale
au voisinage de +oo et la droite d’équation y = 1 au voisinage de —co.
En déduire les limites de f en —oo et en +oo.

m Rappel : « f admet pour limite £ en +oo
déf
& Ve >0,Im € Rtelque:Vx € Dy, six >malors |[f(x) — €] < e»

_ 2x+1
Vx #1, f(x) = 1
1. Pour & = 0,5 donner une valeur possible de m.
2. Pour & = 0,1 donner une valeur possible de m.
3. Traiter le cas général € > 0.

et on admet que lirP f(x) =2
X—>+00

m On donne la courbe représentative de f oY l'
définie sur R\ {2}. 3
Par lecture graphique déterminer les limites de f __/ _
en —oo et en 400, puis interpréter pour C’f. ' . T
1o 3 4 5 6
- 1

[D] soit a un réel appartenant a Dy ou borne finiede Dy et £ € R :

e fapourlimitefena g tout intervalle ouvert centré en £ contient
toutes les valeurs f(x) pour tout x assez proche de a, on écrit alors :
!ci_l}; f(x)=4¢:

Ve > 0,36 > Otelque: Vx € Dy, si|[x —al| < Salors [f(x) — | < ¢
(le nombre 6 dépend de € ; on définit de maniéere analogue la limite a
gauche (a droite) en a en se limitant aux valeurs de x situées a gauche
(a droite) de a et on écritalors : lim f(x) = £ (lim f(x) = ¢)

x<a x>a

P si f est définie en a et admet une limite en a, alors cette limite est
nécessairement égale a f(a) : lim f(x) = f(a).
X—->a
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[D]Soit a € R une borne de Dy avec a & Dy, alors :

la droite d’equation x = a est une asymptote verticale a C
def .
< 1im f(x) = £0 ou lim f(x) = Lo

x<a x>a

Limite de fonctions de référence en a

Si f est une fonction de référence et a € Dy, alors lim f(x) = f(a), donc:
xX—a

* P est un polyndme, alors : lim P(x) = P(a)
x—-a
* P et Q sont des polyndmes avec Q(a) # 0, alors :
. P(x) P(a)
im ——==——
x~a Q(x) Q(a)

elime* = e® elimvVx=+a (a>0) e lim|x|=]aq|
x—-a x—-a x—a

e limcos(x) = cos(a) e¢limsin(x) = sin(a)
x—-a x—-a
Limites de fonctions de référence en — et en +oo

1
e lim —=0" e lim — =07
x—>—oo X xX—>+oo X

e lim Vx =+

X—+00

e lim x™ =+ e lim e*=0 e lim e* = +

xX—+ oo X——00 X—+0co

(n € NY)
(on les retrouve facilement en visualisant les courbes représentatives)

Déterminer les limites de f(x) lorsque x — 7~ puis lorsque x —» 7
pour f définie sur R\ {7} par:
x—10

o) ===

Déterminer les limites de f en —oo eten +o0:
1. f(x) = e 25 2, f(x) = e*".

Si f est une fonction polynéme, on peut « mettre de force » en facteur
la plus grande puissance de x dans f(x) cela évite les F.I. lorsque x = +oo.

m Pour tout réel x, on pose : f(x) = 2x3 — x? + 1.
Déterminer les limites de f en —oo et en +co.

Le théoreme de comparaison et celui des gendarmes sur les suites se
généralisent aux limites de fonctions en —oo, ena € R et en 4.
Lorsqu’une expression comporte un cosinus ou un sinus, il est souvent
commode de commencer a écrire les encadrements :

VxeER, —-1<cos(x) <1 et VXxXER,—-1<ssin(x) <1
[D]Soit f une fonction définie au voisinage de +oo, alors :

* ladroite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a Cf au
déf
voisinage de +oo pa ligrn [f(x)—(ax+b)]=0
X—>+00

(on définit de méme une asymptote oblique au voisinage de —)

m Donner sans justification, les limites suivantes :
lim x3, lim x3, lim x® et lim «x°.

X—>—00 X—+00 X—>—00 X—>+0o

Les régles de calcul de la limite d’une somme, d’un produit ou d’un
guotient sont les mémes que celles des suites numériques.

m Lorsqu’un dénominateur tend vers 0, il est indispensable de savoir s'il
tend vers 0% ou bien vers 07 faire le tableau de signe du dénominateur
est souvent tres utile.

Pour tout réel x, f(x) = x* + 3sin(x) : déterminer lim f(x).
X——00
Vx € R, f(x) = e ! + 5sin(x), déterminer: lim f(x).
X——00

A :y=2x+2etd:y=2x+ 1, montrer que d est une asymptote
oblique a Gy en +, et A est une asymptote oblique a Cf en —o :
e* + 2

Vx € R, =2
x f(x) x+ex_|_1
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On va démontrer les résultats suivants :

1121 e* = 4oo (x) et 11m e* =0 (x*)
X—+ 00

Pour tout réel x, on pose : f(x) = e* —x — 1.

1. Calculer f'(x), résoudre f'(x) > 0, en déduire le tableau de variation
de f sur Rpuisque:Vx € R,e* > x + 1.

2. Démontrer (*), en déduire (**).

@ Vx € R, f(x) = Vx2 + 5 — x ; déterminer la limite de f en +oco.

Lorsqu’une forme indéterminée se présente et que f(x) contient un
radical V..., il est souvent utile d’utiliser I’expression conjuguée.
L’expression conjuguée de A+ Best A— B, cellede A — Best A+ B.

Formules de croissances comparées
ex X

e lim — =4 e lim — =+w (n€N")

x—+00 X x—+oo xM

e lim xe* =0 e lim x"e* =0 (n€N%)
X——00 X——00
ex
e lim — =+

x—>+oo\/—

On va démontrer que lim £ = toet lim e—n = 400 (n € N¥).

x—>+00 X xX—>+00 X

1
Pour tout x > 0, on pose : g(x) = e* — Ex et on se donnen € N*,

1. Calculer g"'(x), en étudier le signe sur [0; +o [, en déduire le sens de
variation de g’ sur [0; 4+oo[ puis le signe de g'(x) sur [0; +oo[ , en

déduire que g est croissante sur [0; +oo [, puis déterminer le signe de
X

e
g(x) sur cet intervalle, en déduire que : Vx > 0,? > >

X

2. Montrerque: lim Z = too.
xX—+00 X

3. a. Justifier que:

e* 1 en
Vx >0,0ona: i EXT
n
b. En déduire que:
ex
lim — = +o0
x—+oo xN

M Déterminer la limite lorsque x = 0* de f(x) oU, pour tout x # 0 :

Flx) = (10 + 1(2)2 — 100

Calculer chacune des limites :

e lim (3x — 1)e* e lim (3x — 1)e*
X——00 X—+

M Calculer:

1
e lim (xe™) o lim (xe%'¥) e lim (Sxefx)

xX—+ 00 X—>—00 X——00

@ Pour tout x # 0 on pose :

() =

1. Déterminer les limites de f en —co et en +o, interpréter pour Cy.

2. Déterminer les limites de f aux bornes finies de Dy, interpréter pour
Cr.

3. Calculer f'(x), en étudier le signe, dresser le tableau de variation de f
en y placant les limites.
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