IXe g\ 01. Suite numérique

[D]N ={0;1;2;..}, N* = N\ {0} = {1;2; ...}

(admis) On considére un sous ensemble (une partie) E de N.
Si les deux points suivants sont vérifiés :

e 0EF
e pourtoutk € N,sik € E alorsk + 1 € E (si E contient un entier
naturel, alors il contient I'entier naturel suivant)

alors E = N.

»[M] Rédaction d’une démonstration par récurrence

Pour tout entier naturel n, on consideére la proposition P, : « ... ».

e initialisation
On vérifie que Py : « ... » est vraie.

o hérédité
Soit k un entier naturel pour lequel Py, : « ... » est vraie (hypothése de
récurrence), montrons que Py, : « ... » est vraie.

Conclusion
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que
pour toutn € N, P, est vraie.

Montrer qu’une suite est arithmétique ou qu’elle est géométrique
e la suite (u,,) est arithmétique de raison r lorsque :

vn € N,u, ;1 —u, = ravecr constante
e la suite (u,) est géométrique de raison q lorsque :

vn € N,u,,,1 = q X u,, avec q constante

u, en fonction de n pour une suite arithmétique ou géométrique
e si (u,) est arithmétique de premier terme u, et de raison r,
alors:VvneNu, =upg+nxr
sile premier terme est uy, alors:vn e N, u, =u;+(n—1) Xr
o si (u,) est géométrique de premier terme u, et de raison q,
alors:vn € N,u,, = ug x q"
si le premier terme est u,, alors : Vn € N*,u,, = u; x q*!

Muo = 2 et pour tout entier naturel n, u,,,; = 2u,, — 1.
Démontrer par récurrence que, pour tout n entier naturel, u,, = 2™ + 1.

Muo = 1 et pour tout entier naturel n, u,,,; = 2u, —n+ 1.
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, > n.

@ Suite arithmétique, suite géométrique

* une suite est arithmétique de raison la constante réelle r lorsque I'on
passe d’un terme au suivant en ajoutant cette constanter :
vneNu,, =u,+r

* une suite est géométrique de raison la constante réelle q lorsque I'on
passe d’un terme au suivant en multipliant par cette constante q : Vn €
N, up1 =u, Xq

@ Démontrer par récurrence les formules de u,, en fonction de n et u,.

m a et b sont deux réels donnés, a # 1, la suite (u,,) est définie par son
premier terme u, et la relation : Vn € N,u, .4 = au, + b.
1. Résoudre dans R I'équation x = ax + b.
On notera £ son unique solution.
2. Pourtoutn € N, on pose : v, = u,, — ¥ ; montrer que la suite (v,,) est
géométrique et préciser sa raison.

Mul =—1let Vn € N*,u,,; = —3u, +8.

méthode 1

Un éléve affirme : « Yn € N*, u,, = (—3)™ + 2 », a-t-il raison ?
méthode 2

Pour toutn € N*, v, = u,, — 2.

Montrer que la suite (1) est géométrique, préciser son premier terme et
sa raison, en déduire v,, puis u, en fonction den, n € N*.

m Pour tout entier naturel n, on considere la proposition P, : « il existe
k € Ztel que 6™ + 1 = 5k ».

Montrer que P, est héréditaire.

Peut-on en déduire que, « pour toutn € N, B, est vraie » ?
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[D]La suite (u,,) est:
e croissante lorsque : pour toutn € N, u,, < u,41

e croissante a partir du rang ng lorsque :

pour toutn € N tel quen > ng, U, < Up4q
e décroissante lorsque : pour toutn € N, u,, > u, 41
e décroissante a partir du rang n, lorsque :

pour toutn € N tel quen > ngy, u, > Uy4q

Le signe de u,, .1 — u,, permet d’obtenir le sens de variation de (u,) :
e si, pourtoutn € N, u,,q1 —u, > 0, alors (u,) est croissante
e si,pourtoutn € N, u,,1 —u, <0, alors (u,,) est décroissante

[F]Soitn € N*,ona:

n
nn+1) nn+1)
1+---+n=Touencore: Zsz
k=1

[Oral] Démontrer la formule précédente de deux fagons différentes.

Justifier la propriété du signe de u,, .1 — u,.

> opérations élémentaires et relation d’ordre

e si on ajoute ou retranche un méme nombre a chaque membre d’une
inégalité, alors on conserve le sens de la relation d’ordre

e si on multiplie ou divise chague membre d’une inégalité par un méme
nombre non nul, alors :
— si ce nombre est positif, on conserve le sens de la relation d’ordre
— si ce nombre est négatif, on inverse le sens de la relation d’ordre

u, = 8 et pour tout entier naturel n, u,,,; = 0,25u, + 3.

1. Calculer u;.

2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, ;1 < U,.

Que peut-on en déduire pour le sens de variation de la suite (u,) ?

m Soit (u,) une suite et f une fonction vérifiant les conditions :

e f est une fonction croissante sur un intervalle I
e tous les termes de la suite (u,,) appartiennenta [
e pour tout entier natureln, u,,1 = f(u,)

1. On suppose que U, < U4, étudier le sens de variation de la suite (u,).
2. On suppose que u, > uq, étudier le sens de variation de la suite (u,).

@ La valeur absolue de x € R est le réel noté |x| défini par : |x| = Vx2.

Soit x € R.

* [x[>0

e six>0alors|x|] =x

e six < 0alors |x|] = —x

e (0;7) est un axe tel que ||7]] = 1, A et B sont deux points de (0; 1)
d’abscisses respectives a et b, alors : AB = |a — b| = |b — a

e pourtoutréele > 0,onal’équivalence: —e<x<ee |x|<e€

[D] Notion de limite d’une suite

2 ;-
¢ ook
"
+ & v g i o o i TREE R R
+
£ a + e
¥ ¥
Y, + + + o+ ¥ o
— £ LR .
++ :
-+ 1
. .
: e
ol ng n

e (u,) converge vers £ € R g tout intervalle ouvert centré en £ contient
tous les termes u,, a partir d’un certain rang, on dit alors que la limite
de la suite (u,) est le réel £ et on écrit : nl_iHIm U, =foucu, > 4£»

déf

* (uy) est convergente < il existe un réel £ vers lequel elle converge

(on admet I'unicité d’un tel réel £)
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» (u,) converge vers £ € R si et seulement si :

Ve > 0,dng € Ntelque:Vn € N,sin > nyalors |u,, — €| < ¢

déf
* (uy) a pour limite +o0 < tout intervalle de la forme ] A; +oo [ contient
tous les nombres u,, a partir d’'un certain rang

On écrit: lim u, = 400
n—-+oo

» (u,) a pour limite +oo si et seulement si :
VAeER Ang e N,Vvn € N,sin > ngyalorsu,, > A

* (uy) apour limite —oo si et seulement si (—u,) a pour limite +oo:
_ déf
lim u, = —c0 & lim (—u,) = 4w
n—+oo n—-+oo

* une suite est convergente lorsqu’elle admet une limite finie € (la limite
doit exister et cela doit étre un réel £), dans tous les autres cas on dit
gu’elle est divergente, ou qu’elle diverge;
la suite (u,,) est donc divergente lorsque I'on est dans I'un des cas
suivants : elle n"admet pas de limite, elle admet pour limite 4+,
elle admet pour limite —co

P Régle : limite d’un produit £ et £’ sont des réels

si lim u, = s £+0 400 0
n—-+oo -
et lim v, = 2 +o00 +o00 400
n—-+oo - — -
alors lim (u, xv,) = e xP +00 +00 F.I
n-+o - -

Dans les cas comportant +oo le signe de la limite du produit est déterminé
par la regle des signes.

E Lorsque cela est possible, donner un sens a :

® « (—=2) X (+00) » ¢« (=) X (=3)»
® « (—00) X (—0) » e « (+00) X (—0) »

¢« (+) x0»
® « (+00) X (=7) »

En revenant a la définition, démontrer que (u,) converge vers 3 avec
3n+1

n+2 ’

vneN,u, =

P Reégle : limite d’'une somme £ et £' sont des réels

si lim u, = 4 4 € | 40 | —o0 | 400
n-+oo
et lim v, = ' +00 | —00 | 400 | —00| —o0
n-+oo
alors ligrn (U, +vy)=| £+¢ 400 | —co | 400 | —oo| F.I.
n—-+o

Limites de référence
e si k est une constante strictement positive, alors :

lim kn = +oo, lim kn? = 4+, lim kn® = +o0, lim kvn = +o
n—-+oo n—-+oo n—+oo n—-+oo

* si k est une constante strictement négative, alors :

lim kn = —oo, lim kn? = —oo, lim kn® = —o, lim kvVn = —
n—-+oo n—-+oo n—+oo n—-+oo

e pour toute valeur de k :

.k .k .k .
lim — =0, lim —2=0, lim —3=O, lim —=0
n-+oon n-+oo N n-+oon n—-+oo n

M Déterminer la limite de (u,) :

5
1. u, = —3n*+ 80 z,u,nz—\/r_l-}-F 3. u, =n3—n?+1

Lorsque cela est possible, donner un sens a :
®«54 (+0)» *«4— (+00)»
¢« (4+00)—129 » ® « (400) — (—00) »
® « (400) + (4+00) » ® « (—00) + (—00) »

e« (+0)+9»
® « (400) — (4+00) »
¢« —(—o)»

Lorsqu’il y a une indétermination d’une limite avec un polynébme enn :
mettre « de force » en facteur la plus grande puissance de n...

I¥B Pourtoutn € N:u, = 5n —3n+ 2,v, = —3n? + 8n + 1.
Déterminer les limites des suites (u,) et (v,).
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P Régle : limite d’un quotient £ et £’ sont des réels

si nl_i}}looun = { { L#0 0 +o0 +o0
et lim v, =|¢ 20|+ | 0T0u0" 0 |0%oud”| too
. Uy £
alors lim — = — 0 +oo F.I. +oo F.I.
n-+o vy £

Pour tout n entier naturel, on pose : u, = 3n* + (—1)".
Déterminer la limite de la suite (u,).

m Pour tout n entier naturel, on pose : w, = —n? + 5 cos(2n — 1).
Déterminer la limite de la suite (w,).

Si possible, donner un sens a :

5 -7 -3 7 -2
e (—» e— °o«—» o «—» °o(—»
+o00 —o00 0t 0~ 0~
+ 00 + 00 ot + 00 + 00
e (—» e (—» o —» e (—» e (—»
-0 +0o0 0~ 0~ ot

Déterminer la limite de (u,,) avec:
Sn—-1

VnEN,un=3n—+1

P Théoréme des gendarmes
Si (uy), (v,) et (w,) sont des suites telles que :

* a partird’'un certainrang : u, < v, < W,
e les suites (u,) et (w,,) sont convergentes et ont méme limite ¢
alors la suite (v,,) est convergente et sa limite est £.

exemple de rédaction

vneN,u, <v, <w,
Ona:

lim u, = lim w, =+
n—+oo n—-+oo
donc, d’apres le théoréme des gendarmes: lim v, = 4.
n—+oo

Retenons qu’il y a quatre types de formes indéterminées :

0 [e)
e« Xoo» e (—» e «—»
0 o

Attention : une inégalité stricte entre u,, et v,, donnera une inégalité large
entre leurs limites

® (00O — OO0 »

Déterminer la limite éventuelle de la suite (u,) telle que :
§ sin(n) + 2
vne N, u, =——
n
@ Déterminer la limite éventuelle de la suite (u,) de terme général :
3n+ (—=1)"
Uy = ———F—
" n+2

P Théoréme de comparaison

* siu, < v, apartir d'un certain rang et lim wu,, = 400, alors lim v, = 4+

n—+oo n—-+oo

* siu, < v, apartird'un certain rang et lim v,, = —oo, alors lim u,, = —
n—-+oo n—-+o

exemple de rédaction

vn e N,u, <,
Ona:y lim u, = +o -
n—-+oo
donc, d’apres le théoréme de comparaison : lim v, = +oo.
n—+oo

@ suite majorée, minorée, bornée

o déf
¢ (u,) est majorée par la constante M < pourtoutn € Nona:u, <M
on dit alors que le nombre M est un majorant de la suite (u,)
) def
¢ (u,) est minorée par la constante m < pourtoutn € Nona:m < u,,
on dit alors que le nombre m est un minorant de la suite (u,)

déf
e la suite (u,) est bornée < elle est a la fois majorée et minorée.

Démontrer le premier point du théoreme de comparaison.

@ [Oral] Démontrer qu’une suite croissante est minorée.
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P Théoréme de convergence monotone
* si une suite est croissante et majorée, alors elle est convergente
* si une suite est décroissante et minorée, alors elle est convergente

M Soit (uy) la suite définie par uy = 10 et pour toutn € N :
Upe1 = 0,6u, +8

1. Démontrer par récurrence que :Vn € N, 10 < u, < upyq1 < 20.
2. En déduire que (u,) est convergente.
3. Onnote ? la limite de (uy,), justifier que £ = 0,6¢ + 8, en déduire £.

Théoréme
* si une suite est croissante et non majorée, alors elle diverge vers 4+
e si une suite est décroissante et non minorée, alors elle diverge vers —co

E [Oral] Justifier a I'oral le premier point du théoréme précédent.

Inégalité de Bernoulli
Soit a un réeltelquea > —1,alors:Vn €N, (1 +a)™ > 1 + na.

Démontrer la regle de la limite de g™ en étudiant successivement les
cassuivants: g =1,g>1,0<qg<1,g=0,-1<g<0etqg < —1.

I¥E Pour tout n € N, u,, = 12" — 7™,

Déterminer : lim u,.
n—-+oo

@ Etudier I'existence d’une limite, la déterminer lorsqu’elle existe :
2" — 5" 5 5" + (=3)"

Ly, = :
= 3 U= T

M Soit (u,) la suite définie par uy = 0,5 et pour toutn € N :

3u,
u =—
1T 4 2u,
1. Démontrer par récurrence que, pour toutn € N :
31’1
u =
"o3n+1

2. En déduire la limite de la suite (uy).

M Démontrer par récurrence sur n I'inégalité de Bernoulli.

P Reégle : limite de q"
Soit ¢ € R une constante, on s’intéresse a la limite éventuelle de g™ :

g<—1| -1<qg<1 q=1 q>1
lim qn | Pasde 0 1 oo
n—+oo limite

exemple de rédaction Déterminer lirll (—0,8)" et lirirl 2™,
n-+oo n—-+oo
e —-1<-08<1,orsi—1<gqg<1alors lirll q"™ = 0 (cours),
n—>+oo
donc: lim (—-0,8)" =0
n—-+oo

*2>1,orsig>1alors lim q" = +oo (cours), donc: lim 2" = +oo
n—-+oo n-+o

Formule de la somme des premiers termes

e dans«uy +Uppq + -+ u, »ilya(n—p+ 1) termes ajoutés
nombre de termes ajoutés = différence des indices + 1

e si (u,) est arithmétigue, alors :
n

Uy +u,) x(n+1
Zukzuo‘l‘"“l‘un:( 0 n) ( )

2
k=0
(premier + dernier terme de la somme) X nombre de termes ajoutés
2

* si (u,) est géométrique de raison q # 1, alors :
n

n+1

1-¢q
1-¢q

1— qnombre de termes ajoutés

Zuk =‘u0+---+‘un=‘u0><
k=0

premier terme de la somme X 1-q
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