Exercices 1¢re Spé maths : Trigonométrie

On pose :
A=cos(1x§)+cos(2 xg)
B=cos(1xg)+cos( ”)+cos(3x§)
C=cos(lx§)+cos(2x§)+cos(3xg)+cos(4xg)

Vérifierque A =0et B = 0.
En rappelant la formule des angles associés utilisée, calculer C.

Corrigé

A=cos(1xg)+cos(2xg)=cos(2?ﬂ>+cos(4?ﬂ>=%+(—%>=O
B = cos(

T T T
= coS 1X—)+cos(2xz)+cos(3x—)
—cos(z)+cos(—)+cos(3—ﬂ>—\/—E 0 —\/—E —E—E—
B 4 4) 2 2) 2 2

T T

C=cos(1x5)+cos(2><5)+cos(3 5)+ (4><§)
=cos(z)+cos< )+cos< )+cos(—ﬂ)
5 5
Ona:
rc 41 _rc+4n_5n_
575 5 5 "
donc:
471_
R
de méme:
27T+37T_27T+37T_57T_
5 5 5 5
donc:
371_ 21
5 "5
D’ou
T 2m T 21
C = cos(g) +cos(?) + cos (n—§)+cos(n—?)
Or, pour tout réel x on a: cos(m — x) = — cos(x), donc:

Thiaude P.

Cos (Tl,' - g) = — COS (g) et cos (7T - 2?7-[) = — CO0S (2?77:)

On obtient :
T T 2T 21
C = cos (E) — cos (E) + cos (?) — cos (?> =0
Finalement: C = 0.

On pose :

A = sin (n) + sin (411) B = sin (n) + sin <5n) t C = sin (n) + sin <6n)
-3 3 )7 =G g ) & T35 5

Vérifierque A =0et B = 0.

En rappelant la formule des angles associés utilisée, calculer C.

Corrigé
A (n) s (471) B <2n) N (871) V3 \/_
=sin{z)+sin{= )= sin c sin > >
B =i (Tlf)+ . (57‘[)_\/5 \/E_O
=sin{z)+sin{ )= > =
C = sin (E) + sin (6—7[)
B 5 5
Ona:
6br m 6m—m 5m
5 5 5 5 "
donc:
brr +
o=
On en déduit que :
0 7T - 7T
C =sin (g) + sin (n + g)
Or, pour tout réel x : sin(m + x) = —sin(x) donc : sin (rr + g) = sin (g)

On e en déduit que :
C =sin (g) — sin (g) =0

Finalement : C = 0.
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En rappelant les formules des angles associés utilisée, calculer :
A = cos (E) + sin (E) + cos (5—n) — sin (3—n)
B 8 8 8 8
Corrigé

Onad’une part :

8 8 8 2
donc:
5n_n+rr
8 2 8
et d’autre part :
37T+7T_4T[_7T
8 2
donc:
371_71 T
8 2 8
Or,
* pour tout réel x on a cos (% + x) = —sin(x) donc cos (g + g) = - sm( ) (%)

x) = cos(x) donc sin (— - g) = COS( ) (+*).
5T (3

(n?); sin (?7), _
G+5)~sin(z )

— sin (g) - cos( ) (en utilisant () et (%))

s . Vs
¢ pour tout réel x on a: sin (E —
Ona:

A = cos (g) + sin(
= CO0S (g) + sin(

= CO0S (g) + sin(
Finaleme:n'?: A=0.

On pose :

| 90| 90| ]
N—

+ +

aQ ()

o o

wn w

<o
~—

A = cos (11:5) sin (133:) + sin (1n5) cos (133:)

En rappelant la formule des angles associés utilisée, calculer A.

Corrigé
Ona:
T 137‘[ 27T 137 _ 157 T
15730 30730 30 2
donc:
13w mm
30 2 15
Or,
* pour tout réel x, sin (% ) = cos(x) donc sin (E - %) = cos( ) (%)

* pour tout réel x, cos (% ) = sin(x) donc cos (E - l) = sin (1) (%)

15 15
Ona:
A = cos (%) sin (71;—n)n+ sin (%)ncos (133—97:) i
(E) sin (E - E) + sin (15) cos (E - E)
= cos (%) cos (17T5) + sin (17T5) sin (15) (en utilisant (*) et (xx))
2

= COoSs (1”5) + sin (1”5)

Or, pour tout réel x, on a : cos*(x) + sin?(x) = 1 donc cos (1 ) + sin (fs) =1
Finalement: 4 = 1.

m Equation trigonométrique
Résoudre dans ] — m; ] I'équation : 2 sin®(x) + 2 = 5sin(x).

Corrigé

L’équation 2 sin®(x) + 2 = 5sin(x) s’écrit aussi : 2 sin®(x) — 5sin(x) + 2 = 0.
En posant X = sin(x), elle devient : 2X* — 5X + 2 = 0.

2X? —5X + 2 est de la forme aX? + bX + caveca = 2,b = —=5etc = 2, de
discriminant A = b? — 4ac = (-=5)? — 4(2)(2) = 25— 16 = 9.

A > 0 doncil y a deux racines réelles distinctes :

—-b—vA +5-+9 5-3 2 1
=724 T 220 4 "1 2
_—b+VA +5+Y9 5+3 8
27 20 2020 4 =372
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. T 5T
Conclusion : S1_p.p] = {g ;?}.

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP '
DISTANCE ENTRE GRAD DE L'AXE

FENETRE
Xmin=-3.141592654
Xmax=3.141592654
Xorad=n-/61
Ymin=-6
Ymax=6
Yorad=1
Xrés=1
aX=0.023799944348485
PasTrace=0.04759988869697

X=2
sin(x) = 2
2¢ [—1;1]

donc équation impossible

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

Grarhl Graph2 Graph3

.....................................................

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP |
\ ] 5t
I N

/
/
/

ol

BXE cos? x + sinx = 1

Démontrer que : Vx € R,sinx X (sinx — cosx) + cosx X (sinx + cosx) = 1.

Corrigé
Rappel Vx € R, cos®x + sin?x = 1 (%)

Soitx ER,ona:

sinx X (sinx — cosx) + cosx X (sinx + cos x)

= sin?x — sinx X cosx + cos x X sinx + cos %x

= sin?x + cos ?x — sinx X cos x + sinx X cos x

=1+ 0 (en utilisant (*))

=1

On a donc bien : Vx € R, sinx X (sinx — cosx) + cosx X (sinx + cosx) = 1.

3Ny cos’x + sin“x = 1
Démontrer que pour tout réel x : (sin x + cos x)? + (sin x — cos x)? = 2.

Corrigé
Rappel Vx € R, cos?x + sin?x = 1 ()

Soitx ER,ona:
(sinx + cosx)? + (sinx — cos x)?
= sin®x + 2 sinx cos x + cos®x + sin?x — 2 sinx cos x + cos® x
= 2sin®x + 2 cos®x
= 2(sin? x + cos? x)
=2 x 1 (en utilisant (*))
=2
On a donc bien : Vx € R, (sinx + cos x)* + (sinx — cos x)? = 2.
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2o )it} équation trigonométrique

Résoudre dans [0; 21t] I'équation : 2 cos(x) — 1 = 0.

Corrigé

1
2cos(x) —1=0e 2cos(x) =1 o cos(x) = >

g {n Sn}
[0,277.'] 3 ) 3
NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP
DISTANCE ENTRE GRAD DE L'AXE
FENETRE
Xmin=0
Xmax=6.283185307
Xorad=n/3
Ymin=-2
Ymax=2
Yorad=1
Xrés=1
aX=0.023799944344697
PasTrace=0.0475998886893...

n NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

Grophl Graph2 Graph3
I\Y1B2cos(X)-1
B\Yz2=
B\Y3=
I\Ya=
B\Ys=
INYs=
B\Y?=
B\Ys=
B\Ys=

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n
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m équation trigonométrique

Résoudre dans [0; 2rr] I’équation : 4 X sin’x — 3 = 0.

Corrigé

4xsin?x—3=0e (2sin(x))? - 3)?=0
& (2sin(x) + V3)(2sin(x) — \/§) =0

& 2sin(x) + V3 = 0 ou 2sin(x) — V3 = 0 © sin(x) = —ﬁ ousin(x) =

47 __QW

5

2
127 B

(=3

m 2m 4m 5w
San = {33733

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP
DISTANCE ENTRE GRAD DE L'AXE

FENETRE
Xmin=0
Xmax=6.283185307
X9rad=n/3
Ymin=-2
Ymax=2
Yorad=1
Xrés=1
aX=0.023799944344697
PasTrace=0.0475998886893...

n NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP

Vv

Grophl Graph2 Graph3

R S e

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n
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On admet la formule :
Va € R,Vb € R,cos(a + b) = cosacosb —sinasinb

1. Déduire de cette formule que, pour tout réel x on a:
1 + cos(2x)

2
cos“x =
2

2. En déduire la valeur exacte de cos (17;)
3. Onadmet que cos (%) et sin (%) sont positif.
Déterminer la valeur exacte de cos (1_nz) et celle de sin (%)

; T N .
4. Démontrer que la valeur de cos (E) obtenue a la question 3.

et celle proposée par la calculatrice sont égales.

Corrigé

Admis:Va € R, Vb € R,cos(a + b) = cosacosb — sinasinb
1. Déduire de cette formule que, pour tout réel x on a :

1 + cos(2x)

2
En posant a = b = x dans la formule (*), on obtient :

cos’x =

cos(x + x) = cos(x) cos(x) — sin(x) sin(x)
cos(2x) = cos®*x — sin®x
Or, pour tout x € R, cos?x + sin?x = 1 doncsin®x = 1 — cos®x.
D’ou : cos(2x) = cos?(x) — (1 — cos?(x)) = 2 cos?(x) — 1.
Ona:cos(2x) = 2 cos?x — 1 ce qui s’écrit : 1 + cos(2x) = 2 cos®x

ou encore :
1 + cos(2x) .
——————=cos°x
2
On a donc bien, pour tout réel x :
» 14 cos(2x)
cos“x = —

2. En déduire la valeur exacte de cos (1”2)

N
+
P

1+cos(2><12) 1+cos(%) 1+\/T§

N

€0S (1712) 2 2 2 -

N

2+vV3 1 2443 2443
= X == =
2 2 2X2 4
On a donc finalement :

T[) 2+\/§

cos? (12 2

3. On admet que cos (1 ) et sin (12) sont positif.

Déterminer la valeur exacte de cos et celle de sin )

2(7‘[) 2443 2+\/_ n __ |23
CosS 12 7 & COS 12 4 ou Cos 12 4

Or, cos( ) > (0 donc:

7 2+v3 _V2+V3_V2+43
C05(12) 4 N 2
Finalement :

T 2++/3
COS(lZ) —2
sin (S)—l—cos (I;):1—2+4\/§=%—2+4\/§=4_(24+\/§)
in (n) 4-2-— \/‘ 2—+3

12 4 4

sin (1”—2) =+ ’2 _4\@ ou sin (1”—2) = — 2 _4\@

Or, sm( ) > (0 donc:

my_ [2=V3 V2-V3 V2-43
(- 2

2—1/3
sin (17;) —2

Donc:

Finalement :
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«Vérification» a la calculatrice

243 (V8)' +2v&vZ+ (V2)’

s :4(2+\/§)_6+2\/2><3x\/7+2
cos( iz )="= 16 16
.................................................. 1 8+ 4v3 — (6 + 2v2V3V2 + 2)
(2)=3%8 - 16
$in 3z )" 2 X
.................................................. 1 _8+4V3-(6+2x(V2) xV3+2)
B 16
8+ 43— (6+4V3+2)
B 16
4. Démontrer que la valeur de cos (%) obtenue a la question 3. et celle _ 8+4V3-8-4V3
proposée par la calculatrice sont égales. —0 16
On obtient a la calculatrice :
—_— Donc:
.
- 243 V6 ++2\" 0
cos ) =) (B -
&4z ,
............................................... T autrement dit :
2 2
2+3\ _ (V6++2
2 B 4
Résumons
V2+V3  Ve+v2 . o
Les nombres > et " sont de méme signe et ont des carrés égaux
Rappelons que pour a et b réels de méme signe, ona: donc ils sont égaux.
a*=b*oa=>h

Les nombres sont tous deux positifs, donc ils sont de méme

V2+y3 tV6+V2
e
2 4

signe. D’autre part,ona :

(Eﬂu)

(2+43) _(f6+2)°
22 42
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Vs
m valeur exacte de cos(g)

On admet que:
e V(a,b) € R?, cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) (x)
* pour tout polynéme P et tout réel a, on a I'équivalence :
P(a) = 0 & P(x) est factorisable par (x — a)
1. Déduire de la formule (x) que : Vx € R, cos(2x) = 2 cos?(x) — 1.

2. Enrappelant la formule des angles associés utilisée, montrer que :

(47‘[) n (TL’) -0
cos z cos o) =
3. Démontrer que :

cos (%T) =8cos* (g) — 8cos? (g) +1
En déduire que :

8 cos* (g) — 8cos? (g) + cos (g) +1=0 (x*)

Dans toute la suite on pose, pour tout réel x : P(x) = 8x* — 8x% + x + 1.

4. a. Vérifierque P(—1) =P G) =0.
b. En déduire une factorisation de P(x) sous forme de produit de deux
polynédmes du second degré.

5. Résoudre dans R I'équation P(x) = 0.

1
. . 4. s
Par lecture graphique sur le cercle trigonométrique, comparer cos (E) et S

. , . s
puis déterminer la valeur exacte de cos (E)

Corrigé
On admet que :

e V(a, b) € R? cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) (*)
¢ pour tout polynéme P et tout réel a, on a I’équivalence :
P(a) = 0 & P(x) est factorisable par (x — a)
1. Déduire de la formule (x) que : Vx € R, cos(2x) = 2 cos®’x — 1.
En posant a = b = x dans la formule (*), on obtient :

cos(x + x) = cos(x) cos(x) — sin(x) sin(x)
cos(2x) = cos®*x — sin®x
Or, pour tout x € R, cos?x + sin?x = 1 doncsin®x = 1 — cos®x.
D’ol : cos(2x) = cos?(x) — (1 — cos?(x)) = 2 cos?(x) — 1.
On a donc bien : Vx € R, cos*(2x) = 2 cos®(x) — 1.

En rappelant la formule des angles associés utilisée, montrer que :

(41’[) n (Tl') 0
CcoS | — cos|—) =
5 5
Remarquons que :

47T+TL'_5T[_
5 "5 5
donc:
47T_ T
5 "5
Or, pour tout x € R, cos(r — x) = — cos(x).

T
Pour x = E on obtient :

Démontrer que :

5
Ona:
(%)
cos 5
21
= COoS (2 X ?>

= ZCOSZ(Z—H) -1
5
= 2[cos (2 )] ~1

= 2[2cos? () ~1] -1
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=2 (4 cos* (g) — 4 cos? (g) (0 + (1)2) -1
4 T 2 T

= 8cos (g)—Bcos (§)+2—1

= 8 cos* (g) — 8 cos? (g) +1

cos (4?”) =8cos* (g) — 8 cos? (g) +1

8 cos* (%) — 8 cos? (%) + cos (%) +1=0 (**)

On a vu que cos (4?”) + cos (g) = 0, donc en remplagant cos (4?”) par son

On a donc bien :

En déduire que :

expression donnée par (**), on obtient :

8 cos* (g) — 8 cos? (%) + 1+ cos (%) =0
8 cos* (g) — 8 cos? (%) + cos (g) +1=0

Dans toute la suite on pose, pour tout réel x : P(x) = 8x* — 8x% + x + 1.

4. a. Vérifierque P(—1) =P (%) =0.
Ona:

P(-1)=8(-1)*-8(-1)*+(-1)+1=8-8-1+1=0

2)=°\2) ~°\g) TG/t tEo Tt
1

1
=-—2+-+1=2-2=0
2 2

: _p(1) _
On adoncbien:P(—-1)=P (2) =0.
b. En déduire qu’il existe des réels a, b et c tels que pour tout réel x :
2 1 1 2
P(x) = (x +Ex_i) (ax* + bx+c)
P(—1) = 0 donc P(x) est factorisable par (x — (—1)) i.e. (x + 1),
P G) = 0 donc P(x) est factorisable par (x — %)

On en déduit que P(x) est factorisable par (x + 1) (x — %)

Or,ona:

(+1)( 1)_ . 1 4 1_ 2+1 1
X X 2—x 2x X 2—x 2x >

P(x), qui est de degré 4, est factorisable par x* + %x - % qui est de degré

2 donc il existe Q du second degré tel que

, 1 1
PG) = (x"+5x=2)Qx)
Q étant du second degré on en déduit qu’il existe trois constantes réelles
a, b et c telles que Q(x) = ax* + bx + ¢, donc telles que :

1 1
Vx € R,P(x) = (x? + SX= E)(ax2 + bx +¢)
Déterminer a, b et c.
Le terme de plus haute degré de P(x) est 8x* et celui du membre de
droite est ax* donca = 8.

. . 1
le terme constant de P(x) est 1 et celui du membre de droite est -3¢

1 .
donc —5Cc= 1 autrementditc = -2 X 1 = —2.

On a donc pour tout réel x :

1 1
P(x) = (xz +ox - E) (8x2 + bx — 2)
Enfin le terme en x3 de P(x) est 0x3 et celui du membre de droite est
(b + 4)x3 donc b + 4 = 0 autrement dit b = —4.

Onendéduitque:a =8,b = —4 et ¢ = —2 autrement dit :

1 1
Vx € R P(x) = (xz +ox _E> (8x2% —4x — 2)
Résoudre dans R I'équation P(x) = 0.

_ 2,1 1 2 _ v —9) —
P(x)—O(:(x +5x 2)(8x 4x—-2)=0
(:>x2+%x—%=00u8x2—4x—2 =0
Les solutions de x* + %x —% = 0sont (—1) et %
8x*—4x—2=024x*-2x—1)=04x2-2x—-1=0
4x? — 2x — lestdelaformeax® + bx + caveca = 4,b = —2etc = —1
de discriminant A = b%? — 4ac = (—2)? — 4(4)(—1) = 4 + 16 = 20.
A > 0 doncil y a deux racines réelles distinctes.
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VA=+20=V4x5=vV4xV5=25
—b—VA +2-2V5 2(1-+5) 1-+5

T T T2 2x4 4
_—b+VA +242V5 2(1++V5) 1++5
2T T T2 2x4 4
L’équation P(x) = 0 admet donc quatre solutions réelles distinctes :
11-V/5 1+V5
-1, -, et .
2 4 4

. . 7. e ™
b. Par lecture graphique sur le cercle trigonométrique, comparer cos (E)

1 . .
et 2 puis déterminer la valeur exacte de cos (%)
On a démontré que a la question 3. que :

8 cos* (g) — 8 cos? (g) + cos (g) +1=0 (%)

ce qui s’écrit aussi, avec la définition du polynéme P :

T
P (cos (g)) =0
autrement dit cos (g) est I'une des solutions réelles de P(x) = 0.

Or, par lecture graphique sur le cercle trigonométrique on « voit » que

cos (E) 1 1+V/5

- > 0 et la seule racine de P strictement supérieure a E est

donc:

(T[) 1 + \/g
cos|—=) =

5 4
« Vérification » a la calculatrice

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

-----------------------------------------------------
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