X i\/1i = 05. Fonction exponentielle

L'indication [NPA] signifie ne pas apprendre : la propriété ne présente un
intérét que pour la progression adoptée dans ce cours.

1. Propriétés caractéristigues et conséguences

2.

Propriété P1 admise [NPA]
Si f et u sont dérivables sur R, alors la fonction f o u : x & f(u(x))
est dérivable sur R et sa fonction dérivée est x — f'(u(x)) x u'(x) :

(fou) = (f' ou) X u'.On pourra retenir : (f(u))’ =f'(u) xu'

Propriété P2 admise [NPA]

Si f est une fonction dérivable sur R et a dérivée nulle sur R,
alors f est une fonction constante sur R :

il existe une constante ¢ € R telle que, pour tout x € R, f(x) = c.

Propriété P3 d’existence admis [NPA]
Il existe une fonction f dérivable sur R, égale a sa fonction dérivée
etquiprendlavaleurlen0:Vx € R, f'(x) = f(x) et f(0) = 1.

Formules [NPA] [1.1]
Soit f dérivable sur R, égale a sa fonction dérivée et qui prend la valeur

lenO0.Alors: e f(X) X f(—x) =1 eof(x)#0 o f(—x) :)%

Propriété d’unicité [1.2]
Il existe une unique fonction f dérivable sur R, égale a sa fonction
dérivée et qui prend la valeur 1 en 0.

Notation exp

Définition

L'unique fonction dérivable sur R, égale a sa fonction dérivée et qui
prend la valeur 1 en 0, s’appelle la fonction exponentielle, et elle se
note exp, donc : exp(0) = 1 et Vx € R, exp'(x) = exp(x).
Propriété [NPA] [2.1]

Pour tout x € R, exp(x) # 0 et pourtout x € R: exp(—x) =

exp(x)

3.

Formules [NPA] [2.2]
exp(x)
exp(y)

Vx,y € R, exp(x +y) = exp(x) X exp(y) etexp(x —y) =

Formules [NPA] [2.3]
Pourtoutx € Rettoutn € R:

« exp(2x) = (exp(x))® « exp(3x) = (exp(x))*
1
e exp(nx) = (exp(x))" eexp (E x) =,/ exp(x)

Définition

Le nombre d’Euler e est I'image de 1 par la fonction exponentielle :
e @ exp(l) et e = 2,718.

Pour toutn € N, exp(n) = exp(1 x n) = (exp(1))" = e™.

En posant, pour tout x € R, e* = exp(x), les formules précédentes
montrent que e* obéit aux régles de calculs sur les exposants.

Etude de la fonction exponentielle x — e*

Formule [3.1]
Pourx,y € Rettoutn€Z,ona:

» (e*) =e* >e*>0
1
> (ex)z = 2% > (ex)n = e™r b e = ;
e* 1
> e* x e¥ =e*tY szex‘y > er = eZ*
1
»e=1 Pel=e~2718 P+e= e2

Formules de dérivation [3.2]

Si u est une fonction dérivable sur R, alors x — et est dérivable
sur R, de fonction dérivée : x = u'(x)e*® (conséquence de P1).

Si a et b sont deux constantes réelles, alors la fonction x +— e®**?

est dérivable sur R, de fonction dérivée x - a e®**P,

On pourra retenir :

> (eu)r = u'et > (eax+b)' — aeax+b > (e—x)r = _—e ¥
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Sens de variation [3.3]
P La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

Courbe représentative

-
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Dans un repéere orthogonal, la courbe représentative de la fonction
exponentielle est située strictement au-dessus de I’axe des abscisses.

Propriété [3.4]
Pourtous a,b € R, on a I'équivalence :
Pet=eloa=b>b

Propriété de compatibilité avec les relations d’ordre [3.5]
Pourtous a,b € R, on a les équivalences :
Pet<eleoa<h Pet>eloa>h
Pet<elesagh Pet>eloazh

Propriété [3.6]
Soit a € R une constante et (u,,) définie par:vn € Nyu, =e
Alors la suite (u,) est géométrique, de raison e®.

an

Démonstrations de cours

Démonstration de NPA [1.1] [1.2]
Soit f une fonction vérifiant, pourtoutx € R: f'(x) = f(x) et f(0) = 1.

Objectif
Démontrer : Vx ER, f(x) X f(—x) =1etf(x) #0et f(—x) = ]%

Soit p la fonction définie sur R par p(x) = f(x) X f(—x).

1. Justifier que, pourtoutx € R: (f(—x))' = —f'(—x).
2. En déduire que, pour toutx € R:p'(x) = 0.
3. Démontrer que, pourtoutx € R: f(x) X f(—x) = 1.

1
En déduire que, pourtout x E R: f(x) # 0 et f(—x) = % .
4. Soit g une fonction dérivable sur R et prenant la valeur 1 en 0,
: e g(x)
et h la fonction définie sur R par: h(x) ==——.
f(x)

Montrer que, pour tout x € R: h'(x) = 0, puis, pour tout x € R :
g(x) = f(x). Existe-t-il plusieurs fonctions dérivables sur R, égales a
leur fonction dérivée et prenant la valeur 1en 0?

m Démonstration de [2.2]

Objectif Démontrer que :
exp(x)
Vx,y € R exp(x +y) = exp(x) X exp(y) etexp(x —y) = ()
. e exp(x+b)
Soit b une constante, g définie sur Rpar: g(x) =———
exp(x)

1. Démontrer que, pourtoutx € R: g'(x) = 0.
En déduire que, pour tout x € R : exp(x + b) = exp(x) X exp(b).
Ecrire I’égalité précédente en remplacant b par y € R, conclure.

2. Soientx,y € R.

En calculant de deux maniéres différentes exp(x — y) X exp(y),
exp(x)
exp(y)

montrer que : exp(x — y) =
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m Démonstration de [NPA] [2.3]

Soit x € R. En remarquant que 2x = x + x, 3x = 2x + x et enfin que

1 1
Ex + Ex = x, démontrer que :

exp(2x) = (exp(x))?, exp(3x) = (exp(x))3 et exp (%x) = Jexp(x).
m Démonstration de [3.3]

Objectif
Justifier que la fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e*. Calculer f'(x), en étudier
le signe, en déduire les variations de f.

m Démonstration du premier point de [3.4]
Objectif Démontrer que I'on a I’équivalence : e% = e? & a = b.

Soient a et b deux réels tels que e® = e?.

Trois cas seulement peuvent se présenter:a < b,a =b,a > b.

1. Onsupposequea < b.
En utilisant le sens de variation de la fonction exponentielle, aboutir a
une contradiction.
Conclusion : il est impossible que a < b.

2. Onsuppose que a > b. En utilisant le sens de variation de la fonction
exponentielle, obtenir une contradiction.
Conclusion : il est impossible que a > b.

3. Conclure.

On a démontré I'implication : e* = e? = a = b. L'implication réciproque
est triviale.
m Démonstration de [3.6]

Soit a € R une constante et (u,) la suite définie par:Vn € N,u,, = e
Démontrer que la suite (u,,) est géométrique, de raison e.

an

Activités élémentaires

Simplifier :

A=e?xe™?! B=<e%>3xe_1 C=\/E><e% D=e—:#
rép:A=e,B=1,C=e%D =¢"

m Soit x € R, simplifier :
eix—1 e2Xx=3 w p~3x+4

E =+e? F=e"1xe* G=—= H= —
e e—
rép:E=eXF=e? 1, G=e3"2 H=1

m Pourtout x € R, f(x) = e3**1, g(x) = e®* et h(x) = e~ 2¥*5,
Calculer f'(x), g'(x) et h'(x).

Activités plus intéressantes

M Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = xe* + 1.

1. Calculer f'(x).

2. Déterminer I'équation réduite de la tangente T a Cy au point d’abscisse
nulle.

3. Etudier le signe de f'(x), en déduire le tableau de variation de f.

m Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = x%e*.

1. Calculer f'(x).

2. Etudier le signe de f'(x), en déduire le tableau de variation de f.
m Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = x%e™*.

1. Calculer f'(x).

2. Etudier le signe de f'(x), en déduire le tableau de variation de f.

Résoudre dans R chacune des équations :

1. e*3 =1 2.e¥xeMl=¢ 3.e*=-3 4.e**+1=2e"
rép:1.{—3} 2.{0} 3.0 4.{0}
Résoudre dans R I'équation : e*(e* + 4) = 5. rép : {0}

IXE Résoudre dans R: 1. e* —2xe* =0 2. xe* —e**1 =0

rep:1.{3} 2.4
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Résoudre:1.e ™% < e¥2.e¥3 > 1
rép:1.]1;+o0[ 2.[3;+0[

Dresser le tableau de signes de chacune des expressions suivantes
définiessurR: A(x) =e™*+5 B(x)=—-e*—2 C(x)=e3*—e*1
rép : A(x) est toujours strict . positif ; B(x) est toujours strict. négatif;

1
Cx)—0+,x= -3

Dresser le tableau de signes de D(x) = e 2% — 2e™* + 1.
rép:D(x)est+0+,x=0

Soit f définie sur Rpar: f(x) = xe* + ax + 1, ou a est une
constante réelle provisoirement inconnue. On note Cr sa courbe
représentative dans un repére orthogonal du plan.

Déterminer a sachant que la tangente T a Cr au point d’abscisse nulle
admet pour coefficient directeur 4. rép:a=3

Soit f la fonction définie sur R par :
e —1
X =
) e*+1
On note C la courbe représentative de f dans un repére orthogonal du
plan.

1. Démontrer que f est une fonction impaire.
Que peut-on en déduire pour la courbe C ?

2. Calculer f'(x).

3. Etudier les variations de f sur R.

Soit f' la fonction définie sur R par: f(x) = e¥, Cy la courbe
représentative de f dans un repere orthogonal du plan et T la tangente a
Cr au point d’abscisse nulle. Etudier la position relative de CretT.

Pour tout réel x on pose : f(x) = e** et g(x) = e3*.
Etudier les positions relatives de leurs courbes représentatives dans un
méme repére orthogonal du plan.

Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = (x — 2)e”.

Y On donne ci-contre I'allure de la représentation
A, graphique I' de f dans un repére orthonormé
du plan.
On précise que :
- les points A, B et C appartiennenta I’
B - I'ordonnée de A est nulle
- I’abscisse de B est nulle
¢ - en C la tangente est parallele a I’axe des abscisses.

1. Déterminer les coordonnées de A, B et C.
Calculer AB et AC.
3. [sans calculatrice] On admet que V7 ~ 2,65, arrondie au centiéme.

En raisonnant par I'absurde, démontrer que le triangle ABC n’est pas
isocele en A.

N
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m 2. Rappelonsque:A(2;0),B(0; —=2),C(1; —e).

Vx € R, F(x) = (x — 2)e* v ] Le repéere est orthonormé donc on peut appliquer la formule de Ia

I 5 A Betl . . A, distance :
— les points A, B et C appartiennent a
— I'ordonnée de A est nulle AB = (x5 = xa)* + (5 —y)? =V (0-2)* + (-2~ 0)* = V4 +4
— I'abscisse de B est nulle \ =8
— en C la tangente est paralléle a I'axe des abscisses B AC = (x¢c —x2)? + (e —ya)? =y (1 = 2)? + (—e — 0)?

(‘
=41+e2

1. Déterminer les coordonnées de 4, B et C.

e Coordonnées de A Résumons : AB = V8 et AC = V1 + e2.

A €Tl &y, = f(xy).Or, Aappartient a I'axe des abscisses,

donc son ordonnée est nulle : y, = 0; onadonc 0 = f(x,)

par conséquent x, est solution de I'équation f(x) = 0, qui s’écrit :
(x—-2)xe*=0ex—-2=00ue*=0

3. Onadmet que V7 =~ 2,65 arrondi au centiéme.
Raisonnons par I'absurde en supposant que le triangle ABC est

isocele en A4, alors AB = AC qui s’écrit aussi : V8 =1 + €2,

Or, pour tout réel x, onae* # 0,doncx —2 =0, puisx = 2. d’ou : (\/§)2 =(V1+ 62)2, c’est-a-dire : e + 1 = 8 qui équivaut
Finalement: A(2;0). 3e?=7,dolue =7, e~ 272etV7 ~ 2,65 arrondis au centieme,

e Coordonnées de B et comme ils sont différents il y a contradiction, par conséquent on doit
B €T © yg = f(xg). Or, B appartient a I'axe des ordonnées, rejeter I’hypothése selon laquelle le triangle ABC est isocéle en A.
donc son abscisse est nulle : xz = 0, on a donc Finalement : le triangle ABC n’est pas isocéle en A.

yp=f(0)=(0-2)xe'=-2x1=-2

Finalement : B(0; —2).

e Coordonnées de C
En C il y a une tangente paralléle a I'axe des abscisses donc x est
solution de I'équation f'(x) =0;o0na: f(x) = (x —2) X e* et
(e*)' = e*, par application de formule de la dérivée d’un produit on
obtient :
ffx)=(x—-2) xe*+(e®)' x(x—-2)=1xe*+e*x (x—2)
=e*[1+(x—2)]=((x—-1)e*
Résumons:Vx € R, f'(x) = (x — 1)e*.

L’équation f'(x) = 0 s’écrit donc : (x — 1)e* = 0 qui est équivalent
ax—1=0 oue*=0;or, pourtoutréel xonae* # 0,
doncx — 1 = 0, soit finalement x = 1 :0onadoncx, = 1.
Or,C €Tdoncy, = f(xc) =f(1)=(1-2)xel =—e.

Finalement: C(1; —e).
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