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ME  Arithmétique  Activités            Thiaude P. 

Nombres complexes II 
 

ܦ  Une suite de nombres complexes est une fonction de ℕ dans ℂ. 
⇔ est arithmétique (௡ݖ) • ݎ∃ ∈ ℂ tel que : ∀݊ ∈ ℕ, ௡ାଵݖ = ௡ݖ +  ݎ
on a alors :  

∀݊ ∈ ℕ, ݌∀ ∈ ℕ, ࢔ࢠ = ࢖ࢠ + ࢔) − (࢖ × ࢘ 

∀݊ ∈ ℕ, ૙ࢠ + ⋯+ ࢔ࢠ =
૙ࢠ) + (࢔ࢠ × ࢔) + ૚)

૛
 

⇔ est géométrique (௡ݖ) • ݍ∃ ∈ ℂ tel que : ∀݊ ∈ ℕ, ௡ାଵݖ = ݍ ×  ௡ݖ
on a alors :   

∀݊ ∈ ℕ, ݌∀ ∈ ℕ, ௡ݖ = ௣ݖ ×  ௡ି௣ݍ

et si ݍ ≠ 1 ∶ ∀݊ ∈ ℕ, ଴ݖ + ⋯+ ௡ݖ = ଴ݖ ×
1 − ௡ାଵݍ

1 − ݍ
 

 

݅  Déterminer la nature d’une suite c’est dire si elle est arithmétique, 
ou géométrique, ou bien ni l’un ni l’autre. 
 
C01 On pose ݖ଴ = 0 et pour tout ݊ ∈ ℕ, ݖ௡ାଵ = ௡ݖ݅ + 1.  
 

1. Calculer ݖଵ et ݖଶ puis indiquerla nature de (ݖ௡). 
2. Déterminer ܽ ∈ ℂ tel que : ܽ = ݅ܽ + 1. 
3. Pour tout ݊ ∈ ℕ on pose : ݒ௡ = ௡ݖ − ܽ où ܽ est déterminé à la 

question précédente. 
a.  Calculer ݒ଴. 
b.  Montrer que (ݒ௡) est géométrique et préciser sa raison. 
c.  Exprimer ݒ௡ en fonction de ݊. 

4. Déduire des questions précédentes que : 

∀݊ ∈ ℕ, ௡ݖ = ൬
1
2

+
1
2
݅൰ (1 − ݅௡) 

5. Déterminer ݖ௡ suivant les valeurs de ݊. 
 

ܦ  Le plan complexe est le plan muni d’un repère orthonormé  
(ܱ; ݁ଵሬሬሬ⃗ , ݁ଶሬሬሬ⃗ ) tel que (݁ଵሬሬሬ⃗ , ݁ଶሬሬሬ⃗ ) = + 

గ
ଶ

 . 
Le point ܯ a pour affixe le complexe ݔ + ݔ , ݕ݅ ∈ ℝ et ݕ ∈ ℝ 
ௗé௙
ሯሰ ݔ)ܯ; ;ܱ) dans (ݕ ݁ଵሬሬሬ⃗ , ݁ଶሬሬሬ⃗ ), on écrit : ݖெ = ݔ + ݔ)ܯ ou ,ݕ݅ +  .(ݕ݅
Le vecteur ݑሬ⃗  a pour affixe le complexe ݔ + ݔ ,ݕ݅ ∈ ℝ  et ݕ ∈ ℝ  
ௗé௙
ሯሰ ݑሬ⃗ ቀ

ݔ
;ܱ) ቁ dansݕ ݁ଵሬሬሬ⃗ , ݁ଶሬሬሬ⃗ ), on écrit : ݖ௨ሬሬ⃗ = ݔ + ሬ⃗ݑ ou ݕ݅ ݔ) +  .(ݕ݅

Pour ݔ et ݕ réels on a les équivalences : 

;࢞)ࡹ              ࢟) ⇔ ࡹࢠ = ࢞ + et   ሬ࢛ሬ⃗   ࢟࢏ ቀ
࢞
࢟ቁ ⇔ ሬ࢛ሬ⃗ࢠ = ࢞ +  ࢟࢏

݅  À un point on peut associer un complexe et un seul, à un complexe 
on peut associer un point et un seul. 
À un vecteur on peut associer un complexe et un seul, à un complexe 
on peut associer un vecteur et un seul. 
 

ܲ  Soient ݑሬ⃗  et ⃗ݒ deux vecteurs et ߣ un réel, alors : 

• ሬ࢛ሬ⃗ࢠ ାሬ࢜ሬ⃗ = ሬ࢛ሬ⃗ࢠ + ሬ࢜ሬ⃗ࢠ    • ሬ࢛ሬ⃗ࢠ ିሬ࢜ሬ⃗ = ሬ࢛ሬ⃗ࢠ − ሬ࢜ሬ⃗ࢠ   • ሬ࢛ሬ⃗ࣅࢠ = ሬ࢛ሬ⃗ࢠࣅ ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭ࢠ •    = ࡮ࢠ −  ࡭ࢠ

ࡵࢠ si et seulement si [ܤܣ] est le milieu de ܫ • = 
࡮ࢠା࡭ࢠ
૛

  
 

 
C02 Justifier les cinq formules précédentes. 
 

C03 Soit ܦܥܤܣ est un parallélogramme tel que ݖ஺ = 1 + ஻ݖ ,2݅ = 2 
et ݖ஼ = 6 + ݅ : déterminer l’affixe de ܦ. 
 

C04 ܩ est le centre de gravité d’un triangle ܥܤܣ, démontrer que :  
 

ீݖ =
஺ݖ + ஻ݖ + ஼ݖ

3
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C01 On pose ݖ଴ = 0 et pour tout ݊ ∈ ℕ, ݖ௡ାଵ = ௡ݖ݅ + 1.  
1. Calculer ࢠ૚ et ࢠ૛ puis indiquerla nature de (࢔ࢠ). 

ଵݖ = ଴ݖ݅ + 1 = ݅(0) + 1 = 1 
ଶݖ = ଵݖ݅ + 1 = ݅(1) + 1 = ݅ + 1 

Supposons (ݖ௡) géométrique de raison ݍ ∈ ℂ, on aurait : 
ଵݖ =  ଴ݖݍ
c’est-à-dire : 1 = ݍ × 0 autremen dit 1 = 0 ce qui est faux, donc il 
faut rejeter la supposition (ݖ௡) est géométrique. 
D’autre part : ݖଶ − ଵݖ = ݅ + 1 − 1 = ݅ et ݖଵ − ଴ݖ = 1 − 0 = 0. 
On constate que ݖଶ − ଵݖ ≠ ଵݖ −  n’est pas (௡ݖ) ଴ doncݖ
arithmétique. 
Conclusion : (ݖ௡) n’est ni arithémtique, ni géométrique.  
 

2. Déterminer ࢇ ∈ ℂ tel que : ࢇ = ࢇ࢏ + ૚. 

ܽ = ݅ܽ + 1 ⇔ ܽ − ݅ܽ = 1 ⇔ ܽ(1 − ݅) = 1 ⇔ ܽ =
1

1 − ݅
⇔ ܽ

=
1 × (1 + ݅)

1ଶ + 1ଶ
  

⇔ ܽ =
1 + ݅

2
⇔ ܽ =

1
2

+
1
2
݅ 

 

3.  ∀݊ ∈ ℕ, ௡ݒ = ௡ݖ − ଵ
ଶ
 − ଵ

ଶ
 ݅ 

a.  Calcul de ࢜૙ 
଴ݒ   = ଴ݖ − ቀଵ

ଶ
+ ଵ

ଶ
݅ቁ = 0 − ଵ

ଶ
− ଵ

ଶ
݅ = − ଵ

ଶ
− ଵ

ଶ
݅ 

 

b.  Montrer que (࢜࢔) est géométrique et préciser sa raison. 
  Pour tout ݊ ∈ ℕ, on a : 

௡ାଵݒ = ௡ାଵݖ − ܽ = ௡ݖ݅ + 1 −
1
2
−

1
2
݅ = ௡ݖ݅ +

1
2
−

1
2
݅ 

= ݅ ቌݖ௡ +
1
2 −

1
2 ݅
݅

ቍ = ݅ ቌݖ௡ +
ቀ1

2 −
1
2 ݅ቁ × ݅

݅ଶ
ቍ

= ݅ ቆݖ௡ − ൬
1
2
݅ −

1
2
݅ଶ൰ቇ 

= ݅ ቆݖ௡ − ൬
1
2
݅ +

1
2
൰ቇ = ݅ ൬ݖ௡ −

1
2
݅ −

1
2
൰ = ݅ ൬ݖ௡ −

1
2
−

1
2
݅൰ 

= ݅ ×  ௡ݒ
 

 Pour tout ݊ ∈ ℕ, ௡ାଵݒ =   (௡ݒ) ௡ et ݅ est une constante doncݒ݅
  est géométrique de raison ݅. 
 

  Autre méthode 
  Pour tout ݊ ∈ ℕ, ݒ௡ାଵ = ௡ାଵݖ − ܽ = ௡ݖ݅ + 1 − ܽ 
  Or, ܽ = ݅ܽ + 1 ⇔ 1 − ܽ = −݅ܽ, donc : 

௡ݖ݅ + 1 − ܽ = ௡ݖ݅ − ݅ܽ = ௡ݖ)݅ − ܽ) =  ௡ݒ݅
  On a donc : ∀݊ ∈ ℕ, ௡ାଵݒ =  .௡ etcݒ݅
 

c.  ࢜࢔ en fonction de ࢔ 
  Pour tout ݊ ∈ ℕ, ௡ݒ = ଴ݒ × ௡ݍ = ቀ− ଵ

ଶ
− ଵ

ଶ
݅ቁ ݅௡ 

 

 ࢔ en fonction de ࢔ࢠ .4

௡ݖ = ௡ݒ +
1
2

+
1
2
݅ = ൬−

1
2
−

1
2
݅൰ ݅௡ +

1
2

+
1
2
݅ 

= −൬
1
2

+
1
2
݅൰ ݅௡ +

1
2

+
1
2
݅ 

= −൬
1
2

+
1
2
݅൰ ݅௡ + ൬

1
2

+
1
2
݅൰ × 1 

= ൬
1
2

+
1
2
݅൰ (−݅௡ + 1) 

 

Finalement : 

∀݊ ∈ ℕ, ௡ݖ = ൬
1
2

+
1
2
݅൰ (1 − ݅௡) 

 

 ࢔ suivant le reste modulo ૝ de ࢔ࢠ .5
Par disjonction de cas suivant le reste modulo 4 de ݊ : 
• si ݊ ≡ 0 [4], il existe ݇ ∈ ℕ tel que ݊ = 4݇ et on a alors : 

݅௡ = ݅ସ௞ = (݅ଶ)ଶ௞ = (−1)ଶ௞ = 1 

௡ݖ = ൬
1
2

+
1
2
݅൰ (1 − ݅ସ௞) = ൬

1
2

+
1
2
݅൰ (1 − 1) = 0 
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• si ݊ ≡ 1 [4], il existe ݇ ∈ ℕ tel que : ݊ = 4݇ + 1 et on a alors : 
݅௡ = ݅ସ௞ାଵ = ݅ସ௞ × ݅ = 1 × ݅ = ݅ 

௡ݖ = ൬
1
2

+
1
2
݅൰ (1 − ݅ସ௞ାଵ) = ൬

1
2

+
1
2
݅൰ (1 − ݅) 

=
1
2

(1 + ݅)(1 − ݅) =
1
2

(1ଶ − ݅ଶ) =
1
2

(1 + 1) = 1 
 

• si ݊ ≡ 2 [4], il existe ݇ ∈ ℕ tel que : ݊ = 4݇ + 2 et on a alors : 
݅௡ = ݅ସ௞ାଶ = ݅ସ௞ × ݅ଶ = 1 × (−1) = −1 

௡ݖ = ൬
1
2

+
1
2
݅൰ (1 − ݅ସ௞ାଶ) = ൬

1
2

+
1
2
݅൰ ൫1 − (−1)൯  

= ൬
1
2

+
1
2
݅൰ × 2 = 1 + ݅ 

 

• si ݊ ≡ 3 [4], il existe ݇ ∈ ℕ tel que : ݊ = 4݇ + 3 et on a alors : 
݅௡ = ݅ସ௞ାଷ = ݅ସ௞ × ݅ଶ × ݅ = 1 × (−1) × ݅ = −݅ 

௡ݖ = ൬
1
2

+
1
2
݅൰ (1 − ݅ସ௞ାଷ) = ൬

1
2

+
1
2
݅൰ (1 − (−݅)) 

=
1
2

(1 + ݅)(1 + ݅) =
1
2

(1 + 2݅ + ݅ଶ) =
1
2

(1 + 2݅ − 1) = ݅ 
  

Conclusion : 
prend les valeurs : ૙, ૚, ૚ ࢔ࢠ +   lorsque les restes modulo ૝ ࢏ et ࢏
de ࢔ sont respectievement égaux à ૙, ૚, ૛ et ૜.  
 

ܦ  Le plan complexe est le plan muni d’un repère orthonormé  
(ܱ; ݁ଵሬሬሬ⃗ , ݁ଶሬሬሬ⃗ ) tel que (݁ଵሬሬሬ⃗ , ݁ଶሬሬሬ⃗ ) = + 

గ
ଶ

 . 
Le point ܯ a pour affixe le complexe ݔ + ݔ , ݕ݅ ∈ ℝ et ݕ ∈ ℝ 
ௗé௙
ሯሰ ݔ)ܯ; ;ܱ) dans (ݕ ݁ଵሬሬሬ⃗ , ݁ଶሬሬሬ⃗ ), on écrit : ݖெ = ݔ + ݔ)ܯ ou ,ݕ݅ +  .(ݕ݅
Le vecteur ݑሬ⃗  a pour affixe le complexe ݔ + ݔ ,ݕ݅ ∈ ℝ  et ݕ ∈ ℝ  
ௗé௙
ሯሰ ݑሬ⃗ ቀ

ݔ
;ܱ) ቁ dansݕ ݁ଵሬሬሬ⃗ , ݁ଶሬሬሬ⃗ ), on écrit : ݖ௨ሬሬ⃗ = ݔ + ሬ⃗ݑ ou ݕ݅ ݔ) +  .(ݕ݅

Pour ݔ et ݕ réels on a les équivalences : 

;࢞)ࡹ              ࢟) ⇔ ࡹࢠ = ࢞ + et   ሬ࢛ሬ⃗   ࢟࢏ ቀ
࢞
࢟ቁ ⇔ ሬ࢛ሬ⃗ࢠ = ࢞ +  ࢟࢏

݅  À un point on peut associer un complexe et un seul, à un complexe 
on peut associer un point et un seul. 
À un vecteur on peut associer un complexe et un seul, à un complexe 
on peut associer un vecteur et un seul. 
 

ܲ  Soient ݑሬ⃗  et ⃗ݒ deux vecteurs et ߣ un réel, alors : 

• ሬ࢛ሬ⃗ࢠ ାሬ࢜ሬ⃗ = ሬ࢛ሬ⃗ࢠ + ሬ࢜ሬ⃗ࢠ    • ሬ࢛ሬ⃗ࢠ ିሬ࢜ሬ⃗ = ሬ࢛ሬ⃗ࢠ − ሬ࢜ሬ⃗ࢠ   • ሬ࢛ሬ⃗ࣅࢠ = ሬ࢛ሬ⃗ࢠࣅ ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭ࢠ •    = ࡮ࢠ −  ࡭ࢠ

ࡵࢠ si et seulement si [ܤܣ] est le milieu de ܫ • = 
࡮ࢠା࡭ࢠ
૛

  
 

 
C02 Démontrer les cinq formules précédentes. 

ሬ⃗ݑ ቀ
ݔ
ݒ⃗ ቁ etݕ ൬ݕ′ݔ′൰ où ݔ ,ݕ ,ݔ′ et ݕ′ sont réels, on a : ݑሬ⃗ + ݒ⃗ ൬ݔ + ′ݔ

ݕ +   ൰′ݕ

donc :  
௨ሬሬ⃗ݖ ା௩ሬ⃗ = ݔ + ᇱݔ + ݕ)݅ + (′ݕ = ݔ + ᇱݔ + ݕ݅ + ᇱݕ݅ = ݔ + ݕ݅ + ᇱݔ +  ′ݕ݅

Or, ݖ௨ሬሬ⃗ = ݔ + ௩ሬ⃗ݖ et ݕ݅ = ᇱݔ + ௨ሬሬ⃗ݖ : donc ,′ݕ݅ ା௩ሬ⃗ = ௨ሬሬ⃗ݖ + ௩ሬ⃗ݖ . 
Notons ݔ)ܣ஺; ;஻ݔ)ܤ ஺) etݕ ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ஻), alorsݕ ቀ

஻ݔ − ஺ݔ
஻ݕ −  : ஺ቁ autrement ditݕ

஺஻ሬሬሬሬሬ⃗ݖ = ஻ݔ − ஺ݔ + ஻ݕ)݅ − (஺ݕ = ஻ݔ − ஺ݔ + ஻ݕ݅ −  ஺ݕ݅
= ஻ݔ + ஻ݕ݅ − ஺ݔ) + (஺ݕ݅ = ஻ݖ −  ஺ݖ
 

On a donc : ݖ஺஻ሬሬሬሬሬ⃗ = ஻ݖ −  .஺ݖ
Soit ܫ le milieu de [ܤܣ], on  a : ܫܣሬሬሬሬ⃗ + ሬሬሬሬ⃗ܫܤ = 0ሬ⃗ , donc : 

஺ூሬሬሬሬ⃗ݖ + ஻ூሬሬሬሬ⃗ݖ = ଴ሬሬ⃗ݖ ⇔ ூݖ − ஺ݖ + ூݖ − ஻ݖ = 0 ⇔ ூݖ2 = ஺ݖ +  ஻ݖ

⇔ ூݖ =
஺ݖ + ஻ݖ

2
 

 

C03 Soit ࡰ࡯࡮࡭ est un parallélogramme tel que ࡭ࢠ = ૚ + ૛࢏, 
࡮ࢠ = ૛ et ࡯ࢠ = ૟ +  .ࡰ déterminer l’affixe de : ࢏
 

  : est un parallélogramme donc ܦܥܤܣ
ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ = ሬሬሬሬሬ⃗ܥܦ  ⇔ ஺஻ሬሬሬሬሬ⃗ݖ = ஽஼ሬሬሬሬሬ⃗ݖ ⇔ ஻ݖ − ஺ݖ = ஼ݖ − ஽ݖ ⇔ ஽ݖ = ஼ݖ − ஻ݖ +  ஺ݖ
஽ݖ = 6 + ݅ − 2 + 1 + 2݅ ⇔ ࡰࢠ = ૞ + ૜࢏ 
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C04 ࡳ est le centre de gravité d’un triangle ࡯࡮࡭, démontrer que :  
 

ࡳࢠ =
࡭ࢠ + ࡮ࢠ + ࡯ࢠ

૜
 

 

ܥܤܣ est le centre de grvité du triangle ܩ  donc :  
 

ሬሬሬሬሬ⃗ܣܩ + ሬሬሬሬሬ⃗ܤܩ + ሬሬሬሬሬ⃗ܥܩ = 0ሬ⃗ ⇔ ஺ሬሬሬሬሬ⃗ீݖ + ஻ሬሬሬሬሬ⃗ீݖ + ஼ሬሬሬሬሬ⃗ீݖ = ଴ሬሬ⃗ݖ  
⇔ ஺ݖ − ீݖ + ஻ݖ − ீݖ + ஼ݖ − ீݖ = 0 

⇔ ஺ݖ + ஻ݖ + ஼ݖ = ீݖ3 ⇔
஺ݖ + ஻ݖ + ஼ݖ

3
=  ீݖ

 

On a donc bien :  

ࡳࢠ =
࡭ࢠ + ࡮ࢠ + ࡯ࢠ

૜
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ܦ  Soit ݖ ∈ ℂ et (ݖ)ܯ, le module de ݖ, noté |ݖ|, est la distance ܱܯ : 
|ࢠ| ≝  ࡹࡻ

 

݅  si ݖ ∈ ℝ, alors le module de ݖ et la valeur absolue de ݖ coincident. 
 

ܲ  On a l’équivalence : |ࢠ| = ૙ ⇔ ࢠ = ૙. 
 

ܨ  quelques formules  
• si ݖ = ݔ + |ࢠ| : réels, alors ݕ et ݔ ,ݕ݅ = ඥ࢞૛ + ࢟૛ 
 

ݖ∀ • ∈ ℂ, on a : |ࢠ| = |ࢠ−| =  |തࢠ|
 

ݖ∀ • ∈ ℂ, on a : ࢠ × തࢠ =  ૛|ࢠ|
 

ݖ∀ • ∈ ℂ ∖ {0}, on a : 
૚
ࢠ

=
തࢠ

 ૛|ࢠ|
 

 
C05 Démontrer les formules précédentes. 
 

ܨ  Pour tous points ܣ et ܤ, on a : |ݖ஻ − |஺ݖ =  .ܤܣ
 

 
C06 Démontrer la formule précédente. 
 

C07 Déterminer l’ensemble des points (ݖ)ܯ dans chacun des cas 
suivantes :  
ݖ|  .1 + 3݅| = ݖ|  .2    5 − 5 − 4݅| = ݖ| + 1 − ݖ| .3   |2݅ ̅− 1 + 5݅| = 2 
 

ܨ ݖ∀  ∈ ℂ, ∀ݖᇱ ∈ ℂ et ∀݊ ∈ ℕ, on a : 
ࢠ| •       × |ᇱࢠ = |ࢠ| × |࢔ࢠ| •   |′ࢠ| =  ࢔|ࢠ|
 
C08 Démontrer la formule |ݖ × |ᇱݖ = |ݖ| ×  .|′ݖ|
 

C09 Déterminer |(1 + ݅)ଵଶ|. 
 

ܲ  Pour tous nombres complexes ݖ et ݖ′ telsque ݖᇱ ≠ 0, on a : 

ቚ
ࢠ
′ࢠ
ቚ =

|ࢠ|
|ᇱࢠ|

 
 

 
C10 Démontrer la formule précédente. 
 

ܲ  inégalité triangulaire 
ݖ∀ ∈ ℂ, ᇱݖ∀ ∈ ℂ, on a : 

ࢠ| − |ᇱࢠ ⩽ |ࢠ| + ࢠ|   ᇱ|   etࢠ| + |ᇱࢠ ⩽ |ࢠ| +  |ᇱࢠ|
 
C11 Démontrer les deux inégalités précédentes. 
 

ܦ  Dans le plan complexe muni d’un repère orthonormé (ܱ; ݁ଵሬሬሬ⃗ , ݁ଶሬሬሬ⃗ ),  
pour tout complexe non nul ݖ on note ܯ le point d’affixe ݖ et ܯ′ le 
point d’intersection de [ܱܯ) avec le cercle trigonométrique. 
 

Un argument de ݖ, noté (ݖ) ܏ܚ܉, est une mesure de l’angle (ࢋ૚ሬሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ࡹࡻ ) 
c’est donc un réel ayant pour image ܯ′ sur le cercle trigonométrique. 
 

L’argument principal de ݖ, noté (ݖ)܏ܚۯ avec un ܣ majuscule est 
celle des mesures de (݁ଵሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ ) qui appartient à ]− ;ߨ  .[ߨ
 

 Attention, le nombre zéro n’a pas d’argument ! 
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ܦ  Soit ݖ ∈ ℂ et (ݖ)ܯ, le module de ݖ, noté |ݖ|, est la distance ܱܯ : 
 

|ࢠ| ≝  ࡹࡻ
݅  si ݖ ∈ ℝ, alors le module de ݖ et la valeur absolue de ݖ coincident. 

 

ܲ  On a l’équivalence : |ࢠ| = ૙ ⇔ ࢠ = ૙. 
 

ܨ  quelques formules  
• si ݖ = ݔ + |ࢠ| : réels, alors ݕ et ݔ ,ݕ݅ = ඥ࢞૛ + ࢟૛ 
 

ݖ∀ • ∈ ℂ, on a : |ࢠ| = |ࢠ−| =  |തࢠ|
 

ݖ∀ • ∈ ℂ, on a : ࢠ × തࢠ =  ૛|ࢠ|
 

ݖ∀ • ∈ ℂ ∖ {0}, on a : 
૚
ࢠ

=
തࢠ

 ૛|ࢠ|

 
C05 Posons ݖ = ݔ + ,ݔ) ,ݕ݅ (ݕ ∈ ℝଶ et ݖᇱ = ᇱݔ + ,ᇱݔ) ,′ݕ݅ (ᇱݕ ∈ ℝଶ 
 

|ࢠ| • = ඥ࢞૛ + ࢟૛  

|ݖ| = ܯܱ = ටݔெ² + ெଶݕ = ට²ݔ +   ²ݕ

|ࢠ| • = |ࢠ−| =  |തࢠ|
 

ݖ−  = ݔ)− + (ݕ݅ = ݔ− − ݕ݅ = (ݔ−) +  : donc ,(ݕ−)݅
 

|ݖ−| = ඥ(−ݔ)ଶ + ଶ(ݕ−) = ඥݔଶ + ଶݕ =  |ݖ|
 

̅ݖ = ݔ − ݕ݅ = ݔ +  :  donc ,(ݕ−)݅
 

̅|ݖ| = ݔ| + |(ݕ−)݅ = ඥݔଶ + ଶ(ݕ−) = ඥݔଶ + ଶݕ =  |ݖ|
 

ࢠ • × തࢠ =  ૛|ࢠ|
 

ݖ × ̅ݖ = ݔ) + ݔ)(ݕ݅ − (ݕ݅ = ²ݔ − ݕݔ݅ + ݕݔ݅ − ݅ଶݕଶ = ଶݔ +  ²ݕ

= ቆට²ݔ + ²ቇݕ
ଶ

=  ²|ݖ|

• si ࢠ ≠ ૙,
૚
ࢠ

=
തതത ࢠ 

²|ࢠ| 
 

1
ݖ

=
1 × ഥ ݖ 
ݖ × ഥ ݖ 

=
ഥ ݖ 

 ଶ|ݖ|

 

ܨ  Pour tous points ܣ et ܤ, on a : |ݖ஻ − |஺ݖ =  ܤܣ
 

 
C06 Démontrer la formule précédente. 
Considérons deux points : ݔ)ܣ஺; ;஻ݔ)ܤ ஺) etݕ  .(஻ݕ
 

D’une part, la formule de la distance dans un repère orthonormé 
donne : ܤܣ = ඥ(ݔ஻ − ஺)ଶݔ + ஻ݕ) −  .஺)ଶݕ
D’autre part : 
஻ݖ| − |஺ݖ = ஻ݔ| + ஻ݕ݅ − ஺ݔ) + |(஺ݕ݅ = ஻ݔ| − ஺ݔ + ஻ݕ)݅ −  |(஺ݕ
 

= ඥ(ݔ஻ − ஺)ଶݔ + ஻ݕ) −  ஺)ଶݕ
 

Donc |ݖ஻ − |஺ݖ =  .ܤܣ
 

C07 Déterminer l’ensemble des points (ࢠ)ࡹ dans chacun des cas 
suivantes :  1.  |ࢠ + ૜࢏| = ૞       2.  |ࢠ − ૞ − ૝࢏| = ࢠ| + ૚ − ૛࢏| 
 

ࢠ|  .1 + ૜࢏| = ૞        
Soit (3݅−)ܣ et pour tout ݖ ∈ ℂ, (ݖ)ܯ. On a les équivalences : 
ݖ| + 3݅| = 5 ⇔ ݖ| − (−3)| = 5 ⇔ ெݖ] − |஺ݖ = 5 ⇔ ܯܣ = 5 
 et de rayon 5 (3݅−)ܣ appartient au cercle de centreܯ ⇔
L’ensemble cherche est le cercle de centre ࡭(−૜࢏) et de rayon ૞. 
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Autre méthode 
On pose ݖ = ݔ + ݔ ,ݕ݅ ∈ ℝ et ݕ ∈ ℝ, et on note Ω൫0 ;  −3൯.  
On a les équivalences : 
 

ݖ| + 3݅| = 5 ⇔ ݔ| + ݕ݅ + 3݅| = 5 ⇔ ݔ| + ݕ)݅ + 3)| = 5 
⇔ ݔ| + ݕ)݅ + 3)|² = 5² ⇔ ଶݔ + ݕ) + 3)ଶ = 5 
⇔ ெݔ) − 0)ଶ + ெݕ) − (−3))ଶ = 5² 
 

On reconnait l’équation canonique du cercle de centre Ω(0;−3) et 
de rayon 5. 
 

ࢠ|  .2 − ૞ − ૝࢏| = ࢠ| + ૚ − ૛࢏| 
Soit 4)ܣ + 1−)ܤ ,(4݅ + 2݅) et pour tout ݖ ∈ ℂ, (ݖ)ܯ.  
On a les équivalences : 
ݖ| − 5 − 4݅| = ݖ| + 1 − 2݅| ⇔ ݖ| − (5 + 4݅)| = ݖ| − (−1 + 2݅)| 
⇔ ெݖ| − |஺ݖ = ெݖ| − |஻ݖ ⇔ ܯܣ = ܯܤ  appartient à la ܯ ⇔
médiatrice de [ܤܣ] 
L’ensemble cherché est la médiatrice de [࡮࡭] avec (૝ + ૝࢏) et 
૚−)࡮ + ૛࢏). 
 

Autre méthode 
Posons ݖ = ݔ + ݔ ,ݕ݅ ∈ ℝ et ݕ ∈ ℝ, on a les équivalences : 
ݖ| − 5 − 4݅| = ݖ| + 1 − 2݅| ⇔ ݖ| − 5 − 4݅|ଶ = ݖ| + 1 − 2݅|² 
⇔ ݔ| + ݕ݅ − 5 − 4݅|ଶ = ݔ| + ݕ݅ + 1 − 2݅|² 
⇔ ݔ| − 5 + ݕ)݅ − 4)|ଶ = ݔ| + 1 + ݕ)݅ − 2)|² 
⇔ ݔ) − 5)ଶ + ݕ) − 4)ଶ = ݔ) + 1)ଶ + ݕ) − 2)² 
⇔ ²ݔ − ݔ10 + 25 + ଶݕ − ݕ8 + 16 = ଶݔ + ݔ2 + 1 + ଶݕ − ݕ4 + 4 
⇔ ݔ10− − ݕ8 + 41 = ݔ2 − ݕ4 + 5 
⇔ ݕ8− + ݕ4 = ݔ2 + 5 + ݔ10 − 41 

⇔ ݕ4− = ݔ12 − 36 ⇔ ݕ4 = ݔ12− + 36 ⇔ ݕ =
ݔ12− + 36

4
 

⇔ ݕ =
ݔ12−

4
+

36
4
⇔ ݕ = ݔ3− + 9 

L’ensemble cherché est la droite d’équation réduite ݕ = ݔ3− + 9.  
 

    
 

തࢠ| .3 − ૚ + ૞࢏| = ૛ 
Soit 1)ܣ + 5݅), on a les équivalences : 
 

̅ݖ| − 1 + 5݅| = 2 ⇔ ห̅ݖ − 1 + 5ଓതതതതതതതതതതതതതห = 2 ⇔ ห̅̅ݖ − 1ത + 5ଓഥ ห = 2 
⇔ ݖ| − 1 − 5݅| = 2 ⇔ ݖ| − (1 + 5݅)| = 2 ⇔ ெݖ| − |஺ݖ = 2 
⇔ ܯܣ = 2 
1)ܣ appartient au cercle de centre ܯ⇔ + 5݅) et de rayon 2 

 

Autre méthode 
On pose ݖ = ݔ + ݔ ,ݕ݅ ∈ ℝ et ݕ ∈ ℝ. On a les équivalences : 
 

̅ݖ| − 1 + 5݅| = 2 ⇔ ݔ| − ݕ݅ − 1 + 5݅| = 2 
⇔ ݔ| − 1 + ݅(5 − |(ݕ = 2 ⇔ ݔ| − 1 + ݅(5 − ଶ|(ݕ = 2ଶ 
⇔ ݔ) − 1)² + (5 − ଶ(ݕ = 2² ⇔ ݔ) − 1)² + ݕ) − 5)ଶ = 2² 

On reconnait l’équation canonique du cercle de centre Ω(1 + 5݅) et 
de rayon 2. 
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ܨ ݖ∀  ∈ ℂ, ∀ݖᇱ ∈ ℂ et ∀݊ ∈ ℕ : 
ࢠ| •       × |ᇱࢠ = |ࢠ| × |࢔ࢠ| •   |′ࢠ| =  ࢔|ࢠ|
 
C08 Démontrer les formules |ࢠ × |ᇱࢠ = |ࢠ| ×  .|ᇱࢠ|
Posons ݖ = ݔ + ᇱݖ et ݕ݅ = ᇱݔ + ,ݔ ᇱ avecݕ݅ ,ݕ   : ᇱ réels, on aݕ ᇱ etݔ

ݖ| ×  |ᇱݖ
= ݔ)| + ᇱݔ)(ݕ݅ +  |(ᇱݕ݅
= ᇱݔݔ| − ᇱݕݕ + ᇱݕݔ)݅ +  |(ᇱݔݕ
= ඥ(ݔݔᇱ − ᇱ)ଶݕݕ + ᇱݕݔ) +  ᇱ)ଶݔݕ
= ඥ(ݔݔᇱ)ଶ − ᇱݕݕᇱݔݔ2 + ଶ(ᇱݕݕ) + ଶ(ᇱݕݔ) + ᇱݔݕᇱݕݔ2 +  ଶ(ᇱݔݕ)
= ඥ(ݔݔᇱ)ଶ + ଶ(ᇱݕݕ) + ଶ(ᇱݕݔ) +  ଶ(ᇱݔݕ)
= ඥ(ݔݔᇱ)ଶ + ଶ(ᇱݕݔ) + ଶ(ᇱݔݕ) +  ଶ(ᇱݕݕ)
= ඥݔଶݔᇱଶ + ᇱଶݕଶݔ + ᇱଶݔଶݕ +  ᇱଶݕଶݕ
= ඥ(ݔଶ + ᇱଶݔ)(ଶݕ +  (ᇱଶݕ
= ඥݔଶ + ଶݕ × ඥݔᇱଶ +  ᇱଶݕ
= |ݖ| ×  |ᇱݖ|
 

Conclusion : |ݖ × |ᇱݖ = |ݖ| ×  .|ᇱݖ|
 

La formule, ∀࢔ ∈ ℕ, |࢔ࢠ| =  .݊ se démontre par récurrence sur  ࢔|ࢠ|
 

Soit ݖ ∈ ℂ, on considère la conposition ௡ܲ |௡ݖ| » ∶ =  . « ௡|ݖ|
 

• initialisation 
|଴ݖ| = |1| = 1 =  ଴ donc ଴ܲ est vraie|ݖ|
 

• hérédité 
Supposons ௞ܲ ∶ |௞ݖ| =  ௞ vraie pour un certain entier naturel ݇ et|ݖ|
montrons que ௞ܲାଵ est vraie.  
On a : |ݖ௞ାଵ| = ௞ݖ| × |ݖ = |௞ݖ| × |ݖ| = ௞|ݖ| × |ݖ| =   ௞ାଵ|ݖ|
donc ௞ܲାଵ est vraie. 
 

Conclusion 
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence 
que : ∀݊ ∈ ℕ, ௡ܲ est vraie, autrement dit : ∀݊ ∈ ℕ, |௡ݖ| =  .௡|ݖ|

 

C09 Déterminer |(૚ +  .|૚૛(࢏
 

|(1 + ݅)ଵଶ| = |1 + ݅|ଵଶ = ቀඥ1ଶ + 1ଶቁ
ଵଶ

= ൫√2൯
ଵଶ

= ቀ൫√2൯
ଶ
ቁ
଺

= 2଺ 
= 64 
On a donc finalement : |(૚ + |૚૛(࢏ = ૟૝. 
 

 

 

ܲ  Pour tous nombres complexes ݖ et ݖ′ telsque ݖᇱ ≠ 0 : 

ቚ
ࢠ
′ࢠ
ቚ =

|ࢠ|
|ᇱࢠ|

 
 

 
C10 Démontrer la formule précédente. 
Soient ݖ et ݖ′ deux complexes, ݖᇱ ≠ 0, on a : 

ቚ
ݖ
ᇱݖ
ቚ = ฬݖ ×

1
ᇱݖ
ฬ = |ݖ| × ฬ

1
ݖ
ฬ = |ݖ| ×

1
|ᇱݖ|

=
|ݖ|
|ᇱݖ|

 
 

ܲ  inégalité triangulaire 
Pour tous nombres complexes ݖ et ݖ′ : 

ࢠ| − |ᇱࢠ ⩽ |ࢠ| + ࢠ|   ᇱ|   etࢠ| + |ᇱࢠ ⩽ |ࢠ| +  |ᇱࢠ|
 

 
C11 Démontrer les deux inégalités précédentes. 
Soit ܯ d’affixe ݖ et ܯᇱ d’affixe ݖᇱ.  
 

• Montrons que : |ࢠ − |ᇱࢠ ⩽ |ࢠ| +  .|ᇱࢠ|
L’inégalité triangulaire sur les distances vue au collège s’écrit : 

ܯ′ܯ ⩽ ܱ′ܯ + ܯܱ ⇔ ெݖ| − |ெᇲݖ ⩽ ଴ݖ| − |ெᇲݖ + ெݖ| −  |଴ݖ
⇔ ݖ| − |′ݖ ⩽ |0 − |′ݖ + ݖ| − 0| ⇔ ݖ| − |′ݖ ⩽ |′ݖ−| +  |ݖ|
⇔ ݖ| − |ᇱݖ ⩽ |ݖ| +  (∗) |ᇱݖ|
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 • Montrons que : |ࢠ + |ᇱࢠ ⩽ |ࢠ| +  .|ᇱࢠ|
On a : |ݖ + |ᇱݖ = ݖ| − |(ᇱݖ−) ⩽ |ݖ| + | − |ᇱݖ−| ᇱ|, orݖ =  ,|ᇱݖ|
donc : |ࢠ + |ᇱࢠ ⩽ |ࢠ| +  .|ᇱࢠ|
 

ܦ  Dans le plan complexe muni d’un repère orthonormé (ܱ; ݁ଵሬሬሬ⃗ , ݁ଶሬሬሬ⃗ ),  
pour tout complexe non nul ݖ on note ܯ le point d’affixe ݖ et ܯ′ le 
point d’intersection de [ܱܯ) avec le cercle trigonométrique. 
 

Un argument de ݖ, noté (ݖ) ܏ܚ܉, est une mesure de l’angle (ࢋ૚ሬሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ࡹࡻ ) 
c’est donc un réel ayant pour image ܯ′ sur le cercle trigonométrique. 
 

L’argument principal de ݖ, noté (ݖ)܏ܚۯ avec un ܣ majuscule est 
celle des mesures de (݁ଵሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ ) qui appartient à ]− ;ߨ  .[ߨ
 

 Attention, le nombre zéro n’a pas d’argument ! 
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C12 Donner sans démonstration,  
un argument de chacun  
des complexes :  
 

ଵݖ = ଶݖ ,2 = ଷݖ ,3− = 4݅ et ݖସ = −݅. 
 
 
 
C13 Donner sans démonstration,  
un argument de chacun  
des complexes :  
 

ହݖ = 1 + ଺ݖ ,݅ = −2 + 2݅,  
 

଻ݖ = 1 − ଼ݖ ,݅ = −2 − 2݅. 
 
 
ܲ  Pour ݖ ≠ 0 et ݖᇱ ≠ 0, on a l’équivalence : 

ࢠ) ≠ ૙ ࢠ ࢚ࢋᇱ ≠ ૙), ࢠ = ᇱࢠ ⇔ ൜
|ࢠ| = |ᇱࢠ|

(ࢠ)܏ܚ܉ ≡  [૛࣊] (ᇱࢠ)܏ܚ܉
 

ܲ  Soit ݖ un complexe non nul d’argument ࣂ, on a les équivalences : 
ࣂ • ≡ ૙ ⇔  est un réel strictement positif ݖ
ࣂ • ≡ ࣊ ⇔  est un réel strictement négatif ݖ

• ࣂ ≡ +
࣊
૛

⇔[ߨ2]   (ࢠ)ܕest un imaginaire pur tel que ۷ ݖ > ૙ 

• ࣂ ≡ −
࣊
૛

⇔[ߨ2]   (ࢠ)ܕest un imaginaire pur tel que ۷ ݖ < ૙ 

ܨ  Soit ݖ = ݔ +   : ࣂ réels, un complexe non nul d’argument ݕ et ݔ ,ݕ݅
 

• ݖ = (ࣂ)cos)|ݖ| + ݅ sin(ࣂ)) est la forme trigonométrique de ݖ 
 

ݔ • = Re(ݖ) = |ݖ| cos(ࣂ) et ݕ = Im(ݖ) = |ݖ| sin(ࣂ) 
 

• (ࣂ)ܛܗ܋ =
(ࢠ)܍܀

|ࢠ|    et   (ࣂ)ܖܑܛ =
(ࢠ)ܕ۷

|ࢠ|  
 

 

C14 Soit ݖ un complexe de forme trigonométrique : 

ݖ = 4 ቀcos ቀ
ߨ
6
ቁ + ݅ sin ቀ

ߨ
6
ቁቁ 

Préciser le module et un argument de ݖ puis déterminer la partie 
réelle et la partie imaginaire de ݖ. 
 

C15 Donner la forme trigonométrique de : ݖଽ = ଵ଴ݖ ,5݅ = −3݅, 
ଵଵݖ = 7 et ݖଵଶ = −√2. 
 

݅  écritures (ࢇ)ܛܗ܋)࢈ ± ࢏ ࢠ ,((ࢇ)ܖܑܛ ≠ ૙, ࢇ et ࢈ réels 
 

• soit ݖ = ܾ(cos(ܽ) + ݅ sin(ܽ)), ݖ ≠ 0, ܽ et ܾ réels 
− si ܾ > 0, alors ܾ =  ݖ et ܽ est un argument de |ݖ|
− si ܾ < 0, alors une transformation d’écriture est nécessaire    
 

• soit ݖ = ܾ(cos(ܽ) − ݅ sin(ܽ)), ݖ ≠ 0, ܽ et ܾ réels 
− si ܾ > 0, alors une transformation d’écriture est nécessaire  
− si ܾ < 0, alors une transformation d’écriture est nécessaire       
 
C16 Déterminer la forme trigonmétrique de ݖ = 7 − 7݅. 
 

C17 Déterminer la forme trigonométrique de ݖ = 1 + √3 ݅. 
 

ܲ  Formules d’addition en trigonométrie 
Pour tous réels ܽ et ܾ : 
• ࢇ)ܛܗ܋ + (࢈ = (ࢇ)ܛܗ܋ (࢈)ܛܗ܋ − (ࢇ)ܖܑܛ (࢈)ܖܑܛ
• ࢇ)ܛܗ܋ − (࢈ = (ࢇ)ܛܗ܋ (࢈)ܛܗ܋ + (ࢇ)ܖܑܛ (࢈)ܖܑܛ
• ࢇ)ܖܑܛ + (࢈  = (ࢇ)ܖܑܛ (࢈)ܛܗ܋ + (ࢇ)ܛܗ܋ (࢈)ܖܑܛ
• ࢇ)ܖܑܛ − (࢈  = (ࢇ)ܖܑܛ (࢈)ܛܗ܋ − (ࢇ)ܛܗ܋ (࢈)ܖܑܛ

 

 

 
C18 Soient ܽ et ܾ deux réels, ܯ et ܰ les points images sur le cercle 
trigonométrique de ܽ et ܾ respectivement.  
En expimant de deux manières différentes ܱܰሬሬሬሬሬሬ⃗ ⋅ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ , retrouver la 
formule donnant cos(ܽ − ܾ), en déduire les trois autres formules. 
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C12 donner  un argument 
 

arg(ݖଵ) ≡  [ߨ2] 0
 

arg(ݖଶ) ≡  [ߨ2] ߨ
 

arg(ݖଷ) ≡ +
ߨ
2

 [ߨ2] 
 

arg(ݖସ) ≡ −
ߨ
2

 [ߨ2] 
 

C13 Donner un argument :  

arg(ݖହ) ≡ +
ߨ
4

 [ߨ2] 

arg(ݖ଺) ≡ +
ߨ3
4

 [ߨ2] 

arg(ݖ଻) ≡ −
ߨ
4

 [ߨ2] 

arg(଼ݖ) ≡ −
ߨ3
4

 [ߨ2] 
 
 

ܲ  Pour ݖ ≠ 0 et ݖᇱ ≠ 0, on a l’équivalence : 

ࢠ) ≠ ૙ ࢠ ࢚ࢋᇱ ≠ ૙), ࢠ = ᇱࢠ ⇔ ൜
|ࢠ| = |ᇱࢠ|

(ࢠ)܏ܚ܉ ≡  [૛࣊] (ᇱࢠ)܏ܚ܉

ܲ  Soit ݖ un complexe non nul d’argument ࣂ, on a les équivalences : 
ࣂ • ≡ ૙ ⇔  est un réel strictement positif ݖ
ࣂ • ≡ ࣊ ⇔  est un réel strictement négatif ݖ

• ࣂ ≡ +
ߨ
2

⇔[ߨ2]   (ݖ)est un imaginaire pur tel que Im ݖ > 0 

• ࣂ ≡ −
ߨ
2

⇔[ߨ2]   (ݖ)est un imaginaire pur tel que Im ݖ < 0 

ܨ  Soit ݖ = ݔ +   : ࣂ réels, un complexe non nul d’argument ݕ et ݔ ,ݕ݅
 

• ݖ = (ࣂ)cos)|ݖ| + ݅ sin(ࣂ)) est la forme trigonométrique de ݖ 
 

ݔ • = Re(ݖ) = |ݖ| cos(ࣂ) et ݕ = Im(ݖ) = |ݖ| sin(ࣂ) 
 

• cos(ࣂ) =
Re(ݖ)

|ݖ|    et   sin(ࣂ) =
Im(ݖ)

|ݖ|  
 

C14 Soit ݖ un complexe de forme trigonométrique : 

ݖ = 4 ቀcos ቀ
ߨ
6
ቁ + ݅ sin ቀ

ߨ
6
ቁቁ 

Module, un argument, la partie réelle et la partie imaginaire de ݖ… 

|ݖ| = 4, arg(ݖ) ≡
ߨ
6

 [ߨ2] 

En développant l’écriture de départ : 

ݖ = 4 cos ቀ
ߨ
6
ቁ + ݅ × 4 sin ቀ

ߨ
6
ቁ = 4 ×

√3
2

+ 4 ×
1
2
݅ = 2√3 + 2݅ 

d’où : (ࢠ)܍܀ = ૛√૜  et  ۷(ࢠ)ܕ = ૛. 
 
 

C15 Donner la forme trigonométrique de :  
ଽݖ = ଵ଴ݖ ,5݅ = ଵଵݖ ,3݅− = ଵଶݖ ,7 = −√2 et ݖଵଷ =. 
 

• ଽݖ = 5݅ = 5(0 + 1݅) = ૞ቀܛܗ܋ ቀ
࣊
૛
ቁ + ࢏ ܖܑܛ ቀ

࣊
૛
ቁቁ 

• ଵ଴ݖ = −3݅ = 3(0 + (−1)݅) = ૜ ቀܛܗ܋ ቀ−
࣊
૛
ቁ + ࢏ ܖܑܛ ቀ−

࣊
૛
ቁቁ 

• ଵଵݖ = 7 = 7(1 + 0݅) = ૠ ቀܛܗ܋ ቀ
࣊
૛
ቁ + ࢏ ܖܑܛ ቀ

࣊
૛
ቁቁ 

• ଵଶݖ = −√2 = √2(−1 + 0݅) = √૛(ܛܗ܋(࣊) + ࢏  ((࣊)ܖܑܛ
 

݅  écritures (ࢇ)ܛܗ܋)࢈ ± ࢏ ࢠ ,((ࢇ)ܖܑܛ ≠ ૙, ࢇ et ࢈ réels 
 

• soit ݖ = ܾ(cos(ܽ) + ݅ sin(ܽ)), ݖ ≠ 0, ܽ et ܾ réels 
− si ܾ > 0, alors ܾ =  ݖ et ܽ est un argument de |ݖ|
− si ܾ < 0, alors une transformation d’écriture est nécessaire    
 

• soit ݖ = ܾ(cos(ܽ) − ݅ sin(ܽ)), ݖ ≠ 0, ܽ et ܾ réels 
− si ܾ > 0, alors une transformation d’écriture est nécessaire  
− si ܾ < 0, alors une transformation d’écriture est nécessaire       
 

C16 Déterminer la forme trigonmétrique de ݖ = 7 − 7݅. 
|ݖ| = ඥ(7)ଶ + (−7)ଶ = √49 + 49 = √49 × 2 = √49 × √2 = 7√2 

7 − 7݅ = 7√2 ൬
7

7√2
−

7
7√2

݅൰ = 7√2 ൬
1
√2

−
1
√2

݅൰ 
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= 7√2 ቆ
√2
2
−
√2
2
݅ቇ = ૠ√૛ ቀܛܗ܋ ቀ−

࣊
૝
ቁ + ࢏ ܖܑܛ ቀ−

࣊
૝
ቁቁ 

 

 
 

C17 Déterminer la forme trigonométrique de ࢠ = ૚ + √૜ ࢏. 
 

|ݖ| = ට1ଶ + ൫√3൯
ଶ

= √1 + 3 = √4 = 2 

1 + √3 ݅ = 2ቆ
1
2

+
√3
2
݅ቇ = ૛ ቀܛܗ܋ ቀ

࣊
૜
ቁ + ࢏ ܖܑܛ ቀ

࣊
૜
ቁቁ 

 

ܲ  Formules d’addition en trigonométrie 
Pour tous réels ܽ et ܾ : 
• cos(ܽ + ܾ) = cos(ܽ) cos(ܾ) − sin(ܽ) sin(ܾ)
• cos(ܽ − ܾ) = cos(ܽ) cos(ܾ) + sin(ܽ) sin(ܾ)
• sin(ܽ + ܾ)  = sin(ܽ) cos(ܾ) + cos(ܽ) sin(ܾ)
• sin(ܽ − ܾ)  = sin(ܽ) cos(ܾ) − cos(ܽ) sin(ܾ)

 

 
C18 ࡹ et ࡺ points images sur le cercle trigonométrique de ࢇ et ࢈ 
respectivement. En expimant de deux manières ࡺࡻሬሬሬሬሬሬ⃗ ⋅ ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ࡹࡻ , 
retrouver ࢇ)ܛܗ܋ − (࢈ = ⋯, en déduire les trois autres formules. 
 

ࢇ)ܛܗ܋ • −  (࢈

On a : ܯ(cos(ܽ) ; sin(ܽ)) et ܰ(cos(ܾ) ; sin(ܾ)) donc ܱܯሬሬሬሬሬሬ⃗ ൬cos(ܽ)
sin(ܽ)൰ 

et ܱܰሬሬሬሬሬሬ⃗ ൬cos(ܾ)
sin(ܾ)൰  ; or, le repère étant orthonormé on peut utiliser 

l’expression du produit scalaire dans un tel repère, donc : 
 

ܱܰሬሬሬሬሬሬ⃗ ⋅ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ = cos(ܾ) cos(ܽ) + sin(ܾ) sin(ܽ) 
ܱܰሬሬሬሬሬሬ⃗ ⋅ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ = cos(ܽ) cos(ܾ) + sin(ܽ) sin(ܾ) 

D’autre part, on a : ൫ܱܰሬሬሬሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ ൯ = ܽ −  : donc [ߨ2] ܾ
ܱܰሬሬሬሬሬሬ⃗ ⋅ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ = ฮܱܰሬሬሬሬሬሬ⃗ ฮ × ฮܱܯሬሬሬሬሬሬ⃗ ฮ × cos(ܽ − ܾ) 
= 1 × 1 × cos(ܽ − ܾ) = cos(ܽ − ܾ) 

Finalement : ܱܰሬሬሬሬሬሬ⃗ ⋅ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ = cos(ܽ − ܾ). 
Des deux expressions de  ܱܰሬሬሬሬሬሬ⃗ ⋅ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ  on déduit : 

ࢇ)ܛܗ܋ − (࢈ = (ࢇ)ܛܗ܋ (࢈)ܛܗ܋ + (ࢇ)ܖܑܛ  (࢈)ܖܑܛ
 

ࢇ)ܛܗ܋ • +  (࢈
Rappel : ∀ݔ ∈ ℝ, (ݔ−)ݏ݋ܿ = (ݔ−)݊݅ݏ ݐ݁ (ݔ)ݏ݋ܿ =  .(ݔ)݊݅ݏ−
On a :  
cos(ܽ + ܾ) 
= cos൫ܽ − (−ܾ)൯ 
= cos(ܽ) cos(−ܾ) + sin(ܽ) sin(−ܾ) 
= cos(ܽ) cos(ܾ) + sin(ܽ)(− sin(ܾ)) 
= cos  (ܽ) cos  (ܾ) − sin(ܽ) sin (ܾ) 
Finalement : ࢇ)ܛܗ܋ + (࢈ = (ࢇ)ܛܗ܋ (࢈)ܛܗ܋ − (ࢇ)ܖܑܛ  (࢈)ܖܑܛ
 

• Lemme : ܛܗ܋ ቀ
࣊
૛
− ࢞ቁ = (࢞)ܖܑܛ  et ܖܑܛ ቀ

࣊
૛
− ࢞ቁ =  (࢞)ܛܗ܋

 

Preuve du Lemme 

cos ቀ
ߨ
2
−  ቁݔ

= cosቀ
ߨ
2
ቁ cos(ݔ) + sin ቀ

ߨ
2
ቁ sin(ݔ) 

= 0 × cos(ݔ) + 1 × sin(ݔ) = sin(ݔ) 

Conclusion : ܛܗ܋ ቀ
࣊
૛
− ࢞ቁ =  (࢞)ܖܑܛ

D’après la première partie du Lemme : 

cos ቆ
ߨ
2
− ቀ

ߨ
2
− ቁቇݔ = sin ቀ

ߨ
2
−  ቁݔ

Or, cos ቆ
ߨ
2
− ቀ

ߨ
2
− ቁቇݔ = cos ቀ

ߨ
2
−
ߨ
2

+ ቁݔ = cos(ݔ) 

donc : ܖܑܛ ቀ
࣊
૛
− ࢞ቁ =  (࢞)ܛܗ܋
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ࢇ)ܖܑܛ • +  (࢈

sin(ܽ + ܾ) = cosቆ
ߨ
2
− (ܽ + ܾ)ቇ = cos ቀ

ߨ
2
− ܽ − ܾቁ 

= cosቀ
ߨ
2
− ܽቁ cos(ܾ) + sin ቀ

ߨ
2
− ܽቁ sin(ܾ) 

= sin(ܽ) cos(ܾ) + cos(ܽ) sin(ܾ) 
 

Conclusion : ࢇ)ܖܑܛ + (࢈ = (ࢇ)ܖܑܛ (࢈)ܛܗ܋ + (ࢇ)ܛܗ܋ (࢈)ܖܑܛ . 
 

• sin(ܽ − ܾ) 
sin(ܽ − ܾ) 
= sin൫ܽ + (−ܾ)൯ 
= sin(ܽ) cos(−ܾ) + cos(ܽ) sin(−ܾ) 
= sin(ܽ) cos(ܾ) + cos(ܽ)(− sin(ܾ)) 
= sin(ܽ) cos(ܾ) − cos(ܽ) sin(ܾ) 

 

Conclusion : ࢇ)ܖܑܛ − (࢈ = (ࢇ)ܖܑܛ (࢈)ܛܗ܋ − (ࢇ)ܛܗ܋ (࢈)ܖܑܛ . 
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ܲ  Quelques formules 
Soit ݔ un réel quelconque. 
 

formules de l’angle double 
 

• cos(2ݔ) = cos²(ݔ) − sin²(ݔ) = 2 cos²(ݔ) − 1 = 1 − 2 sin²(ݔ) 
 

• sin(2ݔ) = 2 sin(ݔ) cos(ݔ) 
 

formules de réduction d’un carré 
 

• cos²(ݔ) =
1 + cos(2ݔ)

2
              • sin²(ݔ) =

1 − cos(2ݔ)
2

 
 

angles associés 
 

• cos(ߨ + (ݔ = −cos(ݔ)   • sin(ߨ + (ݔ = −sin(ݔ) 
 

 

• cos(ߨ − (ݔ = −cos(ݔ)   • sin(ߨ − (ݔ = sin(ݔ) 
 

• cos ቀ
ߨ
2
− ቁݔ = sin(ݔ)                  • sin ቀ

ߨ
2
− ቁݔ = cos(ݔ) 

 

• cos ቀ
ߨ
2

+ ቁݔ = −sin(ݔ)              • sin ቀ
ߨ
2

+ ቁݔ = cos(ݔ) 
 

 
C19 Démontrer à l’oral formules précédentes. 
 

ܲ  Pour tout nombre complexe non nul ݖ, on a :  
 

• arg( ݖ ഥ ) ≡ − arg •           [ߨ2] (ݖ)  arg(−ݖ) ≡ arg(ݖ) +  [ߨ2] ߨ
 

 
C20 Démontrer les deux formules précédentes. 
 

ܲ  Pour tous complexes non nuls ݖ et ݖ′ et tout entier naturel ݊ : 
 

• arg(ݖ × (ᇱݖ ≡ arg(ݖ) + arg(ݖᇱ)[2ߨ] 
• arg(ݖ௡) ≡ ݊ × arg(ݖ)  [ߨ2] 
 

 
C21 Démontrer les deux formules précédentes. 
 

C22 Déterminer la forme algébrique de : 

ቆ
√2
2
−
√2
2
݅ቇ

ଶ଴ଶ଺

 
 

ܲ  Pour tous complexes non nuls ݖ et ݖ′ : 

• arg ൬
1
ݖ
൰ ≡ −arg(ݖ) •       [ߨ2]  arg ቀ

ݖ
ᇱݖ
ቁ ≡ arg(ݖ) − arg(ݖᇱ)  [ߨ2] 

 

 
C23 Démontrer les deux formules précédentes. 
 

C24 On pose :  

ܽ = cos ቀ
ߨ
3
ቁ + ݅ sin ቀ

ߨ
3
ቁ  et ܾ = cos ቀ

ߨ
4
ቁ + ݅ sin ቀ

ߨ
4
ቁ  

En calculant de deux manières différentes  
௔
௕

  déterminer les valeurs 

exactes de cosቀ గ
ଵଶ
ቁ et de sinቀ గ

ଵଶ
ቁ. 

 

D  Pour tout réel ࢻ, on pose : e୧ࢻ = cos(ࢻ) + i sin(ࢻ).  
On convient que : ࢏ࢻࢋ = ࢻ࢏ିࢋ : et que ࢻ࢏ࢋ =  .(ࢻି)࢏ࢋ

 

ܲ  Pour tous réels ࢻ et ࢻ′, on a : 
 

• ห݁௜ࢻห = 1      • ࢻ࢏ࢋ × ᇲࢻ࢏ࢋ = ᇲ൯ࢻାࢻ൫࢏ࢋ      • ࢔(ࢻ࢏ࢋ) =    ࢻ࢔࢏ࢋ
 

 
C25 Démontrer les trois formules précédentes.  
 

ܲ  Pour tout réel ࢻ, on a : ݁ି௜ࢻ = 
ଵ
௘೔ࢻ

 . 
 

 
C26 Démontrer la formule précédente. 
 

ܦ  Tout complexe ݖ non nul admet pour forme exponentielle |ࣂ࢏ࢋ|ࢠ 
où ߠ est un argument de ݖ. 
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ܲ  Quelques formules 
Soit ݔ un réel quelconque. 
 

formules de l’angle double 
 

• cos(2ݔ) = cos²(ݔ) − sin²(ݔ) = 2 cos²(ݔ) − 1 = 1 − 2 sin²(ݔ) 
 

• sin(2ݔ) = 2 sin(ݔ) cos(ݔ) 
 

formules de réduction d’un carré 
 

• cos²(ݔ) =
1 + cos(2ݔ)

2
              • sin²(ݔ) =

1 − cos(2ݔ)
2

 
 

angles associés 
 

• cos(ߨ + (ݔ = −cos(ݔ)   • sin(ߨ + (ݔ = −sin(ݔ) 
 

 

• cos(ߨ − (ݔ = −cos(ݔ)   • sin(ߨ − (ݔ = sin(ݔ) 
 

• cos ቀ
ߨ
2
− ቁݔ = sin(ݔ)                  • sin ቀ

ߨ
2
− ቁݔ = cos(ݔ) 

 

• cos ቀ
ߨ
2

+ ቁݔ = −sin(ݔ)              • sin ቀ
ߨ
2

+ ቁݔ = cos(ݔ) 
 

 
C19 Démontrer les formules de duplication. 
Soit ݔ ∈ ℝ. 
(૛࢞)ܛܗ܋ • = (࢞)²ܛܗ܋ − (࢞)²ܖܑܛ = ૛²ܛܗ܋(࢞) − ૚ = ૚ − ૛  (࢞)²ܖܑܛ
On a, pour ܽ ∈ ℝ et ܾ ∈ ℝ : cos(ܽ + ܾ) = cosܽ cos ܾ − sin ܽ sin ܾ. 
Pour ܽ = ܾ =  : on obtient ,ݔ

cos(2ݔ) = cos(ݔ + (ݔ = cos(ݔ) cos(ݔ) − sin(ݔ) sin(ݔ) 
= cosଶ(ݔ) − sin²(ݔ) 

Or, cos²(ݔ) + sin²(ݔ) = 1, donc : sin²(ݔ) = 1 − cos²(ݔ), donc : 
cos²(ݔ) − sinଶ(ݔ) = cos²(ݔ) − (1 − cosଶ(ݔ)) = 2 cosଶ(ݔ) − 1 

On a aussi : cos²(ݔ) = 1 − sin²(ݔ) donc : 
cos²(ݔ) − sinଶ(ݔ) = 1 − sin²(ݔ) − sinଶ(ݔ) = 1 − 2 sin²(ݔ) 

On a bien,pour tout ݔ ∈ ℝ : 
(૛࢞)ܛܗ܋ = (࢞)²ܛܗ܋ − (࢞)²ܖܑܛ = ૛ (࢞)²ܛܗ܋ − ૚ = ૚ − ૛²ܖܑܛ(࢞) 
 

• (૛࢞)ܖܑܛ  = ૛ܖܑܛ(࢞)  (࢞)ܛܗ܋
On a, pour ܽ ∈ ℝ et ܾ ∈ ℝ :   

sin(ܽ + ܾ) = sin(ܽ) cos(ܽ) + cos(ܽ) sin(ܾ) 
Pour ܽ = ܾ =  : on obtient ,ݔ

sin(2ݔ) = sin(ݔ) cos(ݔ) + cos(ݔ) sin(ݔ) = 2 sin(ݔ) cos(ݔ) 
On a bien : ∀࢞ ∈ ℝ, (૛࢞)ܖܑܛ =૛ܖܑܛ(࢞)  .(࢞)ܛܗ܋
 

• cosଶ(ݔ) =
1 + cos(2ݔ)

2
  

1 + cos(2ݔ)
2

=
1 + 2 cos²(ݔ) − 1

2
=

2 cos²(ݔ)
2

= cos²(ݔ) 

On a bien, pour tout réel ݔ : 

(࢞)૛ܛܗ܋ =
૚ + (૛࢞)ܛܗ܋

૛
 

 

• sinଶ(ݔ) =
1 − cos(2ݔ)

2
 

1 − cos(2ݔ)
2

=
1 − (1 − 2 sinଶ(ݔ))

2
=

2 sin²(ݔ)
2

= sin²(ݔ) 

On a bien, pour tout réel ݔ : 

(࢞)૛ܖܑܛ =
૚ − (૛࢞)ܛܗ܋

૛
 

• formule des angles associés 
Pour la première formule on utilise la formule d’addition cos(ܽ + ܾ) 
en faisant ܽ = ܾ ,ߨ =  : et on utilise les valeurs remarquables ݔ
cos(ߨ) = −1 et sin(ߨ) = 0, on obtient : 

cos(ߨ + (ݔ = cos(ߨ) cos(ݔ) − sin(ߨ) sin(ݔ) 
= −1 cos(ݔ) − 0 sin(ݔ) = − cos(ݔ) 

donc : cos(ߨ + (ݔ = − cos(ݔ). 
Les autres formules s’obtiennent de manières analogues. 
 

ܲ  Pour tout nombre complexe non nul ݖ, on a :  
 

• arg( ݖ ഥ ) ≡ − arg •           [ߨ2] (ݖ)  arg(−ݖ) ≡ arg(ݖ) +  [ߨ2] ߨ
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C20 Démontrer les deux formules précédentes. 
Soit ݖ ≠ 0, posons ߠ ≡ arg(ݖ) ݖ ,[ߨ2]  = (ߠ)cos)|ݖ| + ݅ sin(ߠ)) 
Rappelons que : |ݖ| = ̅|ݖ| = | −  .|ݖ
 

• Démontrons que ܏ܚ܉(ࢠത) ≡    [૛࣊] (ࢠ)܏ܚ܉−
ݖ = (ߠ)cos)|ݖ| + ݅ sin(ߠ)) = (ߠ)  cos |ݖ| +  (ߠ)  sin |ݖ| ݅

Donc : 
̅ݖ = |ݖ| cos(ߠ) − |ݖ| ݅ sin(ߠ) = (ߠ)cos)|ݖ| − ݅ sin(ߠ)) 
= (ߠ−)cos)|ݖ| + sin(−ߠ)) = (ߠ−)cos)̅|ݖ| + ݅ sin(−ߠ)) 

On a : ̅ݖ = (ߠ−)cos)̅|ݖ| + ݅ sin(−ߠ)) donc –   est un argument ߠ
de ݖ,̅ autrement dit : ܏ܚ܉(ࢠത) ≡  .[૛࣊](ࢠ)܏ܚ܉−
 

• Démontrons que (ࢠ−)܏ܚ܉ ≡    [૛࣊] (ࢠ)܏ܚ܉
ݖ− = (ߠ)cos)|ݖ|− + ݅ sin(ߠ)) = −)|ݖ| cos(ߠ) − ݅ sin(ߠ)) 
= ߠ)cos)|ݖ| + (ߨ + ݅ sin(ߠ +  ((ߨ
= | − ߠ)cos)|ݖ + (ߨ + ݅ sin(ߠ +  ((ߨ

donc : ߠ + – est un argument de ߨ   :autrement dit ,ݖ
(ࢠ−)܏ܚ܉ ≡ (ࢠ)܏ܚ܉ + ࣊[૛࣊]. 
 

ܲ  Pour tous complexes non nuls ݖ et ݖ′ et tout entier naturel ݊ : 
 

• arg(ݖ × (ᇱݖ ≡ arg(ݖ) + arg(ݖᇱ)[2ߨ] 
• arg(ݖ௡) ≡ ݊ × arg(ݖ)  [ߨ2] 
 

 
C21 Démontrer les deux formules précédentes. 

ݖ ≠ 0 et ݖᇱ ≠  : on a ,′ݖ un argument de ′ߠ et ݖ un argument de ߠ , 0
 

ݖ = (ߠ)cos)|ݖ| + ݅ sin(ߠ))  et  ݖ′ = (ᇱߠ)cos)|′ݖ| + ݅ sin(ߠᇱ)) 
 

• Démontrons que : ࢠ)܏ܚ܉ × (ᇱࢠ ≡ (ࢠ)܏ܚ܉ +  [૛࣊](ᇱࢠ)܏ܚ܉
On a : 

ݖ × ᇱݖ = (ߠ)cos)|ݖ| + ݅ sin(ߠ)) × ((′ߠ)cos)|′ݖ| + ݅ sin(ߠᇱ)) 
= |ݖ| × |ᇱݖ| × (cos(ߠ) + ݅ sin(ߠ)) (cos(ߠᇱ) + ݅ sin(ߠᇱ)) 
= ݖ| × (ߠ)ᇱ|(cosݖ cos(ߠ′) +݅ cos(ߠ) sin(ߠ′)

+ ݅ sin(ߠ) cos(ߠ′) + ݅ଶ sin(ߠ) sin(ߠ′)) 

= ݖ| × (ߠ)ᇱ|(cosݖ cos(ߠ′) − sin(ߠ) sin(ߠ′)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ୡ୭ୱ(ఏାఏᇲ)

+ ݅( cos(ߠ) sin(ߠ′) + sin(ߠ) cos(ߠ′)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ୱ୧୬(ఏାఏᇲ)

)) 

= ݖ| × ߠ)ᇱ|(cosݖ + (ᇱߠ + ݅(sin(ߠ +  ((ᇱߠ
 

Ce qui m’ontre qu’un argument de ݖ × ߠ est ′ݖ +  : autrement dit ,′ߠ
ࢠ)܏ܚ܉ × (ᇱࢠ ≡ (ࢠ)܏ܚ܉ +  [૛࣊](ᇱࢠ)܏ܚ܉

 

• Pour tout ࢔ ∈ ℕ,  (࢔ࢠ)܏ܚ܉ ≡ ࢔ ×  [૛࣊](ࢠ)܏ܚ܉
Se démontre sans difficulté par récurrence sur ݊… 
 

C22 Déterminer la forme algébrique de : 

ቆ
√૛
૛
−
√૛
૛
ቇ࢏

૛૙૛૟

 

On a d’une part : 

อቆ
√2
2
−
√2
2
݅ቇ

ଶ଴ଶ଺

อ = ቤ
√2
2
−
√2
2
݅ቤ
ଶ଴ଶ଺

= ቌඨቆ
√2
2
ቇ
ଶ

+ ቆ
√2
2
ቇ
ଶ

ቍ

ଶ଴ଶ଺

 

= ቌඨ
2
4

+
2
4
ቍ

ଶ଴ଶ଺

= ൫√1൯
ଶ଴ଶ଺

= 1ଶ଴ଶ଺ = 1 

et d’autre part : 
√2
2
−
√2
2

 ݅ = cos ቀ−
ߨ
4
ቁ + ݅ sin ቀ−

ߨ
4
ቁ 

donc : 

arg ቆ
√2
2
−
√2
2

 ݅ቇ ≡ −
ߨ
4

 [ߨ2] 

D’où :  

arg ൭ቆ
√2
2
−
√2
2
݅ቇ

ଶ଴ଶ଺

൱ ≡ 2026 × arg ቆ
√2
2
−
√2
2
݅ቇ    

≡ 2026 × ቀ−
ߨ
4
ቁ ≡ −2026 ×

ߨ
4
≡ −1013 ×

ߨ
2
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≡ −(506 × 2 + 1) ×
ߨ
2
≡ −506 × ߨ −

ߨ
2
≡ −

ߨ
2

+ (−253) ×  ߨ2

≡ −
ߨ
2

 [ߨ2] 

Donc : 

ቆ
√2
2
−
√2
2
݅ቇ

ଶ଴ଶ଺

= 1ቀcos ቀ−
ߨ
2
ቁ + ݅ sin ቀ−

ߨ
2
ቁ ቁ = 0 + ݅(−1) = −݅ 

 

Finalement : 

ቆ
√૛
૛
−
√૛
૛
ቇ࢏

૛૙૛૟

=  ࢏−

 

ܲ  Pour tous complexes non nuls ݖ et ݖ′ : 

• arg ൬
1
ݖ
൰ ≡ −arg(ݖ) •       [ߨ2]  arg ቀ

ݖ
ᇱݖ
ቁ ≡ arg(ݖ) − arg(ݖᇱ)  [ߨ2] 

 

 
C23 Démontrer les deux formules précédentes. 

On a : 0 ≡ arg(1) ≡ arg ൬ݖ ×
1
ݖ
൰ ≡ arg(ݖ) + arg ൬

1
ݖ
൰  [ߨ2] 

donc ∶ ܏ܚ܉ ൬
૚
ࢠ
൰ ≡ ܏ܚ܉−  [૛࣊] ࢠ

 

Autre méthode : 
 

arg ൬
1
ݖ
൰ ≡ arg ൬

̅ݖ
²|ݖ|

൰≡ arg ൬
1

ଶ|ݖ| × ൰̅ݖ ≡ arg ൬
1

²|ݖ|
൰ + arg( ݖ ഥ ) 

 

≡ 0 + (−arg(ݖ)) ≡ −arg(ݖ) [ߨ2] 
 

• démontrons que ∶ ܏ܚ܉ ቀ
ࢠ
′ࢠ
ቁ ≡ (ࢠ) ܏ܚ܉ − (′ࢠ)܏ܚ܉  [૛࣊] 

On a : 

arg ቀ
ݖ
ᇱݖ
ቁ ≡ arg ൬ݖ ×

1
ᇱݖ
൰ ≡ arg(ݖ) + arg ൬

1
ᇱݖ
൰ 

≡ arg(ݖ) − arg(ݖᇱ)[2ߨ] 
 

C24 On pose :  

ࢇ = ܛܗ܋ ቀ
࣊
૜
ቁ + ࢏ ܖܑܛ ቀ

࣊
૜
ቁ  et  ࢈ = ܛܗ܋ ቀ

࣊
૝
ቁ + ࢏ ܖܑܛ ቀ

࣊
૝
ቁ  

En calculant de deux manières différentes  
ࢇ
࢈

  déterminer les  

valeurs exactes de cosቀ ࣊
૚૛
ቁ et sinቀ ࣊

૚૛
ቁ. 

D’une part, on a : 

ܽ = cos ቀ
ߨ
3
ቁ + ݅ sin ቀ

ߨ
3
ቁ , donc ∶ |ܽ| = 1 et  arg(ܽ) ≡

ߨ
3

 [ߨ2] 

ܾ = cos ቀ
ߨ
4
ቁ + ݅ sin ቀ

ߨ
4
ቁ , donc ∶ |ܾ| = 1 et  arg(ܾ) ≡

ߨ
4

 [ߨ2] 
 

Donc : ቚ
ܽ
ܾ
ቚ =

|ܽ|
|ܾ|

=
1
1

= 1 

et arg ቀ
ܽ
ܾ
ቁ ≡ arg(ܽ) − arg(ܾ) ≡

ߨ
3
−
ߨ
4
≡

ߨ4
12

−
ߨ3
12

≡
ߨ

12
 [ߨ2] 

donc ∶  
ܽ
ܾ

= cos ቀ
ߨ

12
ቁ + ݅ sin ቀ

ߨ
12
ቁ (∗) 

 

D'autre part, on a : ܽ =
1
2

+ ݅
√3
2

  et  ܾ =
√2
2

+ ݅
√2
2

 
donc : 

ܽ
ܾ

=
ܽ × തܾ
|ܾ|ଶ =

ቆ1
2 + ݅ √3

2 ቇቆ√2
2 − ݅ √2

2 ቇ

1²
=

1
4

(1 + ݅√3)(√2 − ݅√2) 

=
1
4
൫√2 − ݅√2 + ݅√2√3 + √3√2൯ =

√6 + √2
4

+ ݅
√6 − √2

4
 

Finalement  :  
ܽ
ܾ

=
√6 + √2

4
+ ݅

√6 − √2
4

  (∗∗) 
 

En compartant (∗) et (∗∗), on obtient :  
 

ܛܗ܋ ቀ
࣊
૚૛
ቁ =

√૟ + √૛
૝

   et  ܖܑܛ ቀ
࣊
૚૛
ቁ =

√૟ − √૛
૝
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ܦ  Pour tout réel ࢻ, on pose : ݁௜ࢻ = cos(ࢻ) + ݅ sin(ࢻ).  
On convient que : ࢏ࢻࢋ = ࢻ࢏ିࢋ : et que ࢻ࢏ࢋ =  .(ࢻି)࢏ࢋ

 

ܲ  Pour tous réels ࢻ et ࢻ′, on a : 
 

• ห݁௜ࢻห = 1      • ࢻ࢏ࢋ × ᇲࢻ࢏ࢋ = ᇲ൯ࢻାࢻ൫࢏ࢋ      • ࢔(ࢻ࢏ࢋ) =    ࢻ࢔࢏ࢋ
 

 

C25 Démontrer les trois formules précédentes.  
 

Soient ߙ et ߙ′ deux réels, ݊ un entier naturel. 
• on a : 

ห݁௜ఈห = |cos(ߙ) + ݅ sin(ߙ)| = ඥcos²(ߙ) + sin²(ߙ) = √1 = ૚ 
 

• démontrons que ݁௜ఈ × ݁௜ఈᇲ = ݁௜൫ఈାఈᇲ൯ : 
On a d’une part : ห݁௜ఈ × ݁௜ఈᇲห = ห݁௜ఈห × ห݁௜ఈᇲห = 1 × 1 = 1 et d’autre 
part : arg൫݁௜ఈ × ݁௜ఈᇲ൯ = arg(݁௜ఈ) + arg൫݁௜ఈᇲ൯ = ߙ +  ′ߙ
Donc : ݁௜ఈ × ݁௜ఈᇲ = 1݁௜൫ఈାఈᇲ൯ = ݁௜൫ఈାఈᇲ൯. 
On a donc bien : ࢻ࢏ࢋ × ᇲࢻ࢏ࢋ =  .ᇲ൯ࢻାࢻ൫࢏ࢋ
 

Autre méthode : 
݁௜ఈ × ݁௜ఈᇲ = (cos(ߙ) + ݅ sin(ߙ))(cos(ߙ′) + ݅ sin(ߙ′)) 
= cos(ߙ) cos(ߙ′) + ݅² sin(ߙ) sin(ߙ′) + ݅(cos(ߙ) sin(ߙ′) + sin(ߙ) cos(ߙ′)) 
= cos(ߙ) cos(ߙ′) − sin(ߙ) sin(ߙ′) + ݅(cos(ߙ) sin(ߙ′) + sin(ߙ) cos(ߙ′)) 

= cos(ߙ) cos(ߙ′) − sin(ߙ) sin(ߙ′)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ୡ୭ୱ(ఈାఈᇲ)

+ ݅ ൭sin(ߙ) cos(ߙ′) + cos(ߙ) sin(ߙ′)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ୱ୧୬ (ఈାఈᇲ)

൱ 

 

= cos(ߙ + (ᇱߙ + ݅ sin(ߙ +  (ᇱߙ
= ݁௜൫ఈାఈᇲ൯ 
 

ܲ  Pour tout réel ࢻ, on a : ݁ି௜ࢻ = 
ଵ
௘೔ࢻ

 . 
 

 

C26 Démontrer la formule précédente. 
Soit ߙ ∈ ℝ, on a : 

݁ି௜ఈ × ݁௜ఈ = ݁௜(ିఈ) × ݁௜(ఈ) = ݁௜(ିఈାఈ) = ݁௜଴ 
= cos(0) + ݅ sin(0) = 1 

Résumons : ݁ି௜ఈ × ݁௜ఈ = 1 donc : ࢻ࢏ିࢋ = 
૚
ࢻ࢏ࢋ

. 
Autre méthode : 
 

1
݁௜ఈ

=
1

cos(ߙ) + ݅ sin(ߙ) =
1 × (cos(ߙ) − ݅ sin(ߙ))

(cos(ߙ) + ݅ sin(ߙ))(cos(ߙ) − ݅ sin(ߙ)) 
 

=
cos(ߙ) − ݅ sin(ߙ)
cos²(ߙ) + sin²(ߙ) =

cos(−ߙ) + ݅ sin(−ߙ)
1

= ݁ି௜ఈ 
 

ܦ  Tout complexe ݖ non nul admet pour forme exponentielle |ࣂ࢏ࢋ|ࢠ 
où ߠ est un argument de ݖ. 
 

 
  



utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P. 
 

C27 Donner la forme exponentielle de : 5, −7݅ et √3 + ݅. 
 

ܲ  Formules d’Euler  
Pour tout réel ߠ,on a : 
 

(ࣂ)ܛܗ܋ =
ࣂ࢏ࢋ + ࣂ࢏ିࢋ

૛
   et  (ࣂ)ܖܑܛ =

ࣂ࢏ࢋ − ࣂ࢏ିࢋ

૛࢏
 

 

 
C28 Démontrer les formules d’Euler. 
 
C29 En utilisant les formules d’Euler, démontrer que : 
 

ݔ∀ ∈ ℝ, cosଷ(ݔ) =
1
4

cos(3ݔ) +
3
4

cos(ݔ) 
 

ܲ  Formule de Moivre 
Pour tout réel ߠ et tout entier naturel ݊, on a : 
 

(ࣂ࢔)ܛܗ܋ + ࢏ (ࣂ࢔)ܖܑܛ = (ࣂ)ܛܗ܋) + ࢏  ࢔((ࣂ)ܖܑܛ
 

 
C30 Démontrer la formule de Moivre. 
 

C31 En exprimant de deux manières (cos(ݔ) + ݅ sin(ݔ))ଶ où ݔ ∈ ℝ 
retrouver les formules de trigonométrie donnant cos(2ݔ) et sin(2ݔ) 
en fonction de cos(ݔ) et sin(ݔ). 
 

C32 Pour ݔ ∈ ℝ exprimer cos(3ݔ) en fonction de cos(ݔ) et sin(3ݔ) 
en fonction de sin(ݔ). 
 

ܲ  trois points deux à deux distincts du plan complexe de ܥ et ܤ ,ܣ 
repère (ܱ; ݁ଵሬሬሬ⃗ , ݁ଶሬሬሬ⃗  ), alors : 
 

൫ࢋ૚ሬሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭ ൯ ≡ ࡮ࢠ)܏ܚ܉ −  [૛࣊](࡭ࢠ
 

൫࡮࡭ሬሬሬሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬ⃗࡯࡭ ൯ ≡ ܏ܚ܉ ൬
࡯ࢠ − ࡭ࢠ
࡮ࢠ − ࡭ࢠ

൰  [૛࣊] 
 

C33 On souhaite démontrer les deux formules précédentes. 
On se place dans le plan complexe de repère(ܱ; ݁ଵሬሬሬ⃗ , ݁ଶሬሬሬ⃗  ). 

1. Soient ܣ et ܤ deux points distincts et ܯ le point d’affixe  
஻ݖ − ஺ : quelle est la mesure de l’angle de vecteurs (݁ଵሬሬሬ⃗ݖ , ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ ) ?  
En déduire : ൫݁ଵሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ൯ ≡ arg(ݖ஻ − (஺ݖ  .[ߨ2] 

2. On admet que, pour tous vecteurs ݑሬ⃗ ሬሬ⃗ݓ et ݒ⃗ ,  non nuls, on a : 
,ݒ⃗) ሬ⃗ݑ ) = ሬ⃗ݑ)− , ሬ⃗ݑ) et [ߨ2] (ݒ⃗ , (ݒ⃗ + ,ݒ⃗) ሬሬ⃗ݓ ) = ሬ⃗ݑ) , ሬሬ⃗ݓ  .[ߨ2] (
Soient ܤ ,ܣ et ܥ trois points deux à deux distincts. 
 

Démontrer que : ൫ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬ⃗ܥܣ ൯ ≡ arg ቀ௭಴ି௭ಲ
௭ಳି௭ಲ

ቁ  .[ߨ2] 
 

C34 On pose : ݖ஺ = 2 + ஻ݖ ,3݅ = 4 + 2݅ et ݖ஼ = 3 + 5݅.  
 

Calculer le module et un argument de  
௭಴ି௭ಲ
௭ಳି௭ಲ

.  

En déduire la nature du triangle ܥܤܣ.  

 

ܦ  On note ॼ l’ensemble des complexes de module 1.  
 

ॼ est parfois appelé « cercle unité » même s’il ne s’agit pas d’un 
ensemble de points mais de nombres complexes.  
 

ܲ  quelques propriétés 
 

ݖ • ∈ ℂ a pour module 1 ⇔ il existe ߠ ∈ ℝ tel que ݖ = ݁௜ఏ  
 

• ݖ ∈ ॼ ⇔ ߠ∃ ∈ ℝ, ݖ = ݁௜ఏ 
• si ݖ ∈ ॼ et ݖᇱ ∈ ॼ, alors ݖ × ᇱݖ ∈ ॼ et  

௭
 ௭ᇲ

  ∈ ॼ 
 

 
C35 Démontrer la stabilité de ॼ par produit et quotient. 
 

ܦ  Pour ݊ ∈ ℕ∗, on appelle racine ࢔-ième de l’unité toute solution 
 

dans ℂ de l’équation: ݖ௡ = 1. 
 

On note parfois ॼ࢔ l’ensemble des racines ݊-ièmes de l’unité. 
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C27 Donner la forme exponentielle de : ૞, −ૠ࢏ et √૜ + ࢏. 
 

• 5 = 5(1 + 0݅) = 5(cos 0 + ݅ sin 0) = ૞ࢋ૙࢏ 
 

• −7݅ = 7(0 − ݅) = 7 ቀcos ቀ−
ߨ
2
ቁ + ݅ sin ቀ−

ߨ
2
ቁቁ = ૠ࢏ିࢋ 

࣊
૛ 

 

• ห√3 + ݅ห = ට൫√3൯
ଶ

+ (1)ଶ = √3 + 1 = √4 = ૛ 
 

   √3 + ݅ = 2ቆ
√3
2

+
1
2
݅ቇ = 2 ቀcos ቀ

ߨ
6
ቁ + ݅ sin ቀ

ߨ
6
ቁቁ = ૛࢏ࢋ 

࣊
૟ 

 

ܲ  Formules d’Euler  
Pour tout réel ߠ,on a : 
 

(ࣂ)ܛܗ܋ =
ࣂ࢏ࢋ + ࣂ࢏ିࢋ

૛
   et  (ࣂ)ܖܑܛ =

ࣂ࢏ࢋ − ࣂ࢏ିࢋ

૛࢏
 

 

 Ne pas oublier ࢏ au dénominateur pour sin(ߠ). 
 
C28 Démontrer les formules d’Euler. 
 

Soit ߠ ∈ ℝ : ݁௜ఏ = cos(ߠ) + ݅ sin(ߠ) et ݁ି௜ఏ = cos(ߠ) − ݅ sin(ߠ).  
Donc, par somme : 

݁௜ఏ + ݁ି௜ఏ = 2 cos(ߠ) 
݁௜ఏ + ݁ି௜ఏ

2
= cos(ߠ) 

et par différence : 
݁௜ఏ − ݁ି௜ఏ = 2݅ sin(ߠ) 
݁௜ఏ − ݁ି௜ఏ

2݅
= sin(ߠ) 

 

C29 En utilisant les formules d’Euler, démontrer que : 
 

∀࢞ ∈ ℝ, (࢞)૜ܛܗ܋ =
૚
૝
(૜࢞)ܛܗ܋ +

૜
૝
 (࢞)ܛܗ܋

 

Pour tout réel ݔ, on a : cos(ݔ) =
݁௜௫ + ݁ି௜௫

2
, donc : 

cosଷ(ݔ) = ቆ
݁௜௫ + ݁ି௜௫

2
ቇ
ଷ

=
(݁௜௫ + ݁ି௜௫)ଷ

2ଷ
 

=
(݁௜௫)ଷ + 3(݁௜௫)ଶ݁ି௜௫ + 3݁௜௫(݁ି௜௫)ଶ + (݁ି௜௫)ଷ

8
 

=
݁ଷ௜௫ + 3݁ଶ௜௫݁ି௜௫ + 3݁௜௫݁ିଶ௜௫ + ݁ିଷ௜௫

8
 

=
݁ଷ௜௫ + 3݁௜௫ + 3݁ି௜௫ + ݁ିଷ௜௫

8
 

=
݁ଷ௜௫ + ݁ିଷ௜௫

8
+ 3

݁௜௫ + ݁ି௜௫

8
 

=
1
4

×
݁ଷ௜௫ + ݁ିଷ௜௫

2
+

3
4

×
݁௜௫ + ݁ି௜௫

8
 

=
1
4

cos(3ݔ) +
3
4

cos(ݔ) 
 

ܲ  Formule de Moivre 
Pour tout réel ߠ et tout entier naturel ݊, on a : 
 

(ࣂ࢔)ܛܗ܋ + ࢏ (ࣂ࢔)ܖܑܛ = (ࣂ)ܛܗ܋) + ࢏  ࢔((ࣂ)ܖܑܛ
 

ࣂ࢔࢏ࢋ =  ࢔(ࣂ࢏ࢋ)
 

 
C30 Démontrer la formule de Moivre. 
Soit ߠ ∈ ℝ et ݊ ∈ ℕ. 
D’une part : ห݁௜௡ఏห = 1 et ห݁ఏห௡ = 1௡ = 1 donc ห݁௜௡ఏห = ห൫݁௜ఏ൯௡ห  
D’autre part : 

arg൫݁௜௡ఏ൯ ≡ ߠ݊ ≡ ݊ × arg൫݁௜ఏ൯ ≡ arg൫൫݁௜ఏ൯௡൯ [2ߨ] 
Les deux complexes ݁௜௡ఏ et ൫݁௜ఏ൯௡ ont même modules et même 
argument modulo [2ߨ] donc ils sont égaux. 
Puis : 

cos(݊ߠ) + ݅ sin(݊ߠ) = ݁௜௡ఏ = ൫݁௜ఏ൯௡ = (cos(ߠ) + ݅ sin(ߠ))௡  
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C31 En exprimant de deux manières (ܛܗ܋(࢞) + ࢏   ࢞ ૛ où((࢞)ܖܑܛ
est un réel quelconque, retrouver les formules de trigonométrie 
donnant ܛܗ܋(૛࢞) et ܖܑܛ(૛࢞) en fonction de ܛܗ܋(࢞) et ܖܑܛ(࢞). 
 

Soit ݔ ∈ ℝ, on a d’une part : 
(cos ݔ + ݅ sin ଶ(ݔ = (cosݔ)ଶ + 2݅ cos ݔ sin ݔ + ݅ଶ sin²  ݔ
= cos² ݔ − sinଶ ݔ + 2݅ sin ݔ cos  ݔ

et d’autre part : 
(cos ݔ + ݅ sin ଶ(ݔ = (݁௜௫)ଶ = ݁ଶ௜௫ = cos ݔ2 + ݅ sin  ݔ2

Donc : cos² ݔ − sinଶ ݔ + 2݅ sin ݔ cos ݔ = cos ݔ2 + ݅ sin  .ݔ2
Or, deux complexes sont égaux lorsque leurs parties réelles sont 
égales et leurs parties imaginaires sont égales, donc : 
 

cos ݔ2 = cos² ݔ − sin² ݔ   et  sin ݔ2 = 2 sin ݔ cos  ݔ
Conclusion :  

∀࢞ ∈ ℝ, ܛܗ܋ ૛࢞ = ²࢞ܛܗ܋ − ²ܖܑܛ ࢞   et  ܖܑܛ૛࢞ = ૛ ࢞ܖܑܛ ܛܗ܋ ࢞ 
 

C32 Pour ࢞ ∈ ℝ exprimer ܛܗ܋(૜࢞) en fonction de ܛܗ܋(࢞) et 
 .(࢞)ܖܑܛ en fonction de (૜࢞)ܖܑܛ
 

Soit ݔ ∈ ℝ, on a : 
cos(3ݔ) + ݅ sin(3ݔ) 
= ݁ଷ௜௫ 
= (݁௜௫)ଷ 
= (cos(ݔ) + ݅ sin(ݔ))ଷ 
= cosଷ(ݔ) + 3 cosଶ(ݔ) sin(ݔ) ݅ + 3 cos(ݔ) sinଶ(ݔ) ݅² + ݅ଷ sinଷ(ݔ) 
= cosଷ(ݔ) − 3 cos(ݔ) sinଶ(ݔ) + ݅(3 cosଶ(ݔ) sin(ݔ) − sinଷ(ݔ)) 
 

Or, deux complexes sont égaux lorsque leurs parties réelles sont 
égales et leurs parties imaginaires sont égales, donc on a d’une part : 

cos(3ݔ) = cosଷ(ݔ) − 3 cos(ݔ) sinଶ(ݔ) 
or, sin²(ݔ) = 1 − cos²(ݔ), donc : 

cos(3ݔ) = cosଷ(ݔ) − 3 cos(ݔ) (1 − cosଶ(ݔ)) 
⇔ cos(3ݔ) = cosଷ(ݔ) − 3 cos(ݔ) + 3 cosଷ(ݔ) 
⇔ cos(3ݔ) = 4 cosଷ(ݔ) − 3 cos(ݔ) 

Conclusion 1 : ∀࢞ ∈ ℝ, (૜࢞)ܛܗ܋ = ૝ (࢞)૜ܛܗ܋ − ૜  .(∗) (࢞)ܛܗ܋
 

et d’autre part : 
sin(3ݔ) = 3 cosଶ(ݔ) sin(ݔ) − sinଷ(ݔ) 

Or, cosଶ(ݔ) = 1 − sinଶ(ݔ), donc : 
sin(3ݔ) = 3(1 − sinଶ(ݔ)) sin  (ݔ) − sinଷ(ݔ) 
⇔ sin(3ݔ) = 3(sin(ݔ) − sinଷ(ݔ)) − sinଷ(ݔ) 
⇔ sin(3ݔ) = 3 sin(ݔ) −3 sinଷ(ݔ) − sinଷ(ݔ) 
⇔ sin(3ݔ) = 3 sin(ݔ) − 4 sinସ(ݔ) 
 

Conclusion 2 : ∀࢞ ∈ ℝ, (૜࢞)ܖܑܛ = ૜ܖܑܛ(࢞) − ૝ܖܑܛ૝(࢞) (∗∗). 
 

ܲ  trois points deux à deux distincts du plan complexe de ܥ et ܤ ,ܣ 
repère (ܱ; ݁ଵሬሬሬ⃗ , ݁ଶሬሬሬ⃗  ), alors : 
 

൫ࢋ૚ሬሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭ ൯ ≡ ࡮ࢠ)܏ܚ܉ −  [૛࣊](࡭ࢠ
 

 ൫࡮࡭ሬሬሬሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬ⃗࡯࡭ ൯ ≡ ܏ܚ܉ ൬
࡯ࢠ − ࡭ࢠ
࡮ࢠ − ࡭ࢠ

൰  [૛࣊] 
 

 
C33 On souhaite démontrer les deux formules précédentes. 
On se place dans le plan complexe de repère(ࡻ; ૚ሬሬሬሬ⃗ࢋ , ૛ሬሬሬሬ⃗ࢋ  ). 
 

1. Soient ࡭ et ࡮ deux points distincts et ࡹ le point d’affixe  
࡮ࢠ − ૚ሬሬሬሬ⃗ࢋ) quelle est la mesure de l’angle de vecteurs : ࡭ࢠ , ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ࡹࡻ ) ?  
En déduire : ൫ࢋ૚ሬሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭ ൯ ≡ ࡮ࢠ)܏ܚ܉ −   .[૛࣊](࡭ࢠ
Par définition d’un argument : ൫݁ଵሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ ൯ ≡ arg(ݖெ)[2ߨ](∗). 
Or, d’une part les vecteurs ܱܯሬሬሬሬሬሬ⃗  et ܤܣሬሬሬሬሬ⃗  ont même affixe ݖ஻ −   ஺ݖ
donc ils sont égaux,et d’autre part ݖெ = ஻ݖ −  ஺ donc (∗) s’écritݖ
aussi : ൫ࢋ૚ሬሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭ ൯ ≡ ࡮ࢠ)܏ܚ܉ − (࡭ࢠ  [૛࣊]. 
   

2. On admet que, pour tous vecteurs ሬ࢛ሬ⃗ , ሬ࢜ሬ⃗  et ሬ࢝ሬሬ⃗  non nuls, on a : 
(ሬ࢜ሬ⃗ , ሬ࢛ሬ⃗ ) ≡ −(ሬ࢛ሬ⃗ , ሬ࢜ሬ⃗ ) [૛࣊] et (ሬ࢛ሬ⃗ , ሬ࢜ሬ⃗ ) + (ሬ࢜ሬ⃗ , ሬ࢝ሬሬ⃗ ) ≡ (ሬ࢛ሬ⃗ , ሬ࢝ሬሬ⃗ ) [૛࣊]. 
 

Soient ܤ ,ܣ et ܥ trois points deux à deux distincts. 
Démontrer que : ൫ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬ⃗ܥܣ ൯ ≡ arg ቀ௭಴ି௭ಲ

௭ಳି௭ಲ
ቁ  .[ߨ2] 
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On a : 
൫ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬ⃗ܥܣ ൯ ≡ ൫ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ , ݁ଵሬሬሬ⃗ ൯ + ൫݁ଵሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬ⃗ܥܣ ൯ ≡ −൫݁ଵሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ൯ + ൫݁ଵሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬ⃗ܥܣ ൯ 
≡ −arg(ݖ஻ − (஺ݖ + arg(ݖ஼ − (஺ݖ ≡arg(ݖ஼ − (஺ݖ − arg (ݖ஻ −  (஺ݖ

≡ arg ൬
஼ݖ − ஺ݖ
஻ݖ − ஺ݖ

൰  [ߨ2] 

On a donc bien : 

൫࡮࡭ሬሬሬሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬ⃗࡯࡭ ൯ ≡ ܏ܚ܉ ൬
࡯ࢠ − ࡭ࢠ
࡮ࢠ − ࡭ࢠ

൰  [૛࣊] 
 

 

C34 On pose : ࡭ࢠ = ૛ + ૜࡮ࢠ ,࢏ = ૝ + ૛࢏ et ࡯ࢠ = ૜ + ૞࢏. 
Calculer le module et un argument de  

࡭ࢠି࡯ࢠ
࡭ࢠି࡮ࢠ

, en déduire la nature 

du triangle ࡯࡮࡭.  
 

On a : 
஼ݖ − ஺ݖ
஻ݖ − ஺ݖ

=
3 + 5݅ − (2 + 3݅)
4 + 2݅ − (2 + 3݅)

=
3 + 5݅ − 2 − 3݅
4 + 2݅ − 2 − 3݅

=
1 + 2݅
2 − ݅

 

=
(1 + 2݅)(2 + ݅)
(2 − ݅)(2 + ݅)

=
2 + ݅ + 4݅ − 2

4 + 1
=

5݅
5

= ݅ = ݁௜
గ
ଶ  

 

On a d’une part :  
ܥܣ
ܤܣ

=
஼ݖ| − |஺ݖ
஻ݖ| − |஺ݖ

= ฬ
஼ݖ − ஺ݖ
஻ݖ − ஺ݖ

ฬ = ቚ݁௜
గ
ଶቚ = 1 

donc : ܥܣ =  .(∗) ܤܣ
 

D’autre part, on a : 

൫ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬ⃗ܥܣ ൯ ≡ arg ൬
஼ݖ − ஺ݖ
஻ݖ − ஺ݖ

൰ = arg( ݁௜
గ
ଶ) =

ߨ
2

  
 

donc le triangle ܥܤܣ  est rectangle en ܣ (∗∗). 
 

Il résulte de (∗) et (∗∗) que le triangle ࡯࡮࡭ est rectangle isocèle  
en ࡭.  
 
 
 

ܦ  On note ॼ l’ensemble des complexes de module 1.  
 

ॼ est parfois appelé « cercle unité » même s’il ne s’agit pas d’un 
ensemble de points mais de nombres complexes.  
 

ܲ  quelques propriétés 
ݖ • ∈ ℂ a pour module 1 ⇔ il existe ߠ ∈ ℝ tel que ݖ = ݁௜ఏ  
• ݖ ∈ ॼ ⇔ ߠ∃ ∈ ℝ, ݖ = ݁௜ఏ 
• si ݖ ∈ ॼ et ݖᇱ ∈ ॼ, alors ݖ × ᇱݖ ∈ ॼ et  

௭
 ௭ᇲ

  ∈ ॼ 
 

 
C35 Démontrer la stabilité de ॼ par produit et quotient. 
 

Soit ݖ et ݖ′ appartenant à ॼ : |ݖ| = 1 et |ݖᇱ| = 1. 
On a : |ݖ × |ᇱݖ = |ݖ| × |ᇱݖ| = 1 × 1 = 1. 
Résumons : |ݖ × |ᇱݖ = 1 ce qui montre que ݖ × ᇱݖ ∈ ॼ. 
 

|ᇱݖ| ≠ 0 donc ݖᇱ ≠ 0, on peut donc considérer ௭
௭ᇲ

  et on a : 

ቚ
ݖ
′ݖ
ቚ =

|ݖ|
|ᇱݖ|

=
1
1

= 1 

Résumons : ቚ ௭
௭ᇲ
ቚ = 1 donc ௭

௭ᇲ
 ∈ ॼ.   

  
ܦ  Pour ݊ ∈ ℕ∗, on appelle racine ࢔-ième de l’unité toute solution 

 

dans ℂ de l’équation: ݖ௡ = 1. 
 

On note parfois ॼ࢔ l’ensemble des racines ݊-ièmes de l’unité. 
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C36 Résoudre dans ℂ l’équation (ܧ) ∶ ଷݖ = 1.  

Vérifier que les trois solutions s’écrivent : ݁௞
మഏ
య  ௜, ݇ ∈ {0; 1; 2}. 

 

C37 Résoudre dans ℂ l’équations : ݖସ = 1. Vérifier que les solutions 

s’écrivent :  ݁௞
మഏ
ర  ௜ avec ݇ ∈ {0; 1; 2; 3}. 

 
 

૜ࢠ = ૚ ࢠ૝ = ૚ 

  
 
 

૞ࢠ = ૚ ࢠ૟ = ૚ 

  

ܲ  Soit ݊ ∈ ℕ∗, les solutions de  ݖ௡ = 1 sont les ࢔ nombres tous 

distincts  ࢑ࢋ
૛࣊
࢔ avec ݇ entier naturel vérifiant 0 ࢏ ⩽ ݇ ⩽ ݊ − 1. 

 

݅  Lorsque ݊ ⩾ 3, les points d’affixes respectives ݖ௞ = ݁௞
మഏ
೙ ௜ sont les 

sommets d’un polygone régulier à ݊ côtés donc le point d’affixe 1 est 
l’un des sommets. 
  

 
 

ܲ ,ܣ   sont quatre points tous distincts, on a les ܦ et ܥ ,ܤ
équivalences :  

• (࡮࡭) ⫽ (ࡰ࡯) ⇔
ࡰࢠ − ࡯ࢠ
࡮ࢠ − ࡭ࢠ

  est un réel non nul 
 

• ,࡭ sont alignes ࡯ ࢚ࢋ ࡮ ⇔
࡯ࢠ − ࡭ࢠ
࡮ࢠ − ࡭ࢠ

  est un reel non nul 
 
 

• (࡮࡭) ⊥ (ࡰ࡯) ⇔
ࡰࢠ − ࡯ࢠ
࡮ࢠ − ࡭ࢠ

  est un imaginaire pur non nul 
  

 
C38 Justifier les trois points de la propriété précédente. 
 

C39 Dans le plan complexe on considère ܥ ,ܤ ,ܣ et ܦ d’affixes 
respectives : ݖ஺ = 2 + ஻ݖ ,4݅ = 4 + ஼ݖ ,3݅ = 5 + ஽ݖ ,݅ = 1 + 3݅. 
Les droites (ܤܣ) et (ܦܥ) sont-elles parallèles ? 
 

C40 Dans le plan complexe, on considère ܤ ,ܣ et ܥ tels que : 
஺ݖ = 7 + ஻ݖ ,5݅ = 4 + 4݅ et ݖ஼ = −2 + 2݅. 
Les points ܤ ,ܣ et ܥ sont-ils alignés ? 
 

C41 Dans le plan complexe, on considère ܤ ,ܣ et ܥ tels que : 
஺ݖ = 3 + ஻ݖ ,2݅ = 1 + 4݅ et ݖ஼ = 6 + 5݅.  
 

Calculer  
௭಴ି௭ಲ
௭ಳି௭ಲ

 . 
 

Que peut-on en déduire sur la nature du triangle ܥܤܣ  ? 
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C36 Résoudre dans ℂ l’équation (ࡱ) ∶ ૜ࢠ = ૚.  

Vérifier que les trois solutions s’écrivent : ࢑ࢋ
૛࣊
૜ ࢑ ,࢏  ∈ ൛૙ ; ૚ ; ૛ൟ. 

 

ଷݖ = 1 ⇔ ଷݖ − 1ଷ = 0 ⇔ ݖ) − ଶݖ)(1 + ݖ + 1) = 0 
⇔ ݖ = ଶݖ ݑ݋ 1 + ݖ + 1 = 0  

²ݖ + ݖ + 1 est de la forme ܽ²ݖ + ݖܾ + ܿ avec ܽ = 1, ܾ = 1 et ܿ = 1, 
de discriminant : Δ = ܾ² − 4ܽܿ = 1ଶ − 4(1)(1) = −3 = ൫݅√3൯

ଶ
. 

En posant ߜ = ݅√3, on a ߜଶ = Δ et les racines de ²ݖ + ݖ + 1 dans ℂ 
dont : 

ଵݖ =
−ܾ + ߜ

2ܽ
=
−1 + ݅√3

2(1) =
−1 + ݅√3

2
= −

1
2

+
√3
2
݅ 

ଶݖ =
−ܾ − ߜ

2ܽ
=
−1 − ݅√3

2(1) =
−1 − ݅√3

2
= −

1
2
−
√3
2
݅ 

 
L’équation ݖଷ = 1 admet pour solutions : 

૙ࢠ = ૚, ૚ࢠ = −
૚
૛

+ ࢏
√૜
૛

 et ࢠ૜ = −
૚
૛
− ࢏

√૜
૛

 

Or, 
 

 ݁଴
మഏ
య  ௜ = ݁଴௜ = cos(0) + ݅ sin(0) = 1 + ݅(0) = 1 =  ૙ࢠ

݁ଵ
ଶగ
ଷ  ௜ = ݁

ଶగ
ଷ ௜ = cos ൬

ߨ2
3
൰ + ݅ sin ൬

ߨ2
3
൰ = −

1
2

+ ݅
√3
2

=  ૚ࢠ

݁ଶ
ଶగ
ଷ  ௜ = ݁

ସగ
ଷ ௜ = cos൬

ߨ4
3
൰ + ݅ sin ൬

ߨ4
3
൰ = −

1
2
− ݅

√3
2

=  ૛ࢠ
 

Les solutions de ݖଷ = 1 s’écrivent bien ݁௞
మഏ
య  ௜, ݇ ∈ ൛0 ; 1 ; 2ൟ.  

 
 

C37 Résoudre dans ℂ l’équations : ࢠ૝ = ૚. Vérifier que les solutions 

s’écrivent : ࢑ࢋ
૛࣊
૝ ࢑ avec ࢏  ∈ {૙; ૚; ૛; ૜}. 

 

ସݖ = 1 ⇔ ସݖ − 1 = 0 ⇔ ଶ(ଶݖ) − 1ଶ = 0 ⇔ ଶݖ) + ଶݖ)(1 − 1) = 0 
⇔ ଶݖ) − ݅ଶ)(ݖଶ − 1ଶ) = 0 ⇔ ݖ) − ݖ)(݅ + ݖ)(݅ − ݖ)(1 + 1) = 0 
⇔ ݖ ∈ {1; ݅; −1;−݅} 

Les solutions de ݖସ = 1 sont complexes :  
૙ࢠ = ૚, ૚ࢠ = ,࢏ ૜ࢠ = −૚ et ࢠ૝ =  ࢏−

Or,  

݁଴×ଶగସ ௜ = ݁଴௜ = ݁଴ = 1 =  ૙ࢠ

݁ଵ×ଶగସ ௜ = ݁
గ
ଶ௜ = cos ቀ

ߨ
2
ቁ + ݅ sin ቀ

ߨ
2
ቁ = 0 + ݅ × 1 = ݅ =  ૚ࢠ

݁ଶ×ଶగସ ௜ = ݁గ௜ = cos(ߨ) + ݅ sin(ߨ) = −1 + ݅ × 0 = −1 =  ૛ࢠ

݁ଷ×ଶగସ ௜ = ݁
ଷగ
ଶ ௜ = cos ൬

ߨ3
2
൰ + ݅ sin ൬

ߨ3
2
൰ = 0 + ݅ × −1 = −݅ =  ૜ࢠ

Donc les solutions de ݖସ s’écrivent bien : ࢑ࢋ
૛࣊
૝ ࢑ avec ࢏  ∈ {૙; ૚; ૛; ૜}. 

  

ܲ  Soit ݊ ∈ ℕ∗, les solutions de  ݖ௡ = 1 sont les ࢔ nombres tous 

distincts  ࢑ࢋ
૛࣊
࢔ avec ݇ entier naturel vérifiant 0 ࢏ ⩽ ݇ ⩽ ݊ − 1. 

 

݅  Lorsque ݊ ⩾ 3, les points d’affixes respectives ݖ௞ = ݁௞
మഏ
೙ ௜ sont les 

sommets d’un polygone régulier à ݊ côtés donc le point d’affixe 1 est 
l’un des sommets. 
 
  

 

ܲ ,ܣ   sont quatre points tous distincts, on a les ܦ et ܥ ,ܤ
équivalences :  

• (࡮࡭) ⫽ (ࡰ࡯) ⇔
ࡰࢠ − ࡯ࢠ
࡮ࢠ − ࡭ࢠ

  est un réel non nul 
 

• ,࡭ sont alignes ࡯ ࢚ࢋ ࡮ ⇔
࡯ࢠ − ࡭ࢠ
࡮ࢠ − ࡭ࢠ

  est un reel non nul 
 
 

• (࡮࡭) ⊥ (ࡰ࡯) ⇔
ࡰࢠ − ࡯ࢠ
࡮ࢠ − ࡭ࢠ

  est un imaginaire pur non nul 
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C38 Justifier les trois points de la propriété précédente. 
 

• (࡮࡭) ⫽ (ࡰ࡯) ⇔
ࡰࢠ − ࡯ࢠ
࡮ࢠ − ࡭ࢠ

  est un réel non nul 

Avec les notations de la propriété précédente on a les équivalences : 
(ܤܣ) ⫽ (ܦܥ) ⇔ ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ሬሬሬሬሬ⃗ܦܥ ݐ݁   sont colinéaires  
⇔ ൫ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬ⃗ܦܥ ൯ = ⇔[ߨ2] ߨ ݑ݋ 0 arg ൬

஽ݖ − ஺ݖ
஻ݖ − ஺ݖ

൰ =  [ߨ2] ߨ ݑ݋ 0

⇔
஽ݖ − ஺ݖ
஻ݖ − ஺ݖ

  est un réel strictement positif ou strictement négatif 

⇔
஽ݖ − ஺ݖ
஻ݖ − ஺ݖ

  est un réel non nul 
 

• ,࡭ sont alignes ࡯ ࢚ࢋ ࡮ ⇔
࡯ࢠ − ࡭ࢠ
࡮ࢠ − ࡭ࢠ

  est un reel non nul 

Avec les notations de la propriété précédente on a les équivalences : 
 

,ܣ alignés ܥ et ܤ ⇔ (ܤܣ) ⫽ (ܥܣ) ⇔
஼ݖ − ஺ݖ
஻ݖ − ஺ݖ

  est un réel non nul 

 

• (࡮࡭) ⊥ (ࡰ࡯) ⇔
ࡰࢠ − ࡯ࢠ
࡮ࢠ − ࡭ࢠ

  est un imaginaire pur non nul 

Avec les notations de la propriété précédente on a les équivalences : 
(ܤܣ) ⊥ (ܦܥ) ⇔ ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ⊥ ሬሬሬሬሬ⃗ܦܥ   ⇔ ൫ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ , ሬሬሬሬሬ⃗ܦܥ ൯ =

ߨ
2

ݑ݋  −
ߨ
2

 [ߨ2] 

⇔ arg ൬
஽ݖ − ஺ݖ
஻ݖ − ஺ݖ

൰ =
ߨ
2

ݑ݋  −
ߨ
2

 [ߨ2]  

⇔
஽ݖ − ஺ݖ
஻ݖ − ஺ݖ

  est un imaginaire pur non nul 

 
C39 Dans le plan complexe on considère ࡯ ,࡮ ,࡭ et ࡰ d’affixes 
respectives : ࡭ࢠ = ૛ + ૝࡮ࢠ ,࢏ = ૝ + ૜࡯ࢠ ,࢏ = ૞ + ࡰࢠ ,࢏ = ૚ + ૜࢏. 
Les droites (࡮࡭) et (ࡰ࡯) sont-elles parallèles ? 
 

On a : 
஽ݖ − ஼ݖ
஻ݖ − ஺ݖ

=
1 + 3݅ − (5 + ݅)

4 + 3݅ − (2 + 4݅)
=
−4 + 2݅

2 − ݅
=

(−4 + 2݅)(2 + ݅)
2² + 1²

 

=
−8 − 4݅ + 4݅ − 2

5
=
−10

5
= −2 

On constate que 
௭ವି௭಴
௭ಳି௭ಲ

 est un réel donc (ܤܣ) et (ܦܥ) sont 

parallèles. 
 

C40 Dans le plan complexe, on considère ࡮ ,࡭ et ࡯ tels que : 
࡭ࢠ = ૠ + ૞࡮ࢠ ,࢏ = ૝ + ૝࢏ et ࡯ࢠ = −૛ + ૛࢏.  
Les points ࡮ ,࡭ et ࡯ sont-ils alignés ? 
 

On a : 
஼ݖ − ஺ݖ
஻ݖ − ஺ݖ

=
−2 + 2݅ − (7 + 5݅)
4 + 4݅ − (7 + 5݅)

=
−9 − 3݅
−3 − ݅

=
3(−3 − ݅)
−3 − ݅

= 3 
 

On constate que  
௭಴ି௭ಲ
௭ಳି௭ಲ

  est un réel (non nul) donc ܤ ,ܣ et ܥ sont 

alignés. 
 

C41 Dans le plan complexe, on considère ࡮ ,࡭ et ࡯ tels que : 

࡭ࢠ = ૜ + ૛࡮ࢠ ,࢏ = ૚ + ૝࢏ et ࡯ࢠ = ૟ + ૞࢏. Calculer  
࡭ࢠି࡯ࢠ
࡭ࢠି࡮ࢠ

 . 
 

Que peut-on en déduire sur la nature du triangle ࡯࡮࡭ ? 
 

On a : 
஼ݖ − ஺ݖ
஻ݖ − ஺ݖ

=
6 + 5݅ − (3 + 2݅)
1 + 4݅ − (3 + 2݅)

=
3 + 3݅
−2 + 2݅

=
(3 + 3݅)(−2 − 2݅)

(−2)ଶ + 2²
 

=
−6 − 6݅ − 6݅ + 6

8
=
−12݅

8
= −

4 × 3݅
4 × 2

= −
3
2
݅ 

On constate que  
௭಴ି௭ಲ
௭ಳି௭ಲ

  est un imaginaire pur (non nul) donc 

(ܤܣ) ⊥ ܥܤܣ autrement dit le triangle (ܤܣ)  est rectangle en ܣ. 
 
Remarque  

ܥܣ
ܤܣ

=
஼ݖ| − |஺ݖ
஻ݖ| − |஺ݖ

= ฬ
஼ݖ − ஺ݖ
஻ݖ − ஺ݖ

ฬ = ฬ−
3
2
݅ฬ =

3
2
≠ 1 

donc ܤܣ ≠  .n’est pas isocèleܥܤܣ par conséquent le triangle  ܥܣ
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C42 Soit ݔ ∈ ℝ, factoriser : (ݔ)ܣ = cos(ݔ) + cos(3ݔ). 
 

C43 On s’intéresse à la somme des racines ݊-ièmes de l’unité. 

1. Donner sans justification les solutions de ݖଶ = 1, les solutions  
de ݖଷ = 1 et les solutions de ݖସ = 1. Pour chacune de ces 
équations indiquer ce que vaut la somme de ses solutions. 

2. Etude du cas général 
Soit ݊ un entier naturel tel que ݊ ⩾ 2. 
Déterminer la somme des racines ݊-ièmes de l’unité. 

 

C44 A tout point ܯ d’affixe ݖ on associe le point ܯ′ d’affixe ݖ′ tel 
que : ݖᇱ = ݖ݅ + 3 + ݅.  
Un point confondu avec son point associé est appelé point invariant. 
 

1. Calculer l’affixe du point ܧ′ associé à ܧ d’affixe ݖா = 4 + ݅. 

2. Montrer qu’il existe un seul point invariant ܣ dont on précisera 
l’affixe. 

3. a.  Soit ܯ ≠ A, donner la forme exponentielle complexe de : 

ᇱݖ − ୅ݖ
ݖ − ୅ݖ

 

b.  Soit ܯ un point du plan : par quelle transformation graphique 
  passe-t-on de ܯ à ܯ′ ? 

 
 

C45 Soit ݔ ∈ ℝ tel que ݔ ≢  .[ߨ2] 0

1. Montrer que, pour tout réel ߠ : 

݁௜ఏ − 1 = ݁௜
ఏ
ଶ × sin ൬

ߠ
2
൰ × 2݅  

2. En déduire que :  

1 + cosݔ + cos ݔ2 =
sin ቀ3

2  ቁݔ

sin ቀ2ݔቁ
× cos(ݔ) 

sin(ݔ) + sin(2ݔ) =
sin ቀ3

2  ቁݔ

sin ቀ2ݔቁ
× sin(ݔ) 

C46 Vérifier que, pour tout réel ߠ : 

݁௜ఏ − 1 = ݁௜
ఏ
ଶ × sin ൬

ߠ
2
൰ × 2݅ 

 

puis démontrer que, pour tout ݔ ∈ ℝ tel que ݔ ≢  :[ߨ2] 0
 

෍cos(݇ݔ)
௡

௞ୀ଴

=
sin ൬(݊ + ݔ(1

2 ൰ 

sin ቀ2ݔቁ
× cos ቀ

ݔ݊
2
ቁ 

 

෍sin(݇ݔ)
௡

௞ୀ଴

=
sin ൬(݊ + ݔ(1

2 ൰ 

sin ቀ2ݔቁ
 × sin ቀ

ݔ݊
2
ቁ 

 
 

C47 Soient ݌ et ݍ deux réels. 
 

1. À l’aide des formules d’Euler, montrer que : 

cos (݌) + cos (ݍ) = 2 cos ൬
݌ + ݍ

2
൰ cos ቀ

݌ − ݍ
2

ቁ  (∗) 

2. Déduire de (∗) que : 

sin(݌) + sin(ݍ) = 2 sin ൬
݌ + ݍ

2
൰ cos ቀ

݌ − ݍ
2

ቁ (∗∗) 
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C42 Soit ࢞ ∈ ℝ, factoriser : ࡭(࢞) = (࢞)ܛܗ܋ +  .(૜࢞)ܛܗ܋
 

Soit ݔ ∈ ℝ, on a : 
cos(ݔ) + cos(3ݔ) 

=
݁௜௫ + ݁ି௜௫

2
+
݁ଷ௜௫ + ݁ିଷ௜௫

2
 

=
1
2

(݁௜௫ + ݁ଷ௜௫ + ݁ି௜௫ + ݁ିଷ௜௫) 

=
1
2

[݁ଶ௜௫(݁ି௜௫ + ݁௜௫) + ݁ିଶ௜௫(݁௜௫ + ݁ି௜௫)] 

=
1
2

(݁௜௫ + ݁ି௜௫)(݁ଶ௜௫ + ݁ିଶ௜௫) 

= 2 ×
݁௜௫ + ݁ି௜௫

2
×
݁ଶ௜௫ + ݁ିଶ௜௫

2
 

= 2 cos(ݔ) cos(2ݔ) 
 

Finalement : ∀࢞ ∈ ℝ, (࢞)ܛܗ܋ + (૜࢞)ܛܗ܋ = ૛ (࢞)ܛܗ܋  .(૛࢞)ܛܗ܋
 

C43 On s’intéresse à la somme des racines ࢔-ièmes des l’unité. 
 

1. Solutions de ࢠ૛ = ૚, ࢠ૜ = ૚ et ࢠ૝ = ૚, somme des solutions. 
 

ଶݖ • = 1 a pour solutions : 1 et −1 
somme des solutions = 1 + (−1) = ૙ 

ଷݖ • = 1 a pour solutions : 1, − 
ଵ
ଶ

 +݅ √
ଷ
ଶ

 et − 
ଵ
ଶ

 −݅ √ଷ
ଶ

 

somme des solutions ∶ 1 −
1
2

+ ݅
√3
2
−

1
2
− ݅

√3
2

= ૙ 
 

ସݖ • = 1 a pour solutions : 1, ݅,−1 et −݅. 
somme des solutions = 1 + ݅ − 1 − ݅ = ૙ 
 

2. Etude du cas général 
Soit ࢔ un entier naturel tel que ࢔ ⩾ ૛. 
Déterminer la somme des racines ࢔-ièmes de l’unité. 
 

Les racines ݊-ièmes de l’unité sont : 1, ݁௜
మഏ
೙ , ݁ଶ௜

మഏ
೙ , …, ݁(௡ିଵ)௜మഏ೙  

 

Lemme : pour ݊ ⩾ 2,  ݁௜
మഏ
೙ ≠ 1. 

 

En notant ܵ௡ la somme des racines ݊-ième de l’unité, on a: 

ܵ௡ = 1 + ݁௜
ଶగ
௡ + ݁ଶ௜

ଶగ
௡ + ⋯+ ݁(௡ିଵ)௜ଶగ௡  

= 1 + ݁௜
ଶగ
௡ + ൬݁௜

ଶగ
௡ ൰

ଶ
+ ⋯+ ൬݁௜

ଶగ
௡ ൰

௡ିଵ
 

= 1 + ݁௜
ଶగ
௡ + ݁ଶ௜

ଶగ
௡ + ⋯+ ݁(௡ିଵ)௜ଶగ௡  

= 1 + ݁௜
ଶగ
௡ + ൬݁௜

ଶగ
௡ ൰

ଶ
+ ⋯+ ൬݁௜

ଶగ
௡ ൰

௡ିଵ
 

On reconnait la somme des premiers termes d’une suite 

géométrique de raison ݍ = ݁௜
మഏ
೙ ≠ 1, donc : 

ܵ௡ = 1 ×
1 − ൬݁௜

ଶగ
௡ ൰

௡

1 − ݁௜
ଶగ
௡

=
1 − ݁௡௜

ଶగ
௡

1 − ݁௜
ଶగ
௡

=
1 − ݁௜ଶగ

1 − ݁௜
ଶగ
௡

 

=
1 − (cos(2ߨ) + ݅ sin(2ߨ))

1 − ݁௜
ଶగ
௡

=
1 − (1 + ݅(0))

1 − ݁௜
ଶగ
௡

=
0

1 − ݁௜
ଶగ
௡

= 0 

Résumons : ∀݊ ⩾ 2, ܵ௡ = 0. 
 

Pour tout ݊ ⩾ 2, a somme des racines ݊-ièmes de l’unité vaut ૙. 
 

Preuve du Lemme : 

Supposons que : ݁௜
మഏ
೙ = 1 avec ݊ ⩾ 2, on en déduit que : 

arg ൬݁௜
ଶగ
௡ ൰ = arg(1)[2ߨ]⇔

ߨ2
݊
≡  [ߨ2] 0

⇔ ∃݇ ∈ ℤ,
ߨ2
݊

= ݇ ×  ߨ2

Ce qui s’écrit aussi : 2ߨ × ଵ
௡

= ߨ2 × ݇ ⇔ ଵ
௡

= ݇ ⇔ 1 = ݇݊  
donc ݊ est un diviseur positif de 1, or le seul diviseur positif de 1 
est 1 donc ݊ = 1 ce qui contredit ݊ ⩾ 2 donc il faut rejeter la 

supposition que ݁௜
మഏ
೙ = 1 par conséquent ݁௜

మഏ
೙ ≠ 1 : le Lemme est 

démontré.  
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C44 A tout point ࡹ d’affixe ࢠ on associe le point ࡹ′ d’affixe ࢠ′ tel 
que : ࢠᇱ = ࢠ࢏ + ૜ +  .࢏
 

1. Calculer l’affixe du point ࡱ′ associé à ࡱ d’affixe ࡱࢠ = ૝ +  .࢏
 

si ݖ = 4 + ݅, alors : 
ᇱݖ = ݅(4 + ݅) + 3 + ݅ = 4݅ − 1 + 3 + ݅ = 2 + 5݅ 
 

L’affixe de ࡱ′ est donc ૛ + ૞࢏. 
 

2. Montrer qu’il existe un seul point invariant, noté ࡭, dont on 
précisera l’affixe. 
 

Il s’agit de résoudre l’équation ݖ = ݖ݅ + 3 + ݅. 
On a les équivalences : 
 

ݖ = ݖ݅ + 3 + ݅ ⇔ ݖ − ݖ݅ = 3 + ݅ ⇔ 1)ݖ − ݅) = 3 + ݅ 

⇔ ݖ =
3 + ݅
1 − ݅

⇔ ݖ =
(3 + ݅)(1 + ݅)

1² + 1²
⇔ ݖ =

3 + 3݅ + ݅ − 1
2

 

⇔ ݖ =
2 + 4݅

2
⇔ ݖ =

2(1 + 2݅)
2

⇔ ݖ = 1 + 2݅ 
Conclusion : Il existe un et seul point invariant, ࡭(૚ + ૛࢏). 
 

3. a.  ࡹ ≠   forme exponentielle complexe de ,ۯ

ۯࢠᇲିࢠ
࡭ࢠିࢠ

 

஺ݖ : est un point invariant donc ܣ   = ஺ݖ݅ + 3 + ݅.  
  On a : 

   
ᇱݖ − ஺ݖ
ݖ − ஺ݖ

=
ݖ݅ + 3 + ݅ − ஺ݖ݅) + 3 + ݅)

ݖ − ஺ݖ
 

=
ݖ݅ + 3 + ݅ − ஺ݖ݅ − 3 − ݅

ݖ − ஺ݖ
  =

ݖ݅ − ஺ݖ݅
ݖ − ஺ݖ

=
ݖ)݅ − (஺ݖ
ݖ − ஺ݖ

 

= ݅ = cos ቀ
ߨ
2
ቁ + ݅ sin ቀ

ߨ
2
ቁ = ݁௜

గ
ଶ 

  Résumons : 
ᇱࢠ − ۯࢠ
ࢠ − ࡭ࢠ

= ࢏ࢋ
࣊
૛ 

   

b.  ࡹ point du plan, de ࡹ à ࡹ′ par quelle transformation ? 

  Notons ݎ la rotation de centre ܣ et d’angle 
గ
ଶ

 . 

  • si ࡹ ≠  ࡭

      ൫ܯܣሬሬሬሬሬሬ⃗ , ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ ൯ = arg ൬
ᇱݖ − ஺ݖ
ݖ − ஺ݖ

൰ = arg ቀ݁௜
గ
ଶቁ =

ߨ
2

 [ߨ2] 

      
ᇱܯܣ

ܯܣ
=

ᇱݖ| − |஺ݖ
ݖ| − |஺ݖ

= ฬ
ᇱݖ − ஺ݖ
ݖ − ஺ݖ

ฬ = ቚ݁௜
గ
ଶቚ = 1 

  donc ܯܣᇱ =  .ܯܣ

     ቊ൫ܯܣ
ሬሬሬሬሬሬ⃗ , ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ ൯ ≡

ߨ
2

[ߨ2] 

ᇱܯܣ = ܯܣ
 

  donc ܯ′ est l’image de ܯ par la rotation ݎ de centre ܣ et  

  d’angle 
గ
ଶ

 .[ߨ2] 

  • si ࡹ =  ࡭
  On a : ܣᇱ = (ܣ)ݎ et ܣ = (ܣ)ݎ : donc ,ܣ =   par conséquent ′ܣ
  on passe encore de ܣ à ܣ′ par ݎ.    

  Conclusion : 
  Pour tout point ࡹ du plan on passe de ࡹ à ࡹ′ par la rotation 

  ࢘ de centre ࡭ et d’angle 
࣊
૛

 .  

   
C45 Soit ࢞ ∈ ℝ tel que ࢞ ≢ ૙ [૛࣊]. 

1. Montrer que tout réel ࣂ࢏ࢋ : ࣂ − ૚ = ࢏ࢋ
ࣂ
૛ × ܖܑܛ ቀࣂ

૛
ቁ × ૛࢏ 

݁௜ఏ − 1 = ݁௜
ఏ
ଶ ൬݁௜

ఏ
ଶ − ݁ି௜

ఏ
ଶ൰ = ݁௜

ఏ
ଶ ×

݁௜
ఏ
ଶ − ݁ି௜

ఏ
ଶ

2݅
× 2݅ 

= ݁௜
ఏ
ଶ × sin ൬

ߠ
2
൰ × 2݅ 

 

On a donc bien : ࣂ࢏ࢋ − ૚ = ࢏ࢋ
ࣂ
૛ × ܖܑܛ ቀࣂ

૛
ቁ × ૛࢏. 
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2. En déduire que :  

૚ + ࢞ܛܗ܋ + ܛܗ܋ ૛࢞ =
ܖܑܛ ቀ૜૛ ࢞ቁ 

ܖܑܛ ቀ࢞૛ቁ
×  (࢞)ܛܗ܋

 

et ܖܑܛ(࢞) + (૛࢞)ܖܑܛ =
ܖܑܛ ቀ૜૛࢞ቁ 

ܖܑܛ ቀ࢞૛ቁ
×  (࢞)ܖܑܛ

 

Supposons ݁௜௫ = 1, on a : cos(ݔ) + ݅ sin(ݔ) = 1, or deux 
nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont même 
partie réelle et même partie imaginaire donc : cos(ݔ) = 1,  
c’est-à-dire ݔ = ݔ ce qui contredit la donnée [ߨ2] 0 ≢  [ߨ2] 0
de l’exercice, donc il faut rejeter la supposition ݁௜௫ = 1, par 
conséquent : ݁௜௫ ≠ 1. 
 

On a  : 
1 + cos(ݔ) + cos(2ݔ) + ݅(sin(ݔ) + sin(2ݔ)) 
= 1 + ݅0 + cos(ݔ) + ݅ sin(ݔ) + cos(2ݔ) + ݅ sin(2ݔ) 

= 1 + ݁௜௫ + ݁ଶ௜௫ = 1 + ݁௜௫ + (݁௜௫)ଶ =
1 − (݁௜௫)ଷ

1 − ݁௜௫
 

=
1 − ݁ଷ௜௫

1 − ݁௜௫
=
݁௜ଷ௫ − 1
݁௜௫ − 1

 
 

Or, pour tout réel ߠ, ݁௜ఏ − 1 = ݁௜
ഇ
మ × sin ቀఏ

ଶ
ቁ × 2݅, donc : 

݁௜ଷ௫ − 1
݁௜௫ − 1

=
݁௜
ଷ௫
ଶ × sin ቀ3ݔ

2 ቁ × 2݅

݁௜
௫
ଶ × sin ቀ2ݔቁ × 2݅

= ݁௜ ቀ
ଷ௫
ଶ ି

௫
ଶቁ ×

sin ቀ3ݔ
2 ቁ

sin ቀ2ݔቁ
 

= ݁௜௫ ×
sin ቀ3ݔ

2 ቁ

sin ቀ2ݔቁ
= (cos(ݔ) + ݅ sin(ݔ)) ×

sin ቀ3ݔ
2 ቁ

sin ቀ2ݔቁ
 

=
sin ቀ3ݔ

2 ቁ

sin ቀ2ݔቁ
cos(ݔ) + ݅

sin ቀ3ݔ
2 ቁ

sin ቀ2ݔቁ
× sin(ݔ) 

 

Or, deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont 
même partie réelle et même partie imaginaire, donc : 
 

૚ + ࢞ܛܗ܋ + ܛܗ܋ ૛࢞ =
ܖܑܛ ቀ૜࢞૛ ቁ 

ܖܑܛ ቀ࢞૛ቁ
×  (࢞)ܛܗ܋

 

et ܖܑܛ(࢞) + (૛࢞)ܖܑܛ =
ܖܑܛ ቀ૜࢞૛ ቁ 

ܖܑܛ ቀ࢞૛ቁ
×  (࢞)ܖܑܛ

 

C46 Vérifier que, pour tout réel ࣂ : 

ࣂ࢏ࢋ − ૚ = ࢏ࢋ
ࣂ
૛ × ܖܑܛ ൬

ࣂ
૛
൰ × ૛࢏ 

 

puis démontrer que, pour tout ࢞ ∈ ℝ tel que ࢞ ≢ ૙ [૛࣊]: 
 

෍(࢑࢞)ܛܗ܋
࢔

࢑ୀ૙

=
ܖܑܛ ൬(࢔ + ૚)࢞

૛ ൰ 

ܖܑܛ ቀ࢞૛ቁ
ܛܗ܋ ቀ

࢞࢔
૛
ቁ 

෍(࢑࢞)ܖܑܛ
࢔

࢑ୀ૙

=
ܖܑܛ ൬(࢔ + ૚)࢞

૛ ൰ 

ܖܑܛ ቀ࢞૛ቁ
ܖܑܛ  ቀ

࢞࢔
૛
ቁ 

Soit ߠ ∈ ℝ, on a : 

݁௜ఏ − 1 = ݁௜
ఏ
ଶ ൬݁௜

ఏ
ଶ − ݁ି௜

ఏ
ଶ൰ = ݁௜

ఏ
ଶ ×

݁௜
ఏ
ଶ − ݁ି௜

ఏ
ଶ

2݅
× 2݅ 

= ݁௜
ఏ
ଶ × sin ൬

ߠ
2
൰ × 2݅ 

 

On a donc bien : ∀ࣂ ∈ ℝ,ࣂ࢏ࢋ −૚ = ࢏ࢋ
ࣂ
૛ × ܖܑܛ ቀࣂ૛ቁ× ૛࢏. 
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On a :  

෍cos(݇ݔ)
௡

௞ୀ଴

+ ݅෍sin(݇ݔ)
௡

௞ୀ଴

= ෍(cos(݇ݔ) + ݅ sin(݇ݔ))
௡

௞ୀ଴

 

= ෍݁௜௞௫
௡

௞ୀ଴

= ෍(݁௜௫)௞
௡

௞ୀ଴

 

 

Or, la formule de la somme des premiers termes d’une suite 
géométrique donne : 

෍(݁௜௫)௞
௡

௞ୀ଴

=
1 − (݁௜௫)௡ାଵ

1 − ݁௜௫
=

1 − ݁௜(௡ାଵ)௫

1 − (cos ݔ + ݅ sin  (ݔ
 

=
݁௜(௡ାଵ)௫ − 1
݁௜௫ − 1

=
2݅ sin ൬(݊ + ݔ(1

2 ൰ ݁௜
(௡ାଵ)௫

ଶ  

2݅ sin ቀ2ߠቁ ݁
௜ఏଶ

 

=
sin ൬(݊ + ݔ(1

2 ൰ ݁௜
௡௫
ଶ ݁௜

௫
ଶ 

sin ቀ2ݔቁ ݁
௜௫ଶ

=
sin ൬(݊ + ݔ(1

2 ൰ ݁௜
௡௫
ଶ  

sin ቀ2ݔቁ
 

=
sin ൬(݊ + ݔ(1

2 ൰ 

sin ቀ2ݔቁ
ቀcos ቀ

ݔ݊
2
ቁ + ݅ sin ቀ

ݔ݊
2
ቁቁ 

=
sin ൬(݊ + ݔ(1

2 ൰ 

sin ቀ2ݔቁ
cos ቀ

ݔ݊
2
ቁ + ݅

sin ൬(݊ + ݔ(1
2 ൰ 

sin ቀ2ݔቁ
 sin ቀ

ݔ݊
2
ቁ 

Résumons : 
 

෍cos(݇ݔ)
௡

௞ୀ଴

+ ݅෍sin(݇ݔ)
௡

௞ୀ଴

 

=
sin ൬(݊ + ݔ(1

2 ൰ 

sin ቀ2ݔቁ
cos ቀ

ݔ݊
2
ቁ + ݅

sin ൬(݊ + ݔ(1
2 ൰ 

sin ቀ2ݔቁ
 sin ቀ

ݔ݊
2
ቁ 

 
Or, deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont 
même partie réelle et même partie imaginaire, donc  : 

෍(࢑࢞)ܛܗ܋
࢔

࢑ୀ૙

=
ܖܑܛ ൬(࢔ + ૚)࢞

૛ ൰ 

ܖܑܛ ቀ࢞૛ቁ
× ܛܗ܋ ቀ

࢞࢔
૛
ቁ 

 

 ෍ (࢑࢞)ܖܑܛ
࢔

࢑ୀ૙

=
ܖܑܛ ൬(࢔ + ૚)࢞

૛ ൰ 

ܖܑܛ ቀ࢞૛ቁ
× ܖܑܛ ቀ

࢞࢔
૛
ቁ  

 
C47 Soient ࢖ et ࢗ deux réels. 
 

1. À l’aide des formules d’Euler, montrer que : 

(࢖) ܛܗ܋ + (ࢗ) ܛܗ܋ = ૛ ܛܗ܋ ൬
࢖ + ࢗ
૛

൰ ܛܗ܋ ቀ
࢖ − ࢗ
૛

ቁ  (∗) 

2. Déduire de (∗) que : 

(࢖)ܖܑܛ + (ࢗ)ܖܑܛ = ૛ ܖܑܛ ൬
࢖ + ࢗ
૛

൰ܛܗ܋ ቀ
࢖ − ࢗ
૛

ቁ (∗∗) 

 
1. Soient ݌ et ݍ deux réels, on a : 

cos ൬
݌ + ݍ

2
൰ cos ቀ

݌ − ݍ
2

ቁ 

=
݁௜
௣ା௤
ଶ + ݁ି௜

௣ା௤
ଶ

2
×
݁௜
௣ି௤
ଶ + ݁ି௜

௣ି௤
ଶ

2
 

=
1
4
ቀ݁௜

௣ା௤
ଶ + ݁ି௜

௣ା௤
ଶ ቁ ቀ݁௜

௣ି௤
ଶ + ݁ି௜

௣ି௤
ଶ ቁ 

=
1
4

(݁௜௣ + ݁௜௤ + ݁ି௜௤ + ݁ି௜௣) 
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=
1
4

(݁௜௣ + ݁ି௜௣ + ݁௜௤ + ݁ି௜௤) 

=
1
2
ቆ
݁௜௣ + ݁ି௜௣

2
+
݁௜௤ + ݁ି௜௤

2
ቇ 

=
1
2

(cos(݌) + cos(ݍ)) 

Donc :  

cos ൬
݌ + ݍ

2
൰ cos ቀ

݌ − ݍ
2

ቁ =
1
2

(cos(݌) + cos(ݍ)) 
 

autrement dit : 

(࢖)ܛܗ܋ + (ࢗ)ܛܗ܋ = ૛ܛܗ܋ ൬
࢖ + ࢗ
૛

൰ܛܗ܋ ቀ
࢖ − ࢗ
૛

ቁ 
 

On peut aussi partir de ܿ(݌)ݏ݋ +  et utiliser le principe de (ݍ)ݏ݋ܿ
l’angle moitié. 
 

2. On a : 
sin(݌) + sin(ݍ) 

= cos ቀ
ߨ
2
− ቁ݌ cos ቀ

ߨ
2
−  ቁݍ

= 2 cosቌ
ߨ
2 − ݌ + ߨ

2 − ݍ
2

ቍ cosቌ
ߨ
2 − ݌ − ቀ2ߨ − ቁݍ

2
ቍ 

= 2 cos ൬
ߨ − ݌) + (ݍ

2
൰ cos ൬

݌− + ݍ
2

൰ 

= 2 cos ൬
ߨ
2
−
݌ + ݍ

2
൰ cos ቀ−

݌ − ݍ
2

ቁ 

= 2 sin ൬
݌ + ݍ

2
൰ cos ቀ

݌ − ݍ
2

ቁ 

 
Finalement : 

(࢖)ܖܑܛ + (ࢗ)ܖܑܛ = ૛ܖܑܛ ൬
࢖ + ࢗ
૛

൰ ܛܗ܋ ቀ
࢖ − ࢗ
૛

ቁ 

 
 

 
 
  


