ME Arithmétique  Activités

Nombres complexes Il

Thiaude P.

[D] Une suite de nombres complexes est une fonction de N dans C.
* (z,) est arithmétique & 3r € Ctelque:Vn €N, z,,,; =z, + 1
onaalors:

vneEN,VpeEN,z, =z, +(n—p) Xr
Zpt+z,)X(n+1
vneN,zy+--+2z (0 n)z( )

* (z,) est géométrique & 3q € Ctelque:Vn €N, z,,,, =g X z,
onaalors:

vne€N,Vp €N, z, =z, X q""P
1— qn+1

etsig#1:VneN,zy+ - +2z, =2y X -4

Déterminer la nature d’une suite c’est dire si elle est arithmétique,

ou géométrique, ou bien ni I'un ni I'autre.

On pose zy = O etpourtoutn € N, z,,,1 =iz, + 1.

1. Calculer z; et z, puis indiquerla nature de (z,,).
2. Déterminera € Ctelque:a =ia + 1.
3. Pourtoutn € N on pose : v, = z,, — a ou a est déterminé a la
guestion précédente.
a. Calculer v,.
b. Montrer que (v;,) est géométrique et préciser sa raison.
c. Exprimer v, en fonction de n.
4. Déduire des questions précédentes que

1
VnEN,zn=(2 3 )(1—1”)

5. Déterminer z, suivant les valeurs de n.

[D] Le plan complexe est le plan muni d’un repére orthonormé
—_— — —_— —> YA

(0' éq, ez) tel que (61, ez) = + -.

Le pomt M a pour affixe le complexe x+iy,xERety €R

<=) M (x; y) dans (0; e, e,), on écrit : zy, = x + iy, ou M(x + iy).

Le vecteur U a pour affixe le complexe x + iy, x € R ety € R
déf—> x —_ —> , . . — .
Su (y) dans (0;e;,e5),0onécrit: zz = x + iy ou u(x + iy).

Pour x et y réels on a les équivalences :
e ,
M(X,y) @ZM=x+iy et u(y) S zZy=x+1y

A un point on peut associer un complexe et un seul, a un complexe
on peut associer un point et un seul.

A un vecteur on peut associer un complexe et un seul, a un complexe
on peut associer un vecteur et un seul.

Soient U et U deux vecteurs et A un réel, alors :
*Zivg = Zy T Zy *Zyp =Zy—Zy *Zwi = AZy *Zz5=Zp—Z,
Zp+Zp

2

e | est le milieu de [AB] si et seulementsi z; =

Justifier les cinq formules précédentes.

Soit ABCD est un parallélogramme telque z, = 1 + 2i, zg = 2
etz = 6 + i : déterminer |'affixe de D.

G est le centre de gravité d’un triangle ABC, démontrer que :
Zy + Zp + Zc

ZG= 3
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1. Calculer z, et z, puis indiquerla nature de (z,,).
zy=izp+1=i(0)+1=1 =ixXv,
z,=iz7+1=i(1)+1=i+1

Supposons (z,) géométrique de raison g € C, on aurait :

81yl On pose z, = 0 et pourtoutn € N, z,,,; =iz, + 1. ( 1. 1) _ 1 1 _ 1 1
(2= (5i+3)) = (2 )=i(z-5-31)

Pour toutn € N, v,,,; = iv, et i est une constante donc (1)
est géométrique de raison i.

Z1 =42y

c’est-a-dire : 1 = g X 0 autremen dit 1 = 0 ce qui est faux, donc il Autre méthode

faut rejeter la supposition (z,,) est ggéométrique. Pourtoutn €N, v, =z,,1, —a=iz,+1—a
Dautrepart:z, —z; =i+1—1=ietz;—2,=1—-0=0. Or,a=ia+1<1—a=—ia,donc:

On constate que z, — z; # z; — Z, donc (z,) n'est pas izp+1—a=iz,—ia=i(z,—a) =iy,
arithmétique. Onadonc:Vn € N,v,,; =iy, etc.

nclusion : (z,,) n"est ni arithémti ni géométrique. .
Conclusion : (z,) n’est ni arithémtique, ni géométrique c. v, enfonction de n

2. Déterminer a € Ctelque: a = ia + 1. Pourtout n € N, v, = 1y X q" = (_%_ %l) in
a=ia+1<:>a—ia=1<:>a(1—i)=1<:>a=1_i<:>a 4. z, enfonction de n
1x(1+10) +1+1_ (1 1_)_n+1+1_
= — Z., = . - -l == — —_ —_
12 + 12 A N N A R
1+i 11 (1+1_)_n+1+1_
Lt = Lt = — —_ = — | — —_ — —
=T TeTgTY! 22t T2
11, o TN 1T 1
3. VnEN,vn—zn—E—El ——1(21-21)1 +(2+21)x
a. Calcul de v, ) )
_ 1,01\ 1 01, 1 1, =(§+§l)(—ln+1)
w=z=(3+30)=0-3—Ji=—7-7i
C s - . Finalement :
b. Montrer que (v,) est géométrique et préciser sa raison. 1 1
Pourtoutn € N,ona: VnEN,zn=(—+—i)(1—i")
. 11 1 1 2 2
Uni1 = Zpp1 — A= izp 1 =g =i =iz, + 5 =2l 5. z, suivant le reste modulo 4 de n
1 11. (1 1 i) x i Par disjonction de cas suivant le reste modulo 4 de n :
il 422 | 42 27" esin =0 [4],il existe k € N tel que n = 4k et on a alors :
n i n iz in=i4k=(i2)2k=(_1)2k=1
1 1 1 1
1 1 — (= s _'4k — (= o _ —
=i<Zn—(§i—§i2)> “n (2+21)(1 9 (2+21)(1 D=0
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esin=1[4],ilexiste k € Ntelque:n =4k + 1 etonaalors:
"=t = M i =1xi =

1 1 1 1
m=(53+350)@ - = (3+51)a -0
=%(1+i)(1—i)=%(12—i2)=%(1+1)=1

esin=2[4],ilexiste k € Ntelque:n = 4k + 2 etonaalors:

"=t = Mx 2 =1x(-1) = -1
1 1 1 1
Zn=(§+§l)(1—l4k+2)=(§+El)(1—(—1))
(1+1') 2=1+41i
= | — — X =
3 21 i
esin=3[4],ilexiste k € Ntelque:n = 4k + 3 etonaalors:
("=t = e iZxi=1Xx(—1) Xi=—i
1 1 1 1
zn=(§+§l)(1—l‘“‘+3)=(§+§l)(1—(—1))

1 1 1
=§(1+i)(1+i)=§(1+2i+i2)=§(1+2i—1)=i

Conclusion :
z, prend les valeurs: 0,1, 1 + i et i lorsque les restes modulo 4
de n sont respectievement égauxa 0, 1, 2 et 3.

A un point on peut associer un complexe et un seul, a un complexe
on peut associer un point et un seul.

A un vecteur on peut associer un complexe et un seul, a un complexe
on peut associer un vecteur et un seul.

Soient U et U deux vecteurs et A un réel, alors :
*Zivg = Zu T Zy *Zyp =Zy—Zp *Zwi = AZy *Zz5=Zp—Z,
Zp+Zp

e | est le milieu de [AB] si et seulementsi z; =

@ Le plan complexe est le plan muni d’un repére orthonormé
—_— — —_— —> YA

(0; éq, ez) tel que (61, ez) =+ E .
Le point M a pour affixe le complexe x +iy,x € Rety € R
déf —_— —> 7 . . -
& M(x;y) dans (0;e;,e;),0nécrit: zy, = x + iy, ou M(x + iy).
Le vecteur U a pour affixe le complexe x + iy, x € R ety € R
déf _ (x
= u(

y

Pour x et y réels on a les équivalences :

) dans (0; e, e,), on écrit : z; = x + iy ou U(x + iy).

, — (X ,
Mx;y) ©zy=x+1iy et u(y)ﬁz,7=x+ly

Démontrer les cing formules précédentes.

!

Ny S (x"\ . , L o(x+x
u(y) etv(y,) oux, vy, x' ety sont réels, ona:u+v( )

y+y
donc :
Zgp=x+x' +ily+y)=x+x"+iy+iy =x+iy+x' +iy
Or,zz =x +iyetzz =x"+ iy, donc: zz,3 = zz + z3.
——exB_xA
Notons A(x; ¥a) et B(x; ), alors AB
otons A(x4; Ya) et B(xp; yp), alors Vg — Va
Zzs = Xp — X4 + 1(¥p — Ya) = x5 — X4 + iy — iYs
= xp +iyg — (x4 + iy4) = 25 — 2y
Onadonc: zzz = zZp — Z4.
Soit I le milieude [AB],on a Al + Bl = 6, donc:
Zgt iz =259 21— 24tz — 25 =06 2z, = 2, + zp
Zy + Zg
2

Soit ABCD est un parallélogramme tel que z, = 1 + 2i,
zp = 2 etz = 6 + i: déterminer I'affixe de D.

) autrement dit :

®ZI=

ABCD est un parallélogramme donc :
E=W@ZE=ZTC®ZB—ZA=ZC—ZD<=>ZD=ZC—ZB+ZA
Zp=6+i—-2+1+2ieoz;=5+3i
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Ae
*C

G est le centre de gravité d’un triangle ABC, démontrer que :

Zy + Zg + Zc
Zg=—"T—"
3
G est le centre de grvité du triangle ABC donc:
EZ+E§+EE=6®Z§+Z@+Z@=ZH

®ZA_ZG+ZB_ZG+ZC_ZG=O
ZA+ZB+ZC

®ZA+ZB+ZC=32G® 3
On a donc bien:
_ZA+ZB+ZC

Zg = 3
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[D]Soit z € C et M(z), le module de z, noté |z|, est la distance OM :
|z| &£ OM

siz € R, alors le module de z et la valeur absolue de z coincident.
On al’équivalence: |z| =0 < z = 0.
quelques formules
esiz=x+1iy, xetyréels, alors: |z| = \/m
evzeC,ona:|z| =|-z| = |z
eVzEC,0ona:zXxz=|z|
evVze C\{0},ona:
1 z

z |z

Pour tous nombres complexes z et z' telsque z’ # 0,0na:

|Z| |z|
Zl |7

Démontrer la formule précédente.

inégalité triangulaire
Vze CVz €C,ona:
|z—2'| < |z[ +|2'| et |z+2'| < |z| +]|Z|

Démontrer les deux inégalités précédentes.

Démontrer les formules précédentes.

Pour tous points Aet B,ona: |zgz — z4| = AB.

Démontrer la formule précédente.

Déterminer I'ensemble des points M (z) dans chacun des cas
suivantes :
1. |z+3i|=5 2. |z=5-4i|=|z+1-2i] 3.|Z2—1+5i| =2

[D] Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (0; e, €,),
pour tout complexe non nul z on note M le point d’affixe z et M’ le
point d’intersection de [OM) avec le cercle trigonométrique.

Un argument de z, noté arg(z), est une mesure de I'angle (e;, OM)
c’est donc un réel ayant pour image M' sur le cercle trigonométrique.

L’argument principal de z, noté Arg(z) avec un A majuscule est
celle des mesures de (e;, OM) qui appartienta ] — m;].

é Attention, le nombre zéro n’a pas d’argument !

VzE(C,Vz’E(CetVnEN,ona:

o |zXx 27| = |z| X || *|2"| = |z|"
Démontrer la formule |z X z'| = |z| X |Z|.

Déterminer |(1 + i)*?].
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[D]Soit z € C et M(z), le module de z, noté |z|, est la distance OM :

|z| &£ OM
siz € R, alors le module de z et la valeur absolue de z coincident.

[P]On al’équivalence : |z| =0 & z = 0.

quelques formules
esiz = x + iy, x et y réels, alors : |z| = \/x% + y?
evzeC,ona:|z| =|-z| = |z

eVzEC,0ona:zXxz=|z|

evVze C\{0},ona:
1 z

z_ |z

Pour tous points Aet B,ona: |zg — z4| = AB

Posonsz = x + iy, (x,y) € R?etz' =x' +iy’, (x',y") € R?
°lz| = {x? + ¥

|z| = OM = JxMZ + yi = sz + y?
o |z| = |-z| = |Z|

—z=—(x+iy) = —x —iy = (—x) + i(=y), donc:
=21 = 7+ () = V2 + 52 = |z
Z=x—1iy=x+i(-y),donc :
2] = Ix + (=) = a2 + (—)F = X2 + 52 = 2]

ezxZ=|z|?

zxz=(x+iy)(x—iy) =x" —ixy +ixy — i’y* =x* +y°

Démontrer la formule précédente.
Considérons deux points : A(x4;y4) et B(xg; y5).

D’une part, la formule de la distance dans un repere orthonormé

donne : AB =/ (xg — x4)% + (v — ya)2.
D’autre part :

|zp — z4| = |xp + iyp — (x4 +iya)| = |xp — x4 + i(yp — V)|
= \/(xB — x4)% + (Vg — ya)?

Donc |z — z,| = AB.

Déterminer I'ensemble des points M(z) dans chacun des cas
suivantes: 1. |z+3i|=5 2. |z—5—4i|=|z+1 - 2i|

1. |z+ 3i|=5

Soit A(—3i) et pour tout z € C, M(z). On a les équivalences :
|z+3i|l=5e|z—(-3)|=5e[zy—2z)| =5 AM =5

& Mappartient au cercle de centre A(—3i) et de rayon 5
L’ensemble cherche est le cercle de centre A(—3i) et de rayon 5.

u

e

AN
f’r O \\.r

‘\_\M /

s T M
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Autre méthode
Onposez =x+1iy,x € Rety € R, et on note Q(O; —3).
On a les équivalences :

lz+3i|=5e |x+iy+3i|l=5e|x+i(y+3)|=5
elx+ily+3))*=5%ex*+(y+3)2=5
& (xy —0)? + (yy — (=3))? = 5°

On reconnait I'équation canonique du cercle de centre Q(0; —3) et
de rayon 5.

2. |z—-5—-4i|=|z+1 - 2i|

Soit A(4 + 4i), B(—1 + 2i) et pour tout z € C, M (2).

On a les équivalences :

lz—5—4i|=|z+1-2i|l o |z—(5+4)| = |z - (—1+ 20)]
S |zy — 24| = |zy — 25| © AM = BM < M appartient a la
médiatrice de [AB]

L’ensemble cherché est la médiatrice de [AB] avec (4 + 4i) et
B(—1 + 2i).

Autre méthode

Posonsz =x + iy, x € Rety € R, on a les équivalences :
lz—=5—4i|=|z+1-2i| e |z—-5—-4i]*=|z+1-2i|?

S |lx+iy—5—-4i]>=|x+iy+1-2i?
Slx-5+iy—-D?*=|x+1+ily—2)?
Sx-5+F-4*=+1*+ (-2
©x*—10x+25+y>—8y+16=x2+2x+1+y -4y +4
© —10x—8y+41=2x—4y+5

© —8y+4y=2x+5+10x — 41

—12x + 36
@—4y=12x—36<:>4y=—12x+36<:>y=T
—12x 36
©y= 2 +T<:>y=—3x+9
L’ensemble cherché est la droite d’équation réduite y = —3x + 9.

3.]Z—1+5i| =2
Soit A(1 + 5i), on a les équivalences :

|Z—1+5il=2e|z-1+5|=2e|z-1+5=2
Slz—1-5il=2o|z—0+5)|=2|zy —z4] =2
< AM =2

& M appartient au cercle de centre A(1 + 5i) et de rayon 2

Autre méthode
Onposez=x+1iy,x € Rety € R. On a les équivalences :

|Z—1+5i|=2o |x—iy—1+5i| =2

elx—-1+iG-y|=2e|x—1+i(5—-y)|* =22

Skx-1D2*+G-y)r =2 x-1)>*+(y—-5)2=22
On reconnait I'équation canonique du cercle de centre Q(1 + 5i) et
de rayon 2.
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[F]vzeC,vz' € Cetvn EN:

elzxz'|=|z| X |Z/| o |z"| = |z|"

Démontrer les formules |z X z'| = |z| X |Z’].

Posonsz =x +iyetz' = x"+ iy avecx,y,x" ety réels,ona:
|z x z'|

=|(x +iy)(x" +iy")l

= |xx"—yy' +ilxy" + yx')|

= (ex' —yy)? + (xy’ + yx')?

=/ (xx)2 = 2xx'yy’ + (yy")2 + (xy)? + 2xy'yx’ + (yx')?
=/ (xx)2 + (yy)2 + (xy)? + (yx')?

=JxNZ+ (xy)2 + (yx)? + (yy')?

— \/xzx’z + x2y'2 + y2x'2 + yzyfz

= V&2 +y) ("2 +y?)

=x2+y2 x/x'2+y"?

= |z| x |2'|

Conclusion: |z X z'| = |z| X |Z’|.

La formule, Vn € N, |z"| = |z|™ se démontre par récurrence sur n.

Soit z € C, on considére la conposition B, : « [z™| = |z|" » .
e initialisation

|z°| = |1] = 1 = |z|° donc P, est vraie

* hérédité

Supposons P, : |z¥| = |z|¥ vraie pour un certain entier naturel k et

montrons que Py, est vraie.

Déterminer |(1 + i)1?|.

A+ =142 = (VP F 1) =(v2)" = ((x/i)z)6 = 26

= 64
On a donc finalement : |(1 + i)1?| = 64.

Pour tous nombres complexes z et z' telsque z’ # 0 :

|Z| |z|
Zl |7

Démontrer la formule précédente.

Soient z et z’' deux complexes, z’ # 0,on a:
—| = =|z| X |-| = |z| x — =—
z' z lz'| |Z’|

Z X ;
inégalité triangulaire
Pour tous nombres complexes z et 2" :
|z —2z'| < |z| +|2'| et |z+2'| <|z] +|2|

Démontrer les deux inégalités précédentes.
Soit M d’affixe z et M’ d’affixe z'.

e Montrons que: |z — Z'| < |z| + |Z|.

L'inégalité triangulaire sur les distances vue au college s’écrit :
M'M MO +0M & |zy —zy| < \zog— 2y | + |2y — 2]
e|lz-7Z|<0-2+|z-0] o |z-2| < |-Z| +|z]

Ona:|zF*l| = |zF x z| = |2¥| X |z| = |z|* X |z| = |z|F*?
donc Py, est vraie.

Conclusion olz—7|< |zl +12'| (¥
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence =
que : Vn € N, B, est vraie, autrement dit : Vn € N, |z"*| = |z|™.
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e Montrons que : |z + Z'| < |z| + |Z'|.
Ona:lz+7z'|=|z—(-2)|<|z|+| -2, or|-2'| = |Z'|,
donc: |z + Z'| < |z| + |Z'|.

[D] Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (0; e, €,),
pour tout complexe non nul z on note M le point d’affixe z et M’ le
point d’intersection de [OM) avec le cercle trigonométrique.

Un argument de z, noté arg(z), est une mesure de I'angle (e;, OM)
c’est donc un réel ayant pour image M' sur le cercle trigonométrique.

L’argument principal de z, noté Arg(z) avec un A majuscule est
celle des mesures de (e;, OM) qui appartienta ] — m;m].

é Attention, le nombre zéro n’a pas d’argument !
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Soit z un complexe de forme trigonométrique :

z=4 (cos (g) +isin (%))

Préciser le module et un argument de z puis déterminer la partie

Donner sans démonstration,
un argument de chacun
des complexes :

21 =2,2;=—-3,zz3=4ietz, = —L réelle et la partie imaginaire de z.
Donner la forme trigonométrique de : zg = 5i, 2, = —3i,
. Z11 = 7 et Z1p = _\/E
Donner sans démonstration, As(—=2 + 27)
un argument de chacun . TR écritures b(cos(a) * isin(a)), z # 0, a et b réels
As(1 41
des complexes : = * soit z = b(cos(a) + isin(a)), z # 0, a et b réels
Zs =1+1i,2, = —2 +2i, ol= ? =i b > 0,alors b = |z| et a est un arig,urrTent de z , .
. —si b < 0, alors une transformation d’écriture est nécessaire
z; =1—1,2g = -2 — 2L L Az(1 — 1) _ o ,
Hal 2 L 9¢) e soit z = b(cos(a) — isin(a)), z # 0, a et b réels
—si b > 0, alors une transformation d’écriture est nécessaire
. . —si b < 0, alors une transformation d’écriture est nécessaire
Pourz # 0 et z' # 0, on a I'équivalence :

|z| = |2'|

Déterminer la forme trigonmétriquede z = 7 — 7i.
arg(z) = arg(z) [2r]

(ziOetz’iO),z=z’<:>{

) , o Déterminer la forme trigonométrique de z = 1 + /3 i.
Soit z un complexe non nul d’argument 0, on a les équivalences :

* 0 = 0 © zestun réel strictement positif

. . . .. Formules d’addition en trigonométrie
* 0 = m & z estun réel strictement négatif

- Pourtousréelsaetbh:
e0 =+ 5 [2m] © z est un imaginaire pur tel que Im(z) > 0 e cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

I o | [ e cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
e0 = -5 [2r] © z est un imaginaire pur tel que Im(z) < 0 e sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
Soit z = x + iy, x et y réels, un complexe non nul d’argument 0 : o sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)

e z = |z|(cos(0) + isin(@)) est la forme trigonométrique de z
Soient a et b deux réels, M et N les points images sur le cercle

* x = Re(z) = |z| cos(0) ety = Im(2) = |z| sin(8) trigonométrique de a et b respectivement.

. cos(0) = Re(2) et sin(0) = Im(z) En expimant de deux maniéres différentes ON - OM, retrouver la
|z| |z| formule donnant cos(a — b), en déduire les trois autres formules.
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donner un argument
arg(z,) =0 [2m]
arg(z,) = m [2m]

arg(z;) = +g [27]

arg(z,) = —g [27]

Donner un argument : T
( ) +T[ [2 :l .‘hil,":'_:I + _'.;lf]
arg(zgz) = +-— VA .
&7 4 1=:(1 + 1)

arg(zy) = +%Tn [27]

arg(z;) = —% [27] TAN1 <

3
arg(zg) = ‘Tﬂ [27]

Pourz # 0 et z' # 0, on a I'équivalence :
|z| = |Z'|

(z+0etz #0),z=7 & {arg(z) = arg(z') [2m]

Soit z un complexe non nul d’argument 8, on a les équivalences :

* 0 = 0 © zestun réel strictement positif
e 0 = m & z estun réel strictement négatif

T
e0 = +§ [2r] © z est un imaginaire pur tel que Im(z) > 0

i
e0 = -3 [2r] © z est un imaginaire pur tel que Im(z) < 0

Soit z = x + iy, x et y réels, un complexe non nul d’argument 0 :

e z = |z|(cos(0) + isin(@)) est la forme trigonométrique de z
* x = Re(z) = |z| cos(0) et y = Im(2) = |z| sin(0)

Re(2) et sin(@) = m(z)

e cos(0) =
|| ||

Soit z un complexe de forme trigonométrique :
z=4 (cos (E) + isin (z))
6 6
Module, un argument, la partie réelle et la partie imaginaire de z...
s
2] = 4,arg(z) = - [2n]

En développant I'écriture de départ :
T ) . T V3 1 )
z=4cos(g)+lx4sm(g) —4—X7+4—X§l =2V3 +2i

d’oli : Re(z) = 2v/3 et Im(2) = 2.

Donner la forme trigonométrique de :
Zg = Sl, Z1g = —3l, Z11 = 7, Z1p = —\/E et Z13 =.

©2=5{=5(0+1) =5 (COS (E) +isin (g))
* 230 = =31 = 3(0 + (-1)i) = 3 (cos (- g) + isin (- g))
ez, =7=7(14+0i) =7 (cos (g) + isin (g))
2, = —V2 = V2(—1 + 0i) = V2(cos(m) + isin(m))

écritures b(cos(a) + isin(a)),z # 0, a et b réels

e soit z = b(cos(a) + isin(a)), z # 0, a et b réels

—sib > 0, alors b = |z| et a est un argument de z

—si b < 0, alors une transformation d’écriture est nécessaire

e soit z = b(cos(a) — isin(a)), z # 0, a et b réels
—si b > 0, alors une transformation d’écriture est nécessaire
—si b < 0, alors une transformation d’écriture est nécessaire

Déterminer la forme trigonmétriquede z = 7 — 7i.
1zl = (D2 + (=7)2 =V49 + 49 = V49 x 2 = V49 x V2 = 7V/2

7 — 71—7\/—(W—W1)—7\/—(T—%1)
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Pl | ] -ll- il -_I:'

Déterminer la forme trigonométrique de z = 1 + V3 i.

Izl = (12 +(V3) =VI+3=Va=2

i3 2 (e )+ o0 E)

Formules d’addition en trigonométrie
Pourtousréelsaetbh:

e cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
e cos(a — b) =cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
e sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
e sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)

M et N points images sur le cercle trigonométrique de a et b

respectivement. En expimant de deux maniéres ON - oM,

retrouver cos(a — b) = -+, en déduire les trois autres formules.

e cos(a—Db)
Ona: M(cos(a);sin(a)) et N(cos(b);sin(b)) donc W(

—— (cos(b)

et ON (sin(b)

I’'expression du produit scalaire dans un tel repére, donc :
ON - OM = cos(b) cos(a) + sin(b) sin(a)
ON - OM = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

cos(a)
sin(a)

) ; or, le repere étant orthonormé on peut utiliser

D’autre part,ona: (W,W) =a—b [2rn] donc:
ON - OM = ||ON|| x ||[0M]| x cos(a — b)
=1x1 X cos(a —b) = cos(a — b)
Finalement : ON - OM = cos(a — b).
Des deux expressions de ON - OM on déduit :
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
e cos(a+ b)
Rappel : Vx € R, cos(—x) = cos(x) et sin(—x) = — sin(x).
Ona:
cos(a + b)
= cos(a — (—b))
= cos(a) cos(—b) + sin(a) sin(—b)
= cos(a) cos(b) + sin(a) (— sin(b))
= cos (a) cos (b) — sin(a) sin(b)
Finalement : cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

e Lemme : cos (g — x) = sin(x) et sin (g — x) = cos(x)

Preuve du Lemme

T
Ccos (2 T[JC)

= CoS (E) cos(x) + sin (g) sin(x)

= 0 X cos(x) + 1 x sin(x) = sin(x)

/4
Conclusion : cos (E — x) = sin(x)

D’apres la premiere partie du Lemme :

R

Or, cos <g — (g — x)) = oS (g — g + x) = cos(x)

donc : sin (g — x) = cos(x)
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e sin(a + b)

sin(a + b) = cos<g— (a + b)) = cos(g— a— b)
= CosS (g — a) cos(b) + sin (g — a) sin(b)
= sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
Conclusion : sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).
e sin(a — b)
sin(a — b)
= sin(a + (—b))
sin(a) cos(—b) + cos(a) sin(—b)
sin(a) cos(b) + cos(a)(—sin(b))
= sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)

Conclusion : sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b).
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Quelques formules
Soit x un réel quelconque.

formules de I'angle double
e cos(2x) = cos?(x) — sin*(x) = 2 cos®*(x) — 1 = 1 — 2sin®*(x)
e sin(2x) = 2 sin(x) cos(x)

formules de réduction d’un carré

1 + cos(2x 1 — cos(2x
i COSZ(X) = # . Sinz(x) = #
2 2
angles associés
e cos(m + x) = — cos(x) e sin(w + x) = —sin(x)
e cos(m — x) = —cos(x) e sin(m — x) = sin(x)

* CcOS (g — x) = sin(x) e sin (g — x) = cos(x)

* COS (g + x) = —sin(x) e sin (g + x) = cos(x)

Déterminer la forme algébrique de :
2026
V2 V2,
(7 ) 71)

Pour tous complexes non nuls z et 2" :

1
e arg (;) = —arg(z) [2m] e arg (;) = arg(z) —arg(z') [2m]

Démontrer les deux formules précédentes.

On pose :

a = cos (g) + isin (g) et b = cos (%) +isin (g)

. s a ., .
En calculant de deux maniéres différentes b déterminer les valeurs

T . T
exactes de cos(—) et de sm(—).
12 12

Démontrer a I'oral formules précédentes.

Pour tout nombre complexe non nul z, ona:

earg(z) = —arg (z) [2r] e arg(—z) = arg(z) + m [2m]

[D] Pour tout réel a, on pose : e!* = cos(a) + isin(e).
On convient que : e® = ei® et que : 7@ = i),
Pour tous réels ¢ eta’,on a:

o |eia| =1 o i@ x gid' = gilata’) (ei®)n = gina

Démontrer les deux formules précédentes.

Démontrer les trois formules précédentes.

. i 1
[P]Pour tout réel @, ona:e™i* = — .

eia

Pour tous complexes non nuls z et z’ et tout entier naturel n :

earg(z x z') = arg(z) + arg(z') [2m]
earg(z™) =n x arg(z) [2m]

Démontrer la formule précédente.

Démontrer les deux formules précédentes.

[D] Tout complexe z non nul admet pour forme exponentielle |z|e®
ou @ est un argument de z.
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Quelques formules
Soit x un réel quelconque.

formules de I'angle double
e cos(2x) = cos?(x) — sin*(x) = 2 cos®*(x) — 1 = 1 — 2sin®*(x)
e sin(2x) = 2 sin(x) cos(x)

formules de réduction d’un carré

1 + cos(2x 1 — cos(2x
i COSZ(X) = # . Sinz(x) = #
2 2
angles associés
e cos(m + x) = — cos(x) e sin(w + x) = —sin(x)
e cos(m — x) = —cos(x) e sin(m — x) = sin(x)

* COS (g — x) = sin(x) e sin (g — x) = cos(x)

* COS (g + x) = —sin(x) e sin (g + x) = cos(x)

Démontrer les formules de duplication.
Soit x € R.
e cos(2x) = cos?(x) — sin*(x) = 2 cos?*(x) — 1 =1 — 2 sin*(x)
Ona,poura € Reth € R:cos(a+ b) = cosacosb — sinasinb.
Pour a = b = x, on obtient :
cos(2x) = cos(x + x) = cos(x) cos(x) — sin(x) sin(x)
= cos?(x) — sin*(x)
Or, cos?(x) + sin®*(x) = 1, donc : sin®(x) = 1 — cos*(x), donc :
cos®(x) — sin?(x) = cos?*(x) — (1 — cos?(x)) = 2cos?(x) — 1
On a aussi : cos?(x) = 1 — sin®(x) donc:
cos®(x) — sin?(x) = 1 — sin*(x) — sin?(x) = 1 — 2 sin*(x)
On a bien,pourtout x € R :
cos(2x) = cos?(x) — sin®(x) = 2 cos?*(x) — 1 =1 — 2sin*(x)

e sin(2x) = 2 sin(x) cos(x)
Ona,poura € Retb e R:
sin(a + b) = sin(a) cos(a) + cos(a) sin(b)
Pour a = b = x, on obtient :
sin(2x) = sin(x) cos(x) + cos(x) sin(x) = 2 sin(x) cos(x)
On a bien : Vx € R, sin(2x) = 2 sin(x) cos(x).

1 + cos(2x
o cos?(x) = 1+ cos(2x)
1+cos(2x) 1+ 2cos®*(x)—1 2cos?(x) )
= = = cos“(x)
2 2 2
On a bien, pour tout réel x :
1+ cos(2x
cos?(x) = 1+ cos(22)
2
1 — cos(2x
o sin®(x) = 1= cos(2x)
1—cos(2x) 1-(1-2sin*(x)) 2sin*(x) |
= = = sin“(x)
2 2 2
On a bien, pour tout réel x :
1 — cos(2x
sin?(x) = %

e formule des angles associés
Pour la premiére formule on utilise la formule d’addition cos(a + b)
en faisant a = m, b = x et on utilise les valeurs remarquables :

cos(m) = —1 et sin(m) = 0, on obtient :
cos(m + x) = cos(m) cos(x) — sin(m) sin(x)
= —1cos(x) — 0sin(x) = — cos(x)

donc : cos(m + x) = — cos(x).

Les autres formules s’obtiennent de manieres analogues.

Pour tout nombre complexe non nul z, ona:

earg(z) = —arg (2) [2r] e arg(—z) = arg(z) + m [2m]
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Démontrer les deux formules précédentes.
Soit z # 0, posons 6 = arg(z) [2m], z = |z|(cos(8) + isin(6))
Rappelons que : |z| = |Z] = | — z|.

e Démontrons que arg(z) = —arg(z) [2mr]

z = |z|(cos(8) + isin(@)) = |z| cos () + i |z| sin ()
Donc :

Z = |z| cos(0) — i |z| sin(8) = |z|(cos(6) — isin(h))

= |z|(cos(—8) + sin(—0)) = |z|(cos(—0) + i sin(—h))
Ona:z = |z|(cos(—0) + isin(—#)) donc - O est un argument
de Z, autrement dit : arg(z) = — arg(z) [2m].

e Démontrons que arg(—z) = arg(z) [2m]
—z = —|z|(cos(0) + isin(0)) = |z|(— cos(8) — isin(h))
= |z|(cos(8 + m) + isin(8 + m))
= | — z|(cos(@ + m) + isin(6 + m))

donc : 8 + m est un argument de - z, autrement dit:

arg(—z) = arg(z) + m [2m].

Pour tous complexes non nuls z et z’ et tout entier naturel n :

earg(z x z') = arg(z) + arg(z’) [2m]
earg(z™) =n x arg(z) [2m]

Démontrer les deux formules précédentes.
z# 0etz' # 0,0 unargumentde z et 8’ unargumentde z’,on a:

z = |z|(cos(8) + isin(@)) et z' = |z'|(cos(8") + isin(6"))

» Démontrons que : arg(z x z') = arg(z) + arg(z’) [2r]
Ona:
z X z' = |z|(cos(0) + isin(8)) X |z'|(cos(8")) + isin(08"))
= |z| X |z"| X (cos(8) + isin(B)) (cos(8") + isin(8"))
= |z X z'|(cos(8) cos(8') +i cos(0) sin(H")
+ isin(8) cos(8") + i?sin(0) sin(8"))

= |z X z'|(cos(0) cos(6") — sin(B) sin(6")
cos(6+6")
+ i( cos(8) sin(8") + sin() cos(6")))
sin(6+6")
= |z X z'|(cos(8 + 08') + i(sin(6 + 6"))
Ce qui m’ontre qu’un argument de z X z' est 8 + 0’, autrement dit :
arg(z x z') = arg(z) + arg(z’) [2m]

e Pourtoutn € N, arg(z") = n x arg(z) [2r]
Se démontre sans difficulté par récurrence sur n...

Déterminer la forme algébrique de :

(\/E \/E >2026

———i

2 2

On a d’une part :

N 2026
2 2"

2026

_\/i ﬁ.zozs_ N \/52
77l -{Z) ()

2 2
— — — 12026 —
= |5+ =(V1) T =12%=1

et d’autre part : g — V2 I = cos (— %) + i sin (— %)

2
donc:
VI VI _ T
arg 7—71 Z_Z [ TL']
D’ou
NNy 2026 N
arg (7—7l> 52026Xarg<——7l>

= 2026 X (—E) = 2026 X~ = —1013 x =
= 1) = 4= 2
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Finalement :

Pour tous complexes non nuls z et 2" :

e arg (2) = —arg(z) [2r]

z
earg (;) = arg(z) —arg(z') [2m]

Démontrer les deux formules précédentes.
1
Ona:0=arg(l) = arg (z X Z) = arg(z) + arg( ) [2m]
1
donc : arg (;) = —argz [2m]
Autre méthode :

(7) = ene () = ane (7 2) = s () + ars )
arg(— | = arg 22 = arg BE Z) = arg PE arg(z
=0+ (—arg(z)) = —arg(z) [2n]

z
» démontrons que : arg (?) = arg(z) — arg(z’) [2m]
Ona:
ar (3) = ar (z X l) = arg(z) +ar (1)
g Z/ - g Z/ - g g Z/
= arg(z) — arg(z') [2m]

On pose :
(3)+isin(3) et b=cos () +isin(3)
a = cos|(— isin(—) e = cos|— isin(—
3 3 a 4 4
En calculant de deux maniéres différentes b déterminer les
V(3 V(3
valeurs exactes de cos( ) et sm( )
12 12
D’une part,ona:

a = cos (g) + i sin (g),donc : lal = 1et arg(a) Eg [27]

b = cos (g) + i sin (%),donc : |b] = 1 et arg(b) E% [27]

Donc: |E|=|a| 1—
bl |b] 1
etarg %)Earg(a)—arg(b) ___%E%_%EIE_Z [27]
a I I
donc : E—cos(12)+151n(12)()
D'autrepart,ona:a=—+i£ etb=£+i£
2 2 2 2
donc :
(o888
a axb \2 2 2 2 1 _ _
b= b 12 =—(1+l\/§)(\/§—l\/§)
Lz M+Mf+ff)—f+f+ Lo
Finalement :
a VE+vZ 6-V2
b= 4 T
En compartant (*) et (*¥*), on obtient :
cos(n) V6 +v2 et sm(n) v6-—v2
12 4 12 4
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[D] Pour tout réel @, on pose : e = cos(a) + i sin(ex).
On convient que : e% = ei® et que : e~i* = i~
Pour tous réels ¢ eta’,on a:

o |eia| =1 o i@ x gid' = gilata’) (ei®)n = eina

Démontrer les trois formules précédentes.

Soient a et a’ deux réels, n un entier naturel.
eoONna:

|ei“| = |cos(a) + isin(a)| = \/cosz(a) + sin?(a) = V1 =1
« démontrons que e x el = gilatd’) .
On a d’une part : [e'® x ei“’| = |et®| x |ei“’| =1x1=1etdautre
part : arg(e’® x '®') = arg(e'®) + arg(e'®) = a + o’
Donc : i@ x el = 1eila+a’) = gi(ata’),

. . o . !
On a donc bien : ei® x ei®’ = gila+a’),

Autre méthode :

el x e’ = (cos(a) + i sin(a))(cos(a’) + isin(a’))

= cos(a) cos(a’) + i?sin(a) sin(a’) + i(cos(a) sin(a") + sin(a) cos(a’))
= cos(a) cos(a’) — sin(a) sin(a’) + i(cos(a) sin(a’) + sin(a) cos(a’))

cos(a) cos(a’) —sin(a) sin(a’) + i | sin(a) cos(a’) + cos(a) sin(a’)

1

Résumons : e"'* x ¢! = 1 donc: e™® = —.
ela

Autre méthode :

1 1 B 1 X (cos(a) — isin(a))
ela cos(a) + isin(a)  (cos(a) + i sin(a))(cos(a) — i sin(a))
cos(a) — i sin(a) B cos(—a) + isin(—a) B

- cos?(a) + sin?(a) 1

e—la’

[D] Tout complexe z non nul admet pour forme exponentielle |z|e®
ou @ est un argument de z.

cos(a+a’) sin(a+a'’)
=cos(a+a') +isin(a+ a’)
— pilata’)
4 —ia 1
[P]Pour tout réel @, ona: e =i

Démontrer la formule précédente.

Soita € R,ona:
e—io: % eia: — ei(—a) % ei(o:) — ei(—a+a) — eiO
= cos(0) + isin(0) =1
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Donner la forme exponentielle de : 5, —7i et V3 + i.

Formules d’Euler
Pour tout réel 8,on a :
elf 1 o—if elf _ o-if
cos(f) = ——— et sin(@) = -
2 210 x

~

Démontrer les formules d’Euler.

En utilisant les formules d’Euler, démontrer que :

1 3
Vx € R,cos3(x) = Zcos(Bx) + Zcos(x)

Formule de Moivre
Pour tout réel 8 et tout entier natureln,ona:

cos(nB) + isin(n@) = (cos(P) + isin())"

On souhaite démontrer les deux formules précédentes.

On se place dans le plan complexe de repére(0;e;, e, ).

1. Soient A et B deux points distincts et M le point d’affixe
Zg — Z4 : quelle est la mesure de I'angle de vecteurs (e, W) ?
En déduire : (E{,E) = arg(zz — z,) [2m].

2. On admet que, pour tous vecteurs U, ¥ et W non nuls, on a :
(w,u) = -, v) [2n] et (W, v) + (D, w) = (U, w) [2m].
Soient A, B et C trois points deux a deux distincts.

, — A Zc—Z
Démontrer que : (AB, AC) = arg (ﬁ) [2m].
On pose:zy, =2+ 3i,zg =4+ 2ietz; =3+ 5i.

Zc—Z
Calculer le module et un argument de c =4

ZB—ZA
En déduire la nature du triangle ABC.

Démontrer la formule de Moivre.

En exprimant de deux maniéres (cos(x) + i sin(x))? ot x € R
retrouver les formules de trigonométrie donnant cos(2x) et sin(2x)
en fonction de cos(x) et sin(x).

Pour x € R exprimer cos(3x) en fonction de cos(x) et sin(3x)
en fonction de sin(x).

[D] On note U 'ensemble des complexes de module 1.

U est parfois appelé « cercle unité » méme s’il ne s’agit pas d’un
ensemble de points mais de nombres complexes.
qguelques propriétés

ez € Capourmodule 1 & ilexiste 8 € Rtelquez =e
ezeEU= IO ER,z=e®

esizeUetz €U, alorszx z € Uet 3 eU

i

A, B et C trois points deux a deux distincts du plan complexe de
repére (0;e;, e, ), alors :

e1,4B) = arg(zp — z,) [27]

(ZE, :4_5) = arg (;ZA) [2m]

Zc
Zp — Zy

Démontrer la stabilité de U par produit et quotient.

[D] Pour n € N*, on appelle racine n-ieme de I'unité toute solution

dans C de I'équation: z™ = 1.

On note parfois U,, I'ensemble des racines n-iemes de l'unité.

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.




Donner la forme exponentielle de : 5, —7i et V3 + i.
e5=>5(1+ 0i) = 5(cos 0 + isin 0) = 5e°

«—7i=70-i)=7 (cos (—g) +isin (—g)) —7e7i2

CVF+il = ((V3) + ()2 =VFTT=VE=2
\/§+i=2<§+li>=2(cos(z)+isin(z))=zeiz

6
2 6 6
Formules d’Euler
Pour tout réel 8,on a :
elf 1 o—if ei0 _ o—if
cos(f) = ——— et sin(@) =

2
é Ne pas oublier i au dénominateur pour sin(8).

2i

Démontrer les formules d’Euler.

Soit @ € R: e = cos(B) +isin(0) et e~ = cos(6) — i sin(6).
Donc, par somme :

el® + e~ =2 cos(6)

oif 4 p-if

> = cos(0)

et par différence :
el — e~19 = 2isin(6)
pl0 _ o—if
21
En utilisant les formules d’Euler, démontrer que :

= sin(0)

1 3
Vx € R, cos3(x) = Zcos(Sx) + Zcos(x)

eix —ix
Pour tout réel x, on a: cos(x) = — donc:

eix + e—ix 3 (eix + e—ix)S
3 — —
Ccos (x) = =
(eix)S + 3(eix)ze—ix + 3eix(e—ix)2 + (e—ix)S
eSix + 3ezixe—ix + 3ei§ce—2ix + e—3ix
. . 8 .
e3lx + 3e* 4+ 3e7i* 4 e—31x
. 8 .
e3lx + e—31x N 3elx +e X
- 8 | | |
1 e3lx + e—31x 3 e 4 p~iX
—X————— + X ————
4 2 4 8
1 30) + 3
— COS(oXx — COS(Xx
7 08(3%) + 7 cos(x)

Formule de Moivre
Pour tout réel 8 et tout entier natureln,ona:

cos(nB) + isin(n@) = (cos(P) + isin())"

einf — (eie)n

Démontrer la formule de Moivre.
Soitd € Retn € N.
D'une part : [e™?| = 1 et |e9|n = 1" = 1 donc |[e™?| = |(ei9)n|
D’autre part :
arg(e™®) = ng = n x arg(e'®) = arg((e?®)") [27]

Les deux complexes e et (eie)n ont méme modules et méme
argument modulo [2m] donc ils sont égaux.
Puis :

cos(nf) + isin(nf) = e"? = (eie)n = (cos(#) + i sin(8))"
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En exprimant de deux maniéres (cos(x) + i sin(x))? ou x
est un réel quelconque, retrouver les formules de trigonométrie
donnant cos(2x) et sin(2x) en fonction de cos(x) et sin(x).

Soit x € R, on a d’'une part :

(cosx + isinx)? = (cosx)? + 2i cosx sinx + i% sin® x

= cos®*x — sin? x + 2i sinx cos x
et d’autre part :

(cosx + isinx)? = (e*)? = e?"* = cos2x + i sin 2x

Donc : cos® x — sin? x + 2i sin x cos x = cos 2x + i sin 2x.
Or, deux complexes sont égaux lorsque leurs parties réelles sont
égales et leurs parties imaginaires sont égales, donc :

cos 2x = cos?x — sin®x et sin2x = 2sinxcosx
Conclusion :
Vx € R,cos2x = cos’x — sin’x et sin2x = 2sinxcosx

Pour x € R exprimer cos(3x) en fonction de cos(x) et
sin(3x) en fonction de sin(x).

Soitx e R,ona:

cos(3x) + isin(3x)

= g3ix

— (eix)3

= (cos(x) + i sin(x))?

cos3(x) + 3 cos?(x) sin(x) i + 3 cos(x) sin?(x) i® + i3 sin®(x)
= cos3(x) — 3 cos(x) sin?(x) + i(3 cos?(x) sin(x) — sin3(x))

Or, deux complexes sont égaux lorsque leurs parties réelles sont
égales et leurs parties imaginaires sont égales, donc on a d’une part :
cos(3x) = cos3(x) — 3 cos(x) sin?(x)

or, sin?(x) = 1 — cos?(x), donc :
cos(3x) = cos3(x) — 3 cos(x) (1 — cos?(x))
& cos(3x) = cos®(x) — 3 cos(x) + 3 cos®(x)
& cos(3x) = 4 cos3(x) — 3 cos(x)
Conclusion 1 : Vx € R, cos(3x) = 4 cos3(x) — 3 cos(x) (*).

et d’autre part :
sin(3x) = 3 cos?(x) sin(x) — sin3(x)
Or, cos?(x) = 1 — sin?(x), donc :
sin(3x) = 3(1 — sin?(x)) sin (x) — sin3(x)
& sin(3x) = 3(sin(x) — sin3(x)) — sin3(x)
& sin(3x) = 3sin(x) — 3 sin3(x) — sin3(x)
& sin(3x) = 3sin(x) — 4 sin*(x)

Conclusion 2 : Vx € R, sin(3x) = 3 sin(x) — 4 sin*(x) (*x).

A, B et C trois points deux a deux distincts du plan complexe de
repére (0;e;, e, ), alors :

e, Zﬁ) = arg(zg — z,) [2m]

(Zﬁ, :4_5) = arg (;ZA) [2m]

Zc
Zp — Zy

On souhaite démontrer les deux formules précédentes.

On se place dans le plan complexe de repére(0; e;, e; ).

1. Soient A et B deux points distincts et M le point d’affixe
Zg — z, : quelle est la mesure de I'angle de vecteurs (e;,OM) ?
En déduire : (e—{,ﬁ) = arg(zg — z,) [2m].

Par définition d’un argument : (&;, O—M) = arg(zy) [2m] ().
Or, d’une part les vecteurs OM et AB ont méme affixe Zp — Zy4
donc ils sont égaux,et d’autre part z,; = zg — z4 donc (*) s’écrit
aussi : (e—l’,ﬁ) = arg(zg — z,) [2m].

2. On admet que, pour tous vecteurs U, ¥ et W non nuls,on a :
@, u) = -, ) [2n] et (U, V) + W, W) = (U, W) [2r].
Soient A, B et C trois points deux a deux distincts.

Démontrer que : (E, Zﬁ) = arg (ﬁ) [2m].

ZB—2ZA
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Ona:
(4B, AC) = (4B,e;) + (e;,AC) = —(&7,4B) + (&7, AC)
= —arg(zg — z4) +arg(zc — z4) =arg(zc — z4) — arg(zp — z,)

= arg CC _ ZA) [2m]

B — Z4
On a donc bien :

(4B, AC) = arg (~~—*

Zgp —Zy

) [2n]

Onpose:zA=2+3i,zB=4+2ietzC=3+5i.

A Ly
Calculer le module et un argument de , en déduire la nature

ZBp—ZA

du triangle ABC.

Ona:
Zc—2y 3+5i—(2+30) 3+5i-2-3i 1+42i
zg—2, 4+2i—(Q+3i0) 4+20i—-2-3i 2-i
(1+20Q2+0D) 2+i+4-2 50 . m
= = = —=1=°¢€
Z-DCZ+0) 4+ 1 5

On a d’une part :
AC |z¢ — 24| _
AB |z5—z4|
donc: AC = AB (*).

ZC_ZA

Zg — Zy

D’autre part,ona:

(AB,AC) = arg( ¢ A) = arg(e'2) = >

Zg — Zy

donc le triangle ABC est rectangle en A (*x).

Il résulte de (*) et (x*) que le triangle ABC est rectangle isocéle
en A.

[D] On note U 'ensemble des complexes de module 1.

U est parfois appelé « cercle unité » méme s’il ne s’agit pas d’un
ensemble de points mais de nombres complexes.

quelques propriétés
o z € Ca pour module 1 & il existe 6 € R tel que z = e'?
ezeEUo IO ER,z=¢®

VA
esizeUetz' €U, alorszxz' €lUet 5 €U
Z

Démontrer la stabilité de U par produit et quotient.

Soit z et z' appartenanta U: |z| = 1l et |Z'| = 1.
Ona:|lzxz'|=|z|x|z'|=1%x1=1.
Résumons : |z X z'| = 1 ce qui montre que z X z' € U.

|z'| # 0 donc z’ # 0, on peut donc considéreri etona:
| | |Z| 1
2]~ 1"
Résumons : |i,| = 1donc= € U.
zZ zZ

[D] Pour n € N*, on appelle racine n-ieme de I'unité toute solution

dans C de I'équation: z™ = 1.

On note parfois U,, I'ensemble des racines n-iemes de l'unité.
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< 14 : . 23 — . * :
Résoudre dans C I'équation (E) : z°> = 1. Soit n € N*, les solutions de z™ = 1 sont les n nombres tous

2T .
Vérifier les trois solutions s’écrivent : ek?l, k €{0;1;2}. . 2m, . L g
erinerque { } distincts ek n ' avec k entier naturel vérifiant 0 <kgsn-1.
Résoudre dans C I'équations : z* = 1. Vérifier que les solutions am.,

Lorsque n > 3, les points d’affixes respectives z, = e sont les
sommets d’un polygone régulier a n cotés donc le point d’affixe 1 est
I'un des sommets.

21 .
s’écrivent : e*a "avec k € {0;1;2;3}.

A, B, C et D sont quatre points tous distincts, on a les
équivalences :
Zp —Zc .
f e (AB) J (€CD) & —— est unréel non nul
. Zp —Zy
f . Zc — Zy
| ¢ A, B et C sont alighes & ——— est un reel non nul
\ Zp —Zy
Zp — Zc¢ . N
e (AB) L (CD) & ——— est un imaginaire pur non nul
Zp — Zy

Justifier les trois points de la propriété précédente.

Dans le plan complexe on considere A4, B, C et D d’affixes
respectives: zy =2+ 4i,z5 =4+3i,z, =5+1i,zp, =1+ 3i.
Les droites (AB) et (CD) sont-elles paralleles ?

Dans le plan complexe, on considéere A, B et C tels que :
Zg=7+5i,zg=4+4ietz, = -2+ 2i.

Les points A, B et C sont-ils alignés ?

Dans le plan complexe, on considere 4, B et C tels que :
Zy =3+2i,ZB = 1+4‘letZC =6+Sl

ZC—ZA
Calculer .
ZB—Zhp

Que peut-on en déduire sur la nature du triangle ABC ?

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.



Résoudre dans C I'équation (E) : z3 = 1.
2w ,

Vérifier que les trois solutions s’écrivent : 3 ', k € {0;1;2}.
=le2-13=02-1DE*+z+1) =0
©z=1louz?+z+1=0

z+z+1lestdelaformeaz?+ bz+caveca=1,b=1letc=1,

2

de discriminant : A = b? — 4ac = 12 — 4(1)(1) = -3 = (iV3) .

En posant 8 = iv/3, ona 62 = A et les racines de z% + z + 1 dans C

dont :

—b+6 —-1+iV3 —-1+i3 1 3

= = e __+_
A= 2(1) 2 2" 2 ¢
—b—6 -1—-iV3 —-1-iV3 1 V3
2a 2(1) 2 2 2
L’équation z3 = 1 admet pour solutions :
1 V3 1 V3
ZO=1,Zl=—E+l7et23=—E—l7

Or,

2T . .
€% =e% =cos(0) +isin(0) =1+i(0) =1 =z,

2. 2m 2m\ . (2T 1 V3
e 3 =e3 =COS(—)+lSll’l(—)=——+l—=Zl

3 3 2 2
2T 4m; (47r) st (47r) 1 V3
3 = 3 = _— —_— =1 =
e e CoS 3 1 SIn 3 > l > Z,

2T .
Les solutions de z3 = 1 s’écrivent bien ek?l, k € {0 ;1 2}.

Résoudre dans C I'équations : z* = 1. Vérifier que les solutions
2m .

s’écrivent : ¥+ " avec k € {0; 1; 2; 3}.

=1z -1=0((2?)?-1’=0o (22+1D(=Z*-1) =0

e Z2Z2-i)EZ*-1)=0C-Dz+dz-DEz+1D =0
o ze{l;i;—1;—-i}

Les solutions de z* = 1 sont complexes :

ZO=1,Zl=i,Zg=—1etZ4=—i

Or,

2T, i
el =0l =e0=1=g,

128 T . (T . .
e "4 =e2 =cos(§)+151n(§)=0+lx1=1=zl

2T, i
e 2t =e™ =cos(n) +isin(n) =-14+ix0=-1=2z
3x2l; _ 3m; 3m\ . (3m . .
e 4 =e2 =COS(7)+l511’1(7)=0+lX—1=—l=Zg

2m .,
Donc les solutions de z* s’écrivent bien : ¥ ‘ avec k € {0; 1; 2; 3}.

Soit n € N*, les solutions de z"™ = 1 sont les n nombres tous
2m,

distincts ekT‘ avec k entier naturel vérifiant 0 < k <n —1.

2TC.

Lorsque n > 3, les points d’affixes respectives z; = e sont les
sommets d’un polygone régulier a n cotés donc le point d’affixe 1 est
I'un des sommets.

A, B, C et D sont quatre points tous distincts, on a les
équivalences :

Zp —Zc .
e (AB) J (€CD) & —— est unréel non nul
Zp —Zy
. Zc—Zy
¢ A, B et C sont alignes & est un reel non nul
Zp —Zy
Zp —Zc¢ . ..
e (AB) L (CD) & ——— est un imaginaire pur non nul
Zp — Zy
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Justifier les trois points de la propriété précédente.

Zp—Z
«(AB) J (CD) & H est un réel non nul

B A

Avec les notations de la propriété précédente on a les équivalences :

(AB) J (CD) & AF et CD sont colinéaires

—_— — ZD_ZA
& (AB,CD) = 0 our [27] @arg( — )=Ooun [27]

Zg — Zy

Zn — Z
& 2 "2 st un réel strictement positif ou strictement négatif
Zp — Z4
Zp — Zy .
S est un réel non nul
Zp — Z4
Zc —1Zy
¢ A, B et C sont alignes & 7 . est un reel non nul
B —Z4

Avec les notations de la propriété précédente on a les équivalences :

Zc — Zy ,
est un réel non nul
Zg — Zy

A,B et C alignés & (4B) J (AC) &

Zp — Z
«(AB) 1 (CD) & 2—=¢
Zp — Zy

est un imaginaire pur non nul

Avec les notations de la propriété précédente on a les équivalences :

(AB) L (CD) © AB L CD < (AB,CD) = S ou—> [27]

ZD - ZA T[ T[
& arg =—ou—— [2m]
ZB - ZA 2 2
Zp — Zp ) ..
= est un imaginaire pur non nul
Zg — Zy

Dans le plan complexe on considéere A, B, C et D d’affixes
respectives:z, =2+ 4i,zg =4+3i,zc=5+1,zp, =1+ 3i.
Les droites (AB) et (CD) sont-elles paralléles ?

Ona:
zZp—zc  1+3i—(G+i0) —4+2i (—4+20)(2+1)
Zg—24 4+3i—Q2+4) 2—-i 2%+ 12

_ —8—4i+4i-2 —10 5
= z ==

Zp—2Z
On constate que D_"C est un réel donc (AB) et (CD) sont

ZB—ZA
paralleles.
Dans le plan complexe, on considére A, B et C tels que :
Zy = 7+5i,ZB =4'+4'ietZC = —2+2i.
Les points A, B et C sont-ils alignés ?

Ona:
zC—zA_—2+2i—(7+5i)_—9—31’_3(—3—1’)_3
Zg—24 A+4i—(7+5)) —-3—-i —-3—-i

Zec—Z
On constate que A est un réel (non nul) donc A4, B et C sont
ZB—ZAp
alignés.
Dans le plan complexe, on considére A, B et C tels que :
Zc—Z
Zy =3+ 2i,zg =1+ 4ietz, = 6+ 5i. Calculer 4
Zp—12y

Que peut-on en déduire sur la nature du triangle ABC ?
Ona:
zc—2y 6+5i—3+2i)) 3+3i (3+3i)(=2-20)
Zg—2z, 14+4i—@B+2i)) —-2+2i  (=2)2+2?
_—6—-6i—6i+6 —12i  4X3i 3
8 -8

= — = l
4 X 2 2
Zc—ZA . .
On constate que est un imaginaire pur (non nul) donc

ZB—ZA
(AB) L (AB) autrement dit le triangle ABC est rectangle en A.

Remarque
3

AC Zr— Z Zr — Z
lze —zal |z =z _| 3, _3 .,

E - |ZB - ZAl B 2 2
donc AB # AC par conséquent le triangle ABCn’est pas isocéle.

| 3

Zg — Zp
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Soit x € R, factoriser : A(x) = cos(x) + cos(3x).

On s’intéresse a la somme des racines n-iemes de I'unité.

1. Donner sans justification les solutions de z? = 1, les solutions
de z3 = 1 et les solutions de z* = 1. Pour chacune de ces
équations indiquer ce que vaut la somme de ses solutions.

2. Etude du cas général
Soit n un entier naturel tel que n > 2.

Déterminer la somme des racines n-iemes de I'unité.

A tout point M d’affixe z on associe le point M' d’affixe z’ tel
que:z' =iz+ 3 +1.
Un point confondu avec son point associé est appelé point invariant.

1. Calculer I'affixe du point E’ associé a E d’affixe z; = 4 + i.
2. Montrer qu’il existe un seul point invariant A dont on précisera

I’affixe.
3. a. Soit M # A, donner la forme exponentielle complexe de :
z' — zp
Z — Zp

b. Soit M un point du plan : par quelle transformation graphique
passe-t-onde M a M'?

Soitx € Rtelque x # 0 [2m].
1. Montrer que, pour tout réel 6 :

. 0 6
el — 1 =¢'2 xsin <§> X 21

2. En déduire que :

. (3
Sin (7 X)
1+ cosx + cos2x = —5<— X cos(x)
sin (7)
sin (% x)
sin(x) + sin(2x) = ——==> X sin(x)

e

Vérifier que, pour tout réel 6 :
0 & /0 ,
et —1=€2XSIH<§>X2l

puis démontrer que, pour tout x € Rtelque x # 0 [2m]:

: (@D
,Z;] cos(kx) = o (%) X oS (7)
n sin (n+1)x

kz:;)sin(kx) = (sin (2%) ) X sin (%)

Soient p et g deux réels.

1. Al'aide des formules d’Euler, montrer que :
+ —
cos (p) + cos (q) = 2 cos (p q) cos (p > q) (%)

2. Déduire de (*) que:
+ —_
sin(p) + sin(q) = 2 sin (p q) cos (%) (%)
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Soit x € R, factoriser : A(x) = cos(x) + cos(3x).

Soitx e R,ona:
cos(x) + cos(3x)
eix + e—ix eSix + e—3ix

[ ZlX(e lx_l_elx)_l_e ZlX(elx_l_e—lX)]

lx + e—ix ele + e—21x
X
2 2

cos(x) cos(2x)

1
2
— 1( ix + e—lx)(eZLx + e—le)
2
2 X
=2

Finalement : Vx € R, cos(x) + cos(3x) = 2 cos(x) cos(2x).

¢k On s’intéresse a la somme des racines n-iemes des l'unité.

1. Solutionsde z2 = 1, z3 = 1 et z* = 1, somme des solutions.

e z2 = 1 a pour solutions : 1 et —1
somme des solutions=1+ (—=1) =0

1 3 1
-z3=lapoursolutions:1,——+i—et———i\/—§
2 2 2 2

_ 1 V3 1 43
somme des solutions : 1 —=+i——=—i—=20

2 2 2 2
e z* = 1 a poursolutions : 1, i,—1 et —i.
somme des solutions=1+4+i—1—i=0

2. Etude du cas général
Soit n un entier naturel tel que n > 2.
Déterminer la somme des racines n-iemes de l'unité.

2T 2T 2T
Les racines n-iémes de l'unité sont : 1, e'n, e?n, ..., e D%

Lemme : pourn > 2, e n ¢1

En notant S,, la somme des racines n-ieme de I’unlte on a:
27'[

S—1+en+e n+--te
2_7-[ 2_7-[2 2_7-[ n—1
=1+en +(eln) +---+(eln)

2T

—1+en+e n+--te
2_7-[ 2_7-[2 2_7-[ n—1
=1+4+en +(eln) +---+(eln)

On reconnait la somme des premiers termes d’une suite

2T

géométrique de raison g = e'n # 1,donc:

l.2_7'c " 21
1—(6 n) 1_ean 1_eLZ7T

2T
20 (Tl—l) lT

Sn =1x 2T 21T 2T
1—e'n 1—e'n 1—e'n
1—(cos(2m) + isin(2m)) 1 —(1+i(0)) 0
1—e'n 1—e'n 1—e'n

Résumons :vVn > 2,5, = 0.
Pour tout n > 2, a somme des racines n-iemes de l'unité vaut 0.
Preuve du Lemme :

2TL'

Supposons que : e‘'n = 1 avecn > 2, on en déduit que :

arg (el%) =arg(1l) [2n] & 27 =0 [2r]

21
@E”CEZ?:]CXZT[

Ce qui s’écrit aussi : 27tx——27txk<:>——k<:>1—kn

donc n est un diviseur posmf de 1, orle seuI diviseur positif de 1
est 1 doncn = 1 ce qui contreditn > 2 donc il faut rejeter la

2TL'

supposition que e'n = 1 par conséquent eln ;t 1:le Lemme est
démontré.
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@ A tout point M d’affixe z on associe le point M’ d’affixe z’ tel b. M point du plan, de M & M' par quelle transformation ?

e — i ; T
que:z =iz+3+L. Notons r la rotation de centre A et d’angle IE

1. Calculer I'affixe du point E’ associé a E d’affixe z; = 4 + i. esiM=+A
oo : . — z'—z ki3 T
z/=i(4+i)+3+i=4i—1+3+i=2+5i Z— Z, 2
AM'  |z' —z z'—z .
L’affixe de E’ est donc 2 + 5i. = | 4l = Al = |elg| =1
AM |z — z4| Z— 27y
2. Montrer qu’il existe un seul point invariant, noté 4, dont on donc AM' = AM.
précisera I'affixe. (m A—IW) _r [21]
Il s’agit de résoudre I'équation z = iz + 3 + i. { AM = A?\/I

On a les eéquivalences : donc M’ est I'image de M par la rotation r de centre A et

z=iz+3+ioz—iz=3+iez(1-i)=3+I d’anglez[Zn]-
2

341 GB+DH(1+10) 3+3i+i—-1
Sz = Sz = Sz = M =

1—i 17 + 12 2 siM=4 , ,

2+ 4i 2(1 + 20) _ Ona:A"=Aetr(A) = A,donc:r(A) = A par conséquent
S z= S z= > ©z=1+2i on passe encore de A a A’ par 7.

Conclusion : Il existe un et seul point invariant, A(1 + 2i). Conclusion :
z -z, Pour tout point M du plan on passe de M a M’ par la rotation
3. a. M + A, forme exponentielle complexe de T
zZ-74 1 de centre A et d’angle 5
A est un pointinvariantdonc:z4, = iz, + 3 +i.
Ona: )
z’—zA_iz+3+i—(izA+3+i) SOItXERtG'QUGXEO[.ZTT]. .0 0
z—27, z—2 1. Montrer que tout réel 8 : €'® — 1 = e’z x sin (E) X 2i
iz+3+i—izz—3—1i iz—izy i(z—2z,) 0 ]
= = = , 6/ .0 0 6 ez2—e 2
Z =2 T Z= 2 Z =z el —1=¢"2 (elf—e_lf> =e2 X ——— X 2i
=i =cos (E) + isin (E) =e'2 P 9 21
, = e'2 X sin (—)xZi
Résumons : 2
z'—zy, m . 2 6
e =ez2 Onadoncbien:e'e—lzelz><sin(—)><2i.
A 2
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2. En déduire que:

N| W

sin (3%)
sin(3)
sin (37)
sin(z)

Supposons e* =1, on a : cos(x) + isin(x) = 1, or deux
nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme
partie réelle et méme partie imaginaire donc : cos(x) = 1,
c’est-a-dire x = 0 [2m] ce qui contredit la donnée x # 0 [2m]
de I'exercice, donc il faut rejeter la supposition e™* = 1, par
conséquent : e™* # 1.

Ona :

1+ cos(x) + cos(2x) + i(sin(x) + sin(2x))

=14 i0 + cos(x) + i sin(x) + cos(2x) + i sin(2x)
1— (eix)3

1—et

sin
14+ cosx + cos2x =
sin

X cos(x)

/\
NIR

sin
et sin(x) + sin(2x) =

/'\

x sin(x)

=1+e*+e?*=1+e*+ (e¥)? =
1— e3ix ei3x -1

T 1—er e —1

.0

, i Z . 6 .
Or, pour tout réel 8, €' — 1 = e'z x sin (E) X 2i, donc:

ei.3x _ 1 e 32:2 X sin (32 ) X 21 _ i 3_x_%) y sin (32_x)

e" =1 o3 xsin (5) x 2 sin (3)
sin (3_x) sin (3_x)

=e¥ x _ 2/ _ (cos(x) + isin(x)) % 2/

e

e

n(3)

=——>=2cos(x) +i

()

X sin(x)

Or, deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont

méme partie réelle et méme partie imaginaire, donc :
sin ()
sin (%)
sin ()
sin (%)
Vérifier que, pour tout réel 0 :
—-1= eigx sin(%) X 21

1+ cosx + cos2x = X cos(x)

et sin(x) + sin(2x) = x sin(x)

puis démontrer que, pour tout x € Rtelque x # 0 [2m]:

n sin (M)
2 nx
z cos(kx) = —x cos (7)
sn )
n sin (M)
. 2 . /nx
z sin(kx) = —x sin (7)
sn )
Soitd € R,ona:
. £/ 0 o\ 8 e7 —e7i2
ele—1=€2<€2—€ 2>=312><Tx2i
[

9 0
= e'2 X sin (E) X 2i

On a donc bien : V0 € R, ei® — l—eZXSln( )XZl
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Ona:

n n

z cos(kx) + lz sin(kx) = z (cos(kx) + isin(kx))

z o — z(eW)k

Or, la formule de la somme des premiers termes d’une suite
géométrique donne :

zn:(eix)k _ 1 — (eix?n+1 _ 1 — ei(n+1)x
£ 1—e¥ 1 — (cosx + isinx)
.(n+1x
pin+Dx _ 1 2isin (W) e’ 2
o oeix—1 .. (0 &
2isin (7) e?2
nx .x nx
sin (—(n -|—21)x) e’2e2  sin (—(n -|-21)x) ez
- X\ & = (X
Sin (7) e?2 S (2)

sin ((n + 1x

sin (%) (COS( 2) (2 ))

. ((n+ 1Dx (n+ Dx
an(@ED) (@)
“in (%) cos (7) +1 “in (%) sin (7)
Résumons :
n n
z cos(kx) + iz sin(kx)
k=0 k=0

(n+ Dx
cos (ﬁ) + ism( 2 ) sin (E)

sin (%) 2 sin (%) 2

Or, deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont
méme partie réelle et méme partie imaginaire, donc :

sin

((n -|-21)x)

: in(@EDE)

kz(:) cos(kx) = i (g) X €OS (7)
. (n+ 1Dx

- _ ~ sin (—2 ) _nx

kz:(:)sm(kx) = i (%) X sm( 2 )

Soient p et q deux réels.

1. AVlaide des formules d’Euler, montrer que :

cos (p) + cos (q) = 2 cos (p ; q) cos (p — ) (%)

2. Déduire de (*) que:
+ —
sin(p) + sin(q) = 2 sin (p > q) cos (p ) (%)

1. Soient p et g deuxréels, ona:

CoS (p ; q) CoS (p ; q)

1, jpta  _jptay, jp-a  _;p=q
=4(e2+e 2)(e2+e 2)

1 . . . .
= Z(e”’ +e'l+ e+ e7'P)
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1 . . . .
= Z(e”’ +e P +e'l+e7H)
1<eip+e‘ip eiq+e‘iq>

2 2 T 2
1
= 5 (cos(p) + cos(q))
Donc :

cos (p ; q) cos (w) = %(Cos(p) + cos(q))

2
+q bp—q
) cos ( > )
On peut aussi partir de cos(p) + cos(q) et utiliser le principe de
I'angle moitié.
2. Ona:
sin(p) + sin(q)

= cos (g—p) cos (g— q)

autrement dit :

cos(p) + cos(q) = 2 cos (p

T s n s
= 2 cos 2 ;7_(] CcosS 7_p_2(7_q)
= 2 cos (—n G q)) CcoS (—p * q)
= 2COS(E—p2ﬂ)C (—é)
] 2+ q ’ P—q ’
= Zsm( > )COS(T)
Finalement :
sin(p) + sin(q) = 2 sin (p ; q) cos (pz;q)
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