ME Arithmétique  Activités Thiaude P.

Nombres complexes |

Calculer i3 puis donner la forme algébrique de (2 + i)3.

On construit un ensemble C contenant les réels :
¢ les éléments de C s’appellent nombres complexes ou complexes

e C est muni d’une addition et d’une soustraction qui « prolongent »
I’addition et la multiplication sur les réels et qui posséde les mémes
propriétés algébriques : associativité, distributivité ...

e il existe un complexe noté i dont le carré est (—1) : i = —1

e tout complexe z s’écrit de maniére unique sous forme z = a + ib
ol a et b sont des réels, c’est la forme algébrique, le réel a est la
partie réelle de z, le réel b est la partie imaginaire de z, on écrit :
a = Re(z) etbh = Im(2)

é attention : la partie imaginaire est un réel !

e deux complexes sont égaux si et seulement si ils ont des parties
réelles égales et des parties imaginaires égales :
, {Re(z) = Re(z")
z=2z ,
Im(z) = Im(z")

Tout réel a est « identifié » a a + 0i : il n’y a pas de raison de les
distinguer, cela n’apporterait rien, en particulier le réel nul O est
identifié au complexe nul O¢ avec O¢ = O + ORi et on utilise
simplement la notation 0, ainsi: 0 = Og = 0¢ = Og + ORl.

Résoudre dans C I"équation: (2z — 3 +i)(iz—5) = 0.
On donnera les solutions sous forme algébrique.

Résoudre dans C les équations: z*> +9 =0et z* —1=0.

@ Un complexe dont la partie réelle est Ok est un imaginaire pur :
un complexe est un imaginaire pur lorsqu’il peut s’écrire ib ou b € R.
Un réel est un complexe de partie imaginaire nulle,

et qu’un imaginaire pur est un complexe de partie réelle nulle :

z est un imaginaire pur Re(z) = 0,zestunréel © Im(z) =0

Le seul nombre qui soit simultanément réel et imaginaire pur est 0.

Donner la partie réelle et |a partie imaginaire de : 5 — 4i, 9i et 6.

Dans C les identités remarquables, la formule du bindme de
Newton, la regle du produit nul restent valables mais il n’y pas de
relation d’ordre dans C.

[P]Pour (z,z") € C2etn € Nona:
e (z+2') =242z +2'% o(z—2)2=2%—-2zz"+2z"
e(z+2)Vz—-2)=2?-27% ezxz =0©z=00uz' =0

Donner la forme algébrique de (5 — i)2. En déduire les nombres
complexes z tels que : z? = 24 — 10i.

Déterminer (x,y) € R? tels que : (x + yi)? = =5 + 12i.
Résoudre dans C I'équation : z? = 45 — 28i.
Résoudre dans C I'équation : z2 = —24 + 10i.

Donner la forme algébrique de chacun des nombres :
z1=0GB+20)+ (147 z,=0CB+5)1+4i) z3=(3+2i)?
Vérifier z, et z; a I'aide de la calculatrice.

@ Le conjugué d’'un complexe z, noté zZ, a la méme partie réelle que
Z et une partie imaginaire opposée a celle de z.
Ainsi :

°si z=x+1iyavecxetyréels alors Z =x — iy
esiz=x—1iyavecxetyréels,alors Z =x + iy
Donner la forme algébrique de :
1 de 7' 1+2i
z = etde z' =
3+ 4i 54+ 12i
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On construit un ensemble C contenant les réels :
¢ les éléments de C s’appellent nombres complexes ou complexes

e C est muni d’une addition et d’'une soustraction qui « prolongent »
I’addition et la multiplication sur les réels et qui posséde les mémes
propriétés algébriques : associativité, distributivité ...

e il existe un complexe noté i dont le carré est (—1) : i = —1

e tout complexe z s’écrit de maniére unique sous forme z = a + ib
ol a et b sont des réels, c’est la forme algébrique, le réel a est la
partie réelle de z, le réel b est la partie imaginaire de z, on écrit :
a = Re(z) etbh = Im(2)
é attention : la partie imaginaire est un réel !
e deux complexes sont égaux si et seulement si ils ont des parties
réelles égales et des parties imaginaires égales :

IR {Re(z) = Re(z")

Im(z) = Im(z")

Donner la partie réelle et la partie imaginaire : 5 — 4i, 9i et 6.
e5—4i =5+ (—4)i doncRe(5 — 4i) =5etIm(5 — 4i) = —4
*9i =0+ 9idonc Re(9i) = 0etIm(9i) =9
e6=6+0idoncRe(6) =6etIm(6) =0

Dans C les identités remarquables, la formule du bindme de
Newton, la regle du produit nul restent valables mais il n’y pas de
relation d’ordre dans C.

[P]Pour (z,z") € C2etn € Nona:
e (z+2') =242z +2'% o(z—2')2=2%—-2zz"+2z"
e(z+2)Vz—-2)=2?-277% ezxz =0©2z=00uz' =0

ez, =06+20)+(-14+7i))=54+2i—14+7i=5—-1+2i+7i
=44 9j

ez, =(3+5i)(1+4i) =3+12i +5i +20i?
=34+17i4+20(-1) =-17 +17i
ez;=(3+2i)>=CB+20)(B+2i) =9 +6i + 60+ 4i*
=94+12i—4=5+12i

Autre méthode

z3 = (3 +20)% = (3)%+ 2(3)(20) + (20)* =9 + 12i + 4i*
=9—4+4+12i =5+ 12i

o T BT )
(3+51) (1+41)
-17+174%

Calculer i3 puis donner la forme algébrique de (2 + i)3.

e3=i?xi=(-1)xi=-—i

* Pour tous nombres complexes z et z' on a :
(z+2") =23 +32%2' +322'% 4+ 23

Donc :

2Q+i)3=22+3x22xi+3x2xi*+1i3

=8+12i+6x(—-1)—i=2+11i

Donner la forme algébrique de chacun des nombres :
z;=0B+2)+(—1+7i), z; = (3+5)(1+ 40
et z; = (3 + 2i)?, vérifier z, et z; a I'aide de la calculatrice.

Tout réel a est « identifié » a a + 0i : il n’y a pas de raison de les
distinguer, cela n’apporterait rien, en particulier le réel nul O est
identifié au complexe nul O¢ avec O¢ = Oi + Ori et on utilise
simplement la notation 0, ainsi: 0 = Og = O¢ = Og + ORl.
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@i/l Résoudre dans C I'équation: (2z — 3 +i)(iz—5) = 0.

On a les équivalences :
(2z—-3+4+)(iz—=5)=0=2z-3+i=0o0uiz—5=0

3—1 5

©2z=3—-iouiz=5z= 0u2=?

3 1 5i 3 1 5i

S zZ7=——— =S Z=-—= =

z 3 2louz 3 Z > 2louz )
3 1, c;
Sz=——— = —
VA 3 2louz i

2
Résoudre dans C les équations:z2 +9 =0et z* — 1= 0.

ez24+9=002z22-(-9)=0s22-3i)?=0
©(z+3i))(z—3i))=02z+3i=00uz—-3i=0

& z=-3iouz=3i

Sc ={-3i; 3i}

ezt —1=0((»)?-1’=0 (2?+1D(=Z*-1)=0
©z2+1=00uz*-1=0

On a d’une part :
Z2+1=00z22-(-1)=0z’-i’?=0oZ+i)E-0)=0
z+i=0o0uz—i=0z=—iou z=1.

et d’autre part :
72—-1=0©2z-1>’=0Z+1Dz-1)=0
©z+1=0o0uz—-1=0z=-1ouz=1
Finalement : S¢ = {—i;i; —1;1}.

3 1. .
Onadonc: S(C={E——l; —Sl}.

@ Un complexe dont la partie réelle est Ok est un imaginaire pur :
un complexe est un imaginaire pur lorsqu’il peut s’écrire ib ou b € R.
Un réel est un complexe de partie imaginaire nulle,

et qu’un imaginaire pur est un complexe de partie réelle nulle :

z est un imaginaire pur Re(z) = 0,zestunréel © Im(z) =0

Le seul nombre qui soit simultanément réel et imaginaire pur est 0.

Forme algébrique de (5 — i)?, résoudre dans C : z2 = 24 —
10i.

Ona:(5—-i)2=52-20G){)+i?=25-10i + (—=1) = 24 — 10i

donc:

72=24-10i©2z°-24-10))=02°-(5-0)?*=0

olz+G-)D]lz-G-i))]=02z+5—-i=0o0uz—-(5-1)
=0

©z=-54+iouz=5-1

Sc={-5+;5—-1i}

Déterminer (x,y) € R? tels que : (x + yi)? = —5 + 12i.
[méthode astucieuse]
—5+12i =4 -9+ 12i = 22 + 2(2)(3i) + (3i)? = (2 + 3i)?
Donc:
(x + yi)2 = -5+ 12i
& (x +yi)? = (2 + 30)?
e x+yi)?—2+3i)*=0
S [k+yi)+Q@+3)D]|[(x+yi))—(2+3i)]=0
Sx+yi+2+3i=0o0oux+yi—(2+3i)=0
Sx+tyi=—-2-3ioux+yi=2+3i
@{x=—2 ou {x=2
y=-3 y=3
Conclusion
ll'y a deux couples (x,y) € R? tels que (x +yi)? = =5+ 12i:
(—2,-3) et (2,3).

Autre méthode

(x +yi)> = -5+ 12i & x* + 2xyi + (yi)* = =5 + 12i

© x* + 2xyi + y?i? = =5+ 12i © x? — y? + 2xyi = =5 + 12i
Or, deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont
méme partie réelle et méme partie imaginaire :
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{ 2xy=12®{x2—y2=12® N
- (3) =-5
6 6
y=x y=x y=§
Y, 36 T )xt-36 1. x
x—;=— 2 = —55 x* —36 = —55x
6
@{ y_x
x*+55x2—36=0

En posant X = x?, x* + 55x% — 36 = 0 s’écrit X* + 5X — 36 = 0,
de discriminat :
A = b*—4ac = 52 —4(1)(—36) = 25 + 144 = 169 = 132
A > 0 donc % + 5X — 36 admet deux racines réelles distinctes :
—-b—+A -5-13 -18

Y=y T 2(1) 2 =9
~-b+VA -5+13 8
27 2 20 2
Donc X = -9 ou X = 4.
e X =—9,0orX = x? donc x> = =9, or le carré d’un réel est un réel
positif ou nul, donc I’équation x* = —9 n’a pas de solution dans R
eX=4,0orX=x*doncx*=4x=-2oux=2:
—six = -2
6
y=xT4m2T
—six =2
6 6
y=3=2773
Conclusion

ll'y a deux couples (x,y) € R? tels que (x +yi)? = =5+ 12i:
(=2,—3) et (2,3).

On en déduit que I'équation z% = —5 + 12i admet deux solutions
dans C: -2 —3iet2 + 3i.

Résoudre dans C I'équation : z = 45 — 28i.

Méthode 1
45 — 28i = 49 — 45 — 28i = 7% — 2(7)(2i) + (2i)? = (7 — 2i)?

On a donc les équivalences :
z2=45-28i2z2=(7-2)?2z>—-(7-20)*=0
S (z+ (7-2D)]%x[z—(7-20)]
©z+7-2i=00uz—(7-2i)=0
©Sz==-7+4+2io0ouz=7-2i

Conclusion : S¢ = {—7 + 2i; 7 — 2i}.

Méthode 2

(x + yi)? = 45 — 28i © x* + 2xyi + (yi)? = 45 — 28i

© x% + 2xyi + y*i®? = 45 — 28i © x* — y? + 2xyi = 45 — 28i
Or, deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont
méme partie réelle et méme partie imaginaire :

{xz—yz = 45 { Xy = —14
2xy =—-28 " x2—y? =45
( __E _ 14
=k - x y——;
142 196
Lxz—(——) = 45 xz——2=45
X X
( 14
y=-— y__ﬂ
=) xt - 196 ‘E’{ x
— =45 x* —196 = 45x

X
B 14
@{ y——;

x* 4+ 45x* - 196 =0

En posant X = x?, x* + 45x* — 196 = 0 s’écrit

X*+45X—-196 =0
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de discriminant :

A = b* — 4ac = (—45)? — 4(1)(—196) = 2809 = 532
A > 0 donc I’équation en X admet deux solutions réelles :
~b—+vA +45-53 -8

™ 2¢  2) 2
~b++VA +45+53 98
X, = = =—=
2a 2(1) 2
Donc X = —4 ou X = 49.
e X = —4 s’écrit x> = —9 (impossible : le carré d’un réel est un réel
positif ou nul)
e X =49,s%critx* =49 x=-7 ou x =7.
—six=-7
14 14
YTy T T
donc : —7 + 2i est une solution.
—six=7
14 14
y= x 7

donc : 7 — 2i est une solution.

Conclusion
L’équation z® = 45 — 28i admet deux solutions dans C : —7 + 2i et
7 — 2i.

Résoudre dans C I'équation : z2 = —24 + 10i.

Méthode 1

—24+10i =25—1—10i = 52 — 2(5) (i) + i2 = (5 — i)?
Ona:
722=-24+10iez2=56-)?o2z?-(5-0)?=0
sz+G-D]z—-G-0)]=0
©z+5—-i=00uz—(5-i)=02z=-5+iouz=5-—1i

Méthode 2
On pose z = x + iy, x et y réels. [Non rédigée]

@ Le conjugué d’'un complexe z, noté zZ, a la méme partie réelle que
Z et une partie imaginaire opposée a celle de z.

Ainsi :

°si z=x+1iyavecxetyréels alors Z =x — iy
esiz=x—iyavecxetyréels,alors Z =x + iy

L 1 , 1+2i
®ili Donner la forme algébriquede:z = —— et z' = -
3+4i 5+12i
1 1(3 — 4i) _3—-4  3-4i 3-—-4i
T35 4 (3+4)(3—4) 3F—(4)2 9+16 25
3 4
~25 25

1+2i  (1+2)(5—12i) 5—12i+10i — 24

T5+12i (5+120(5—12i) 52— (120)
5-20+24 29-20 29 2

25+ 144 169 169 169

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP |

Zl

34490
3y
TR - L
142%
S+12¢
29 2
169 169 ©
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@ quelques définitions
1
e |'inverse de z # 0 est le complexe noté Z tel que :
1 1
ZX—==—Xz=1
zZ z

Z
e le quotient de z € C par z' € C\ {0} est le complexe noté Y égal
au produit de z par l'inverse de z':
z 1 1

;=ZX;=;XZ

Résoudre dans C I'équation : z2 + 4z + 5 = 0.

[FPl vz € C, P(2) = 23 — 422 + 14z — 20
1. Montrer qu’il existe deux réels b et c, a préciser, tels que :

vz € C,P(z) = (z—2)(z*> + bz + ¢)
2. Résoudre dans C I’équation P(z) = 0.
Démontrer la propriété précédent sur les solutions de (E).
Résoudre dans C I'équation : z> + iz + 2 = 0.
Résoudre dans C I'équation: z*+z+1—i = 0.

[P] Equation du second degré

Soienta € C\ {0}, b € C, c € C, on note (E) I'équation du second

degré d’inconnue z € C : az? + bz + ¢ = 0.Le discriminant de (E)

est le complexe A = b? — 4ac. Soit § un complexe tel que §2 = A.

Les solutions, distinctes ou non, de (E) sont les complexes :
—b—94 —b+6

Z, = —Za et z, = —Za

Cas particulier : le scoefficients sont réels

Sia, b, c sont tous réels, a + 0, alors A est un réel et on peut parler
de son signe :

* si A > 0 alors (E) admet deux solutions réelles distinctes :

_“b-vA _-b+VA
“a= 2a A 2a
e si A = 0 alors (E) admet une seule solution, le réel :
—b
=24

* si A < 0 alors (E) admet deux solutions non réelles conjuguées :

—b — i/ |4] —b + i/ |4]
= — et z,=———
2a a

2

Z1

[D] Quelques définitions

e soit n € N, on dit que P est un polyndme de degré n a coefficients
complexes, ou plus simplement un polynome de degré n, lorsqu’il
existe (n + 1) complexes a,, a4, ..., a, avec a, # 0 tels que :

Vz € C,P(z) = apz™ + ay_1z" ' + -+ ayz + a,, on écrit alors :
n

vz € C,P(z) = z a,z®
k=0
e |a fonction nulle z — 0 s’appelle aussi polynéme nul : c’est le seul
polyndbme qui n’a pas de degré
e soit P un polynéme :

P est un polynéme non nul g P est différent du polyn6me nul
Silexistez € C,P(z) # 0

¢ une fonction constante s’appelle aussi polynome constant :

c’est soit le polyndme nul lorsque cette constante est zéro, soit un
polyndme de degré 0 lorsque cette constante est différente de zéro.

Quelques propriétés

e deux polyndmes non nuls sont égaux si et seulement si ils ont
méme degré et ont m"mes coefficients

e soeint P et Q deux polyndmes non nuls, alors :

deg(P X Q) = deg(P) + deg(Q)
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Résoudre dans C I'équation : z2 + 4z + 5 = 0.

L’équation z + 4z + 5 = O estde laforme az? + bz+c =0
aveca =1,b =4 etc =5, de discriminant :

A=b*—4ac =4%>-4(1)(5) =16 —-20 = —4
A < 0 donc il y adeux solutions non réelles conjuguées :

_—b—iJIAl —4-iVA —4-2i

A 2a 2(1) 2 '
etz, =2, =-2+1.
Remarque
—b+i|A] —4+iVE —4+2i _
Z, = = = = -2 +1
2a 2(1) 2
On peut aussi appliquer la formule générale
A = —4 = (2i)? donc § = 2i convient, les deux solutions sont :
—-b—-8 —-4-2i 2(-2-1) )
Z; = = = = -2 —1i
2a 2(1) 2
—b+6 —-4+2i 2(-2+1iQ) ,
Zy = = = =—-2+i
2a 2 2

@Flvz e C, P(z) = 23 — 42% + 14z — 20
1. Montrer qu’il existe deux réels b et c, a préciser, tels que :
Vz € C,P(z) = (z— 2)(2*> + bz + ¢)
Développons :
(z=2)(z>2+bz+c) =23+ 2z?(b—2) + z(c — 2b) — 2¢
Par identification avec z3 — 4z2 + 14z — 20 on obtient :
b—2=-4 b=-2 b=-2
{c—2b=14 <={c=14+2(—2)<={c= 10
—2c =-20 c =10 c=10

Il existe donc de tels nombres b et ¢, a savoirb = —2etc = 10
etona

vz € C,P(z) = (z—2)(z*> — 2z + 10)

Autre méthode Posons la division euclidienne des polyn6mes :

z3 —47> +14z -20 z—2
—z3 427° N z2—2z+10
—27° 14z \L
+22° —4z
10z —-20
—10z +20
0

Donc, Vz € C,z3 — 4z% + 14z — 20 = (z — 2)(z* — 2z + 10).

. Résoudre dans C I’équation P(z) = 0.

L’équation P(z) = 0 s’écrit (z — 2)(z> — 2z +10) =0
ce qui est équivalenta:z—2=0o0uz*—2z+10=0.
oez—2=0z=2
ez2—-2z+10=0
Cette équation est de la forme az? + bz + ¢ = 0 aveca = 1,
b = —2etc =10, de discriminant :
A =b*—4ac =(-2)>—4(1)(10) = 4 — 40 = =36 = (6i)?
A = §%avec § = 6i
—-b—-6 +2-60i 2(1-3i)

- - - 1-3i
A= 2(1) 2 '

_ch+s _+2+6i 20430
2= T 20 2 '

L’équation P(z) admet pour solutionsdans C: 2,1 — 3i, 1 + 3i.
Remarque pour zZ — 2z + 10 = 0
A < 0 doncil y adeux solutions non réelles conjuguées :
—b—i/|Al +2—-iVv36 2—6i )
Z; = = = =1-3i
2a 2(1) 2
etz, =2z; =1+ 3i.
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Démontrer la propriété précédent sur les solutions de (E).

Pourtoutz € C:

az’ 4+ bz + ¢
[, b c
=alz +—z+—]
i a a

I
Q

'2+2 b b)z b2+c
_Z (2a>z+(2a 40?2 «a

[ b\*> b2 4ac]
(z + —) +
a

I
Q

(2+20) ~1at iz
B ( N b)z b? — 4ac
- a\® 2a 4q?

T b 2 A
—a(z+2a)  4q2

En notant 6 un com-plexe telque 6% = A, on obtient :
az* + bz +c
2

~o|(r+ ) - ()]
=

Donc I'équation az? + bz + ¢ = 0, a # 0, s’écrit :
b o) b o)
a(z+—+—)(z+———) =0aveca#0

2a 2a 2a 2a
b 0 N 0
SzZz=————ouz=——+—
2a 2a 2a 2a
—b—-46 —b+6
Sz = ou z =
2a 2a

Les solutions de az? + bz + ¢ = 0,a # 0 sont donc:
—b -6 . —b+46 &
= et z, = *
A1 2a 2 2a

Lien avec le cas ou les coefficients sont des réels
Sia, b etcsontréels,a # 0, alor A = b?> — 4ac est réel donc on peut
parler de son signe et trois cas vont se présenter :

2
esiA>0,ona: A= (\/Z) donc & = VA convient et les formules
(*) deviennent :

_—b—+A —b + A

A oa et Zy = 0a

esiA=0,ona:A=0=(0)?doncd = 0 convient et les formules
(*) deviennent :

_—b—6 —b-0 b ~b+8 —b+0 —b

zZ, = = =— et z, = = —
2a 2a 2a 2a 2a 2a
donc I’équation (E) admet une solution réelle double :
—b
Zy = —
7 2a

2 2
*siA < 0,alors: A= —|A| = i x (\/A]) = (i,/IA]) donc
d = i+/|A| convient el les formules (*) deviennent :

—b—6 —b—ilAl —b+8 —b+ilAl

A= 2a 2a et 2 2a 2a

Résoudre dans C I'équation : z° + iz + 2 = 0.

L’équation z? + iz + 2 = 0 est de la forme az* + bz + ¢ = 0 avec

a=1,b=ietc =2, dediscriminant:
A=b%—4dac=i%—41)(2) = —1—-8=—9 = (3i)?

Onadonc A = 6% avec 6 = 3i.

z* + iz + 2 ademt deux racines complexes distinctes :
—-b—-—6 —-i—3i —4i

= = = —2i
A=, 2(1) 2 ‘

—b+8  —i+3i 20
2= T2 27

Conclusion :
Les solutions de I’équation dans C sont : —2i et i.
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Résoudre dans C 'équation: z°+z+ 1 —i = 0.
L'équation zZ + z+ 1 — i = 0 est de la forme az* + bz + ¢ = 0 avec
a=1,b=1etc=1-1i, dediscriminant:

A=1-4DA -0 =1—4+4i =12+ 2(1)(20) + (2i)?

= (1 + 2i)?
En posant § =1+ 2i,ona: 8% = A.
Lesracinesde z>+ z+ 1 — i sont :

—b—6 —-1-(1+20)) -2-2i 2(-1-10)

= = —1—i
1T 2(1) 2 2 ‘
—b+8 1+ (1420) 2
2= T 20 27 ¢
Conclusion

Les solutions de I’équation dans Csont: —1 — i et i.
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@ Un polyndme non constant est factorisable par un polnome Q
non constant lorsqu’il existe un polyn6me S non constant tel que :
Vz € C,P(z) =Q(z) X S(2).

* mettre en facteur une constante n’est donc pas considére
comme factorisation
esiP =Q xS, alors deg(S) = deg(P) — deg(Q)

z et a sont deux complexes, n un entier naturel non nul, ona :
z"—a" = (z—a)(z"ta® + - + 2" Rk 4 o 4 20q" T

Justifier la formule générale de factorisation de z™ — a™.

@ Soit P un polynbme de degré n > 1 et a € C, alors :

) déf
a estuneracinede P < P(a) =0
Autrement dit : une racine d’un polyndme est un complexe annulant
ce polynéme.

Soit P un polyndme non constant et a € C, on a les équivalences :
il existe un polynéme Q différent du polyndme nul tel que
VzeCP(z)=(z—a)Q(z) ©P(a) =0

@ Soit P un polynéme de degré n a coefficients complexes et a un
nombre complexe, on dit que :

e a est une racine simple de P lorsque P(z) est factorisable par
(z — @) mais pas par (z — a)?

e a est une racine double de P lorsque P(z) est factorisable par
(z — @)* mais pas par (z — a)3

e a est une racine de multiplicité k € N* de P lorsque P(z) est
factorisable par (z — @)* mais pas par (z — a)**?

[PlaeC*, beC,ceC VzECP(2)=az*+ bz +c.
On note z, et z, les racines complexes de P, distinctes ou non, alors :

b c
Zi+ 2z, =—— et 21XZ2=E
a

Par convention on parle de la somme « des » racines et du produit
«des» racines de P que z; et z, soient distinctes ou non.

Démontrer la propriété précédente.

[FL vz € C, P(2) = 23 — 2iz% + 25z — 50i
e vérifier que 2i est une racine de P puis factoriser P(z)
e résoudre dans C I'équation P(z) = 0

FHvzeCP(2)=23— 2+ i)z%—2z—2—4i
e calculer P(—i), en déduire une factorisation de P(z)
e résoudre dans C I'équation P(z) = 0

Démontrer les formules précédentes.

Vz € C,P(z) = azz® + a,z* + a,z + ay avec az # 0
On admet qu’il existe exactement trois racines comptées avec leur
ordre de multiplicité, notées z;, z, et z;. Montrer que :
a Ao
Zi+zZy,+z3=—— et z; X2z, XZ3 = — —
as as

Un polyndme de degré n > 1 admet au plus n racines distinctes.

Démontrer la popriété précédente.

(admis) Soit n € N*, on considére un polynéme P de degré n a
coefficients complexes, pour tout z € C,

P(z) =a,z"+ ap_1z" '+ -+ a;z+a, aveca, # 0
* |la somme des racines comptées avec leur ordre de multiplicité est
an-1

égalea: —
g an
e le produit des racines comptées avec leur ordre de multiplicité est
. . Qo
égala: (—1)" —.
n
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Pour tout n € N*, on consideére la proposition B, :
z"—a*=(z—a)(z" a4+ - + 2V kgk . 4 20q )
e initialisation
z!—a' =z—a = (z—-a)(z%"°) donc P, est vraie
e hérédité
Supposons vraie B, pour un certain entier naturel n et démontrons
que P, estvraie.
ML gntl
=zz" —za" + za" — aa"
=zZ"—a")+ (z — a)a™
=z(z—a)(Z"1a® + -+ 2" gk + oo + 299" ) + (2 — a)a®
=(z—-a)(z"a® + -+ z"Fak + - + za® 1 + a™)
Ona:
z"l —a™l = (z-a)(z"a’ + -+ z"*ka¥ + - + za® 1 + a™)
autrement dit P, est vraie.
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence
que, pour tout n € N, P, est vraie, autrement dit :
vn € N*, z" — a"
=(z—-a)(Z" a4+ -+ 2" gk .o 4 20q"7T)

Démontrer la propriété précédente.

Soit P un poulyndme de degrén > 1 et a € C telque P(a) =0
Vz€E€C, P(z) =a,z" +a,_1z" 1+ +a,z+ayaveca, # 0
Ona :

P(2)
=P(z)—-0
= P(z) — P(a)

= anzn + an—]_Zn_l + -+ a.z + aO
— (a,a™ + ap_1@™ -+ aga + ag)
= ay(z" —a™) + a1 (Z" —a" )+ + a1z - a)
Or, on a montré précédemment pour tout i € {1; ...;n}, z"' — a'

est factorisable par (z — @) donc il existe un polynéme §; tel que,
VzeC:z'—a' = (z—a)S;(2).

Donc:
a,z"—a )+ a, " —a" D)+ -+ a,(z— )
= a,(z — a)Sp(2) + an_1(z — @)Sp_1(2) + - +a,(z — @)S,(2)
= (z — a)[aySp(2) + an_1Sn-1(2) + -+ + 4,5, (2)]
= (z — a)T,(2)
ou T;, est le polyndbme a,,S, + ap_1Sp—1 + -+ a,S; + a4 5;.
[l existe un polyndme T;, tel que pour toutz € C:
P(z) = (z — a)Ty(2)
ce qui montre que P(z) est factorisable par (z — a).

Vz € C,P(z) = z3 — 2iz® + 25z — 50i
e vérifier que 2i est une racine de P puis factoriser P(z)
e résoudre dans C I'équation P(z) = 0

Vz € C,P(z) = z3 — 2iz? 4+ 25z — 50i

eOna:
P(2i) = (2i)3 = 2i(2i)% + 25(2i) — 50i
= 8i%i — 2i x (—4) + 50i — 50i
=—-8i+8i+50i—50i=0

On constate que P(2i) = 0 donc 2i est une racine de P.

e 2i est une racine de P donc P(z) est factorisable par (z — 2i)
par conséquent il existe deux constantes complexes b et c telles que
Vz € C,P(z) = (z — 2{)(z* + bz + ¢), ce qui s’écrit :
Vz € C,z3 —2iz?> + 25z — 50i
= z3+ z%2(b — 2i) + z(c — 2ib) — 2ic
Or, deux polyn6mes sont égaux si et seulement si ils ont le méme
degré et des coefficients égaux, donc :

b—2i=—2i b=0 b
c—2ib=25 ¢ c=25 © :25
—2ic = —=50i 25—-2ix0=25 B

Onadonc, pourtoutz € C:
P(z) = (z — 20)(z% + 25) = (z — 2i)(z? — (5i)?)
= (z — 2i)(z + 5i)(z — 5i)
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Onadonc: b=-2-2i b=-2-2i
P(2) =0 & (2 —20)(z +5)(z — 50) = 0 & c=—4+20 e {) i 5
©z=2iouz=-5ouz=>5i —4+2i -2 = 2{* = =2
Onadonc:Vz € C,P(z) = (z+i)(z%2 + (=2 —2i)z — 4+ 2i).
eP2)=0oz+i=00uz?+(-2-20)z—4+2i=0
z2+ (—2—2i)z— 4+ 2i =0 (+) estde laforme az>+ bz+c =0

L’équation P(z) = 0 admet donc pour solutions dans C : 2i, —5i, 5i.

1 P(z):=z"3-(2 i )z"2+25z-50 i

= P(z) :=22—2(2°4+252—50¢ aveca=1,b=—-2—2ietc=—4+ 2i,de discriminant :
: A=b*—4ac=(-2-20)2—41)(—4+2i
, FactorlseC[(P(z)) ' ' = (=2)% — 2(=2)(20) + (2i)? —(4)((—4 + Zi))
2 (@450 (2=50 (=20 =4+8i—4+16—8i =16 = 47
3 | CRésoudre(P(z)=0) é = 4 convient, les solutions de I'équation (*) sont :
S {z2=5iz=—5(2=21} Zl=—b—6=2+21—4=—2+21=_1+i
2a 2(1) 2
@ElvzeCP(z) =23 — (24 i)z —2z—2 — 4i _Th+d _2+2i+4 6420 .
e calculer P(—i), en déduire une factorisation de P(z) 2= T 2) 2 l
e résoudre dans C I'équation P(z) = 0 Finalement: S¢c ={—-i;—-1+1i;3 + i}.
eP(-)=(=)3-Q+D(=)2-2(-i)—2—4i 1 P(z):=z"3-(2+ i )z"2-2z-2-4 i
=i+2+i+20—-2-4i=0 2 P(2) =24+ (—2—-()22—22—2—4{
P(—i) = 0 donc P(z) est factorisable par (z + i), par conséquent il , :
existe deux constantes complexes b et c telles que : 5 FactoriseCI(P(z))
Vz € C,P(z) = (z+1)(z* + bz + ¢), ce qui s’écrit : +(z=3-10) (z+1-1) (z+¥9)
vz € C, P
22— Q41272 —22—2—4i=23+2%(b + i) + z(c + bi) + ic 3  CRésoudre(P(z)=0)
Or, deux polyn6mes sont égaux si et seulement si ils ont le méme -+ {z=3+z=-141{,z=—1i}
degré et des coefficients égaux :
. . b=-2-2i b=—2-2i - . —
b+i=-2-1 —2 — 4i _2i — 4j2 Un polyndme de degré n > 1 admet au plus n racines distinctes.
c+bi=-2 S (= & = —
o . i i2 . o
ic=—-2—4i c4bi=—2 c4bi=—2 Démontrer la popriété précédente.
b= _2__ 21 b=—-2-—2i Soit P de degré n > 1, supposons que P admet au moinsn + 1
c = —2it4 o c=—4+2i racines a;, ..., 41 alors P(z) est factorisable par (z — a,),
c4bim 2_1 —4+2i+(=2-2)i=-2 .,(Z — a,4+1) doncil existe un polynéme Q différent du polyndme
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nultelque,Vz€ C:P(z) = (z—ay) X .. X (2 — ap41) X Q(2).

Le degré d’un produit de polyndmes étant égal a la somme de leurs
degrés on en déduit :

deg(P) =1+1+--+1+deg(Q)=n+1+deg(Q) >n+1>n

(n+1) termes
ce qui est absurde (deg(P) = n) par conséquent il faut rejeter

I’"hypothese que P admet au moins n + 1 racines, on en déduit qu’il
en admet au plus n.

Conséquencestres importante : si I'on connait n racines distinctes
d’un polynéme de degré n > 1 alors on les connait toutes.

a EC,b€eC,ceCVzeC, P(z) =az*+ bz + c.Onnote z;
et z, les racines complexes de P, distinctes ou confondues, alors :

b c
Zit+ 2z, =—— et lezZ:E
a

Démontrer la formule précédente.

En notant § un nombre tel que §> = A,ona:

—b-8 _ —b+§
Zl_ Za etZZ— Za
D’ou:
L, _Th=8 —bts —b-5-b+s_-2b_ b
ATan= 2a 2a 2a 24 a
_ch=8 —bts (cb=O(b+8) (b= &
f X2y = 2a 2a 2a X 2a B 4q*
b*—A b*—(b*>—4ac) b*—b*+4ac 4daxXc ¢
4% 4q* B 4q* T daxa a

vz € C,P(z) = a3z% + ayz* + a,z + ay avec az # 0.
On admet qu’il existe exactement trois racines comptées avec leur
ordre de multiplicité, z,, z, et z;.

Ecrire une factorisation de P(z), en déduire que :
a, Ao
ZytZytzZ3=—— et zy XZy XZ3=— —
as as

Pourtoutz € C,ona:
P(z) = a3(z — z,)(z — 2,)(z — 2z3)
= as3(z — z1)[2% — (2, + 23)z + 2,23]
= as|z3 + z%(—zy, — 23 — z1) + zE (24, 2, Z3) — Z1Z223]
= a3z% + 2%(—a3(zy + 7, + 23)) + a3E (24, 25, 23) — A32, 2,73
Or, deux polyn6mes sont égaux si et seulement si ils ont méme degré
et des coefficients égaux, donc :
{—a3(zl + 2+ 23) = a,
—Q3Z1Z3Z3 = Qo

Comme a3z # 0, ce systeme est équivalent a :

a;

Zq + Zy + Z3 = ——
as

Ao

Z12923 = ——

as
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@ (rappel) Le conjugué d’'un complexe z, noté Z, a la méme partie
réelle que z et une partie imaginaire opposée a celle de z.

Pourtout complexe z,ona:
©Z =12 ez+7Z=2x%xRe(z) ez—7=2ixIm(z)

Pour tout complexe z, on a:

*Z =7 ez+Z=2XRe(z) ez—27Z=2iXIm(z)

Démontrer les trois formules précédentes.

Pour tout complexe z, on a:
ezER® Z =2
ezX Z = [Re(2)]* + [Im(2)]?

ezEIR® Z =—2z

[@L] Démontrer les trois formules précédentes.
Posonsz = x + iy, xetyréels,ona:z = x — iy.
e Z =X—-1ly=x+iy=1z
*z+Z=x+iy+x—1iy=2x =2 XRe(2)
ez—Z=x+iy—(x—iy) =x+iy—x+iy =2iy = 2i X Im(2)

Démontrer les trois formules précédentes

Pour tout complexe z, on a :
ezER® Z =2
ezX Z = [Re(2)]* + [Im(2)]?

ezEIR® Z =—2z

Pourtous complexes zet z',ona:
ez+2z' =7 +27 oez—2z'=7 —7 ezXz =7 X7

Démontrer les trois formules précédentes.

Pour tout complexe z et tout complexe non nul z’, on a:

1y 1 7ZN  Z
1) I

Démontrer les trois formules précédentes.

Posons z = x + iy, x et y réels.
cezeRelIm(z2) =0 2ixIm(z)=0e0z—2z2=092z2=7Z
ezEIR® Re(z) =0 2Re(z) =0z+7=0272=—2
ozxzZ=((x+iy)(x —iy) =x?— (iy)? = x? + y?

= [Re(2)]* + [Im(2)]?

Démontrer les deux formules précédentes.

Pourtous complexes zet z',ona:
ez+2z' =7 +27 oez—2z'=7 —7 ezXz =7 X7

Pour tout complexes z, tout complexe non nul z’ et tout entier
relatif n,ona: ez* = (Z)"

Démontrer la formule précédente.

Formule du bindme de Newton

Pous tous nombres complexes a et b et tout entier naturel n :
n

(a+b)" = z (Z) a~kpk

k=0

Démontrer la formule du bindme de Newton.

Démontrer les trois formules précédentes.
Posonsz=x+iyetz' =x"+1iy, x,y, x ety réels.

OnaalorsZz=x—iyetz =x' —iy'

oz+z =7 +7
z+z' =x+wy+x'+y =x+x' +y+y)
=x+x'—iy+y)=x—-iy+x' —iy  =z2+72

oz—2'=7Z — 7
z—z' =x+iy—-x'+y)=x—-x"+1ly—y')
=x—x'—ily—y)=x—-iy—-x'+iy=x—iy—(x'—iy")

=z—7z
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ozX2zZ =Z XZ
zz' = (x +1y)(x' +1y") = xx’" —yy' +u(xy’ +yx')
=xx' —yy —ilxy'+yx)=x—-iy)(x'—iy)=zx 2

Pour tout complexes z, tout complexe non nul z’ et tout entier
relatif n,ona: ez* = (Z)"

Pour tout complexe z et tout complexe non nul z’, on a:

1 1 7ZN  Z
1) I

Démontrer la foumule précédente.

(non rédigé) Par récurrence en utilisant, pour I'hérédité : conjugué
d’un produit = produit des conjugués.

Démontrer les deux formules précédentes.

* premiere formule
Posonsz' = X +iY, X etY réels,on a:

Remarquons d’abord que :
1 1 X —iY X Y

2 X+ X2+Y2 X2+v? 'XZ4v?

donc:

1 X Y
(_/) =32 T 153 2
z X“+Y X“+Y
d’autre part,

1 1 X+iY X Y

Formule du bindme de Newton

Pous tous nombres complexes a et b et tout entier naturel n :
n

(a+b)" = z (Z) a~kpk

k=0

7 X—iY X+ (V)¢ X2+v2 'XZt+y?

donc:
(1) 1
z') 7'
e deuxieme formule
Pourz€ Cetz' € C\ {0},ona:
7 1 1 1 Z
(—,)=(ZX—,)= A X(—,)= A X=,=:,
Z /A A VA VA

Démontrer la formule du bindme de Newton.
On se donne deux complexes a et b.

Pour tout n € N, on considere la proposition P, :
n

(a+b)" = z (Z) a~kpk

k=0
autrement dit :

n

(a+b)" = (O) ab® + (111) a™pt + -+ (n

k) a™kpk + ... + (Z) a’b™

e initialisation

0
n
(a+bh)°=1= (O) a’h® = z ( )a”"‘b"
0 k
k=0

par conséquent P, est vraie.
e hérédité
soit n € N un entier natuerl pour lequel B, est vraie, montrons que

P, ;1 est vraie c’est-a-dire que :
n+1

(a + b)n+1 — z (Tl + 1) qttl-kpk
k
0

(@+b)™ = (a4 b)(a+b)" = ala + b)" + b(a + b)"
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On ad’une part :

a(a + b)n — a(i a~ kbk) — zn: (Z’) an+1—kbk (*)

k=0
et d’autre part,ona :

b(a+b)"=b <zn: a™~ kbk) = zn: (Z) at—kpk+1

0
Posons k' =k +1:
sik =0alorsk’ =1,sik =nalors k' =n+ 1donc 'égalité
précédente donne :

_ z (kITi 1) g1k pk’

k'=1

Posons k = k', on obient :
n+1

b(a + b)n — z (k f 1) an+1—kbk (**)

k=1
Il résulte de (*), (x*) etde (a +b)"*! =a(a+ b)"* + b(a + b)"

que :
n+1

(a + b)"+! = z ( )an+1 kpk 4 z (k f 1) g1k pk

Tl

k=1
_ n+1b0 Z(Z n+1- kbk_l_z n+1—kbk

k=1

(n+711 1) n+1-— (n+1)bn+1

an+i-kpk 4 (k E 1) an+1—kbk] 4 pntt

-t ()
< [

Or, d’aprés la formule de Pascal : (k f 1) + (n) _ (n + 1)

E 1)] an+1—kbk + bn+1

k k
donc :
n
(@ + b)™*1! = g1 + Tl + 1 anti-kpk 4 pn+i
k=1
n+1\ n+1-050 z n+1 n+1-kpk
( . ) a™1=0p0 + ) a1 kp
-1
n+1 n+1-(n+1) ;n+1
+ (n+ 1)a b
n+1
_ n+1\ ny1-kpk
—Z( K )a b
k=0
On a bien :
n+1
n+l _ n+ 1\ nii-knk
(a + b) _,Z:( K )a b
=0

Donc P, 4 est vraie.

Conclusion

Il résulte des deux points précédents et du pricnipe de récurrence

que, pour tout n € N, P, est vraie, autrement dit :
n

vn €N, (a+ b)" = z (Z) akpk

k=0
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