ME Arithmétique  Activités

Arithmétique partie |

Thiaude P.

@ ensemble des entiers naturels, ensembles des entiers relatifs
eN={0;1;2;..}, N =N\ {0} = {1, 2; ...}
e Z={..;-2,-1;0;,1;2;,..},Z“ =Z\ {0} ={...; =2, -1, 1, 2; ... }

* a propose de N

— la somme et le produit de deux entiers naturels sont des entiers
naturels : on dit que N est stable pour I'addition et la multiplication
— N n’est pas stable par soustraction

— il est interdit d’effectuer un division décimales dans N : il n’y a pas
de « fraction » dans N

* a propos de Z

— Z est stable par addition, multiplication et soustraction

— il est interdit d’effectuer une division décimale dans Z : il n’y a pas
de « fraction » dans Z

e quelques rappels

— I'affirmation « si A est vraie alors B est vraie » se note aussi
«A=>B»

— démontrer I'affirmation « A = B » revient a démontrer sa forme
contraposée « non B = non A » (attention a l'ordre ...)

— pour démontrer que I'affirmation A est vraie on peut effectuer un
raisonnement par I'absurde : on suppose que A est fausse, on en
déduit un ensemble d’affirmations contenant une contradiction ce
qui permet de rejeter I’hypothése que I'affirmation A est fausse,
donc d’en déduire que I'affirmation A est vraie

— « A © B »signifie « A = B et B = A » (simultanément).

Le symbole « & » peut étre remplacé par « cela revient a dire que ».

Dans ce chapitre, sauf indication contraire on travaille dans Z.

[D]Soienta € Zet b € Z.

. def =
P a divise b (on écrit a|b) < ilexiste k € Ztelque:b =k X a
Lorsque a|b ont dit aussi que a est un diviseur de b ou encore que
b est un multiple de a.

On peut utiliser la calculatrice pour « tester » si un entier relatif non
nul est ou non un diviseur d’un autre entier relatif mais cela n’a pas
valeur de preuve.

e justifier que : 5 | (—=15), que (—=8) | (—32)

eonsaitque x €EZ,y € Z et x = 7y : quelles affirmations peut-on
en déduire parmi x|y, y|x, x|7, 7|x, 7|y et y|7 ?

e un éléve affirme: «Va € Z, Vb € Z,ona:a+ b|a? — b* »;
démontrer cette affirmation ou bien en donner un contre-exemple

»Pourtouta € Z,ona: 1|a, (—1)|a, alaet (—a)|a.

Mjustifier les quatre affirmations de la propriété précédente.

Le cas particulier de 0

e tout entier relatif divise 0 : Va € Z, a|0, en particulier : 0|0.

¢ 0 ne divise aucun entier relatif non nul, autrement dit pour tout
a € Z on a l'implication : » a # 0 = non(0|a)

m Démontrer la propriété précédente.

Soit a € Z.

Alors, pour tout b € Z on a I’équivalence : » b|a & (—b)|a.

M Démontrer la propriété précédente.
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[}l o justifier que : 5 | (—15), que (—8) | (—32).

eonsaitque x € Z,y € Z et x = 7y, quelles affirmations peut-on
en déduire parmi : x|y, y|x, x|7,7|x, 7|y, y|7 ?

e un éléve affirme: « Va € Z, Vb € Z,on a: a + b|a? — b? »

si cette affirmation est vraie la démontrer, sinon donner un contre-
exemple.

e —15 = (—3) X 5:ilexiste k € Z tel que —15 = k X 5, a savoir

k =—=3,donc 5| (—15)

—32 =4 x (—8) :ilexiste k' € Z tel que —32 = k' X (—8), a savoir
k' = 4, donc (—8) | (—32)

e on sait que x = 7y, on peut en déduire : y|x et 7|x
ea’*—b?>=(a+b)(a—b)=kx(a+b)aveck=a—b

ll existe k € Z tel que a® — b?> = k X (a + b) donc (a + b)|a? — b?

Soit a € Z.

Alors, pour tout b € Z on a I’équivalence : » b|a & (—b)|a.

Pourtouta € Z,ona: 1|a, (—1)|a, alaet (—a)|a.

m Démontrer la propriété précédente.

a =1 X a montre que 1|a et que ala
a = (—1) X (—a) montre que (—1)|a et (—a)|a

Le cas particulier de 0

e tout entier relatif divise 0 : Va € Z, a|0, en particulier : 0|0.

¢ 0 ne divise aucun entier relatif non nul. Autrement dit, pour tout
a € Z,on a 'implication : a # 0 = non(0|a).

[iE] Démontrer la propriété précédente.

e pour tout a € Z,0 = 0 X a montre que a est un diviseur de 0

e soit a un entier relatif admettant 0 pour diviseur, alors il existe

k € Ztelquea =k X0donca =0.

On a montré que : 0 est un diviseur de a = a = 0.

En prenant la contraposée : non (a = 0) = non (0|a) ce qui s’écrit
aussi: a # 0 = 0 n’est pas un diviseur de a.

m Démontrer la propriété précédente.

Soient a € Z.

* montrons que : Vb € Z, si b|a alors (—b)|a.

Soit b € Z tel que b|a. Il existe k € Z tel que : a = k X b, ce qui
s’écrit aussi: a = (—k) X (—b).

Il existe k' € Z telque :a = k' X (—b), a savoir k' = —k, donc
(=b) est un diviseur de a.

e montrons que : Vb € Z, si (—b)|a alors b|a.

Soit b € Z tel que (—b)|a : d’apreés le point précédent ona :
—(—b)|a autrement dit : b|a.

Conclusion
Il résulte des deux points précédents que : bla & (—b)|a.
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Quelques rappels sur la valeur absolue et des compléments
Pour tout x € R, |x| & vx2.

Soientxetydeux réels, on a:

e|lx| >0 e|0]=0et|1]=1
esix > 0alors |x] =x,etsix < 0alors |x| = —x
o [x X y| = |x| x|y *lx|=0=x=0

Démontrer la propriété « transitivité de la divisibilité ».

P divisibilité et combinaison linéaire
Pour tout (a, b, ¢) € Z3, on a I'implication :

alb et alc = V(m,n) € Z?,a|(mb + nc)
Autrement dit : si un entier qui divise deux nombres alors il divise
toute combinaison linéaire de ces deux nombres.

m Démontrer chacun des points de la propriété précédente.

Démontrer la propriété « divisibilité et combinaison linéaire ».

Soit a un entier relatif non nul et d un diviseur positif de a,
alors d est compris au sens largeentre 1 et |a|: 1 < d < |a|,
acZ\{0}

dENetdla:>1<d<|a|'

autrement dit on a I'implication : {

m Démontrer la propriété précédente.

Un éleve affirme «sia €Z,d € Netd]a,alors 1 < d < |a| ».
Montrer que cet éléve se trompe.

Donner sans justification les diviseurs positifs de (—15) puis
donner sans justification tous les diviseurs de (—15).

Pour tout (a,b, c) € Z3, on a les implications :

alb et alc = a|b+c

alb et alc = alb—c
P Si un entier divise deux nombres, alors il divise la somme et la
différence de ces deux nombres.

Pour a € Z \ {0}, lacommande ListeDiviseurs(a)dans
GeoGebra donne la liste des diviseurs positifs de a.

Justifier la propriété précédente.

Un éléve affirme que : « pour tous entiers relatifs a, b, ¢, d on a
I'implication:albetcld=>a+c|lb+deta—c|b—d ».
Montrer qu’il se trompe.

FXE Démontrer que V(a,b) € Z2,ona: 4|(a + b)? — (a — b)>.
Démontrer que : Vn € N, ona : 3|(2™ + 2"**1).

é On ne peut pas ajouter ou soustraire « membre a membre » des
relations de divisibilité.

[D] Des entiers consécutifs sont des entiers dont la différence est 1.

Que penser de l'affirmation d’un éléve « la somme de trois
entiers relatifs consécutifs est divisible par 3 » ?

D transitivité de la divisibilité
Pour tout (a, b, ¢) € Z3 on a 'implication : a|b et b|c = a|c

Un programme Python

Rappel
Poura € Net b € N\ {0}, dire que b est un diviseur de a revient a

dire que le reste de la division euclidienne de a par b est nul.

Ecrire un programme Python qui demande d’entrer un entier naturel
non nul puis affiche ses diviseurs positifs sous forme de liste.

Déterminer tous les entiers naturels n tels que : n — 3|7.
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Quelques rappels sur la valeur absolue et des compléments
Pour tout x € R on pose : |x| & Vx2.

Soientxetydeux réels, on a:

e|lx| >0 e|0]=0et]|1l]|=1
esix > 0alors |x] =x,etsix < 0alors |x| = —x
o [x X y| = |x| x|y elx|=0=x=0

m Démontrer chacun des points de la propriété précédente.
e montrons que |x| > 0
Soitx € ]R Le résultat d’une racine carré est un réel positif ou nul

donc : Vx? > 0 autrement dit |x| >

e montrons que : si x > 0 alors |x| = x, etsix < Oalors |[x| = —x
Soit x > 0, |x| = Vx2 = x (par définition de V' ).
Si x <0donc —x > 0,0ona:|x| =vVx? =,(—x)? = —x d’aprés le

cas précédent.

e déterminons |1] et |O|
1| =V12=vV1i=1et|0|=V02=/0=0
* montrons que : |[x X y| = |x| X |y|
e Xyl = /(e x )2 = a2 x y2 = VxZ x \[y? = |x| x |y]
e montronsque |[x| =0 = x=0
— montronsquex =0= |x| =0
six = 0,alors |x| =]0] = 0.
Onadonchien:x=0=|x| =0
— montronsque |[x]| =0=>x =10
méthode 1
On procéde par disjonction de cas :
six >0
supposons |x| = 0
x est positif ou nul donc |x| = x par conséquent
I'égalité |x| = 0 s’écritaussix = 0 V'

six <0
supposons |x| = 0

x est strictement négatif donc |x| = —x

par conséquent I'égalité |x| = 0 s’écritaussi —x = 0

ouencore (—x) X (-1) =0Xx (-1 ie.x=0V
Pour tout x € R, on a I'implication: |[x| =0=>x =0
deuxieme méthode

2

x2=0=>(\/x2) =0loex*=0x=0
Pour tout x € R, on a I'implication: |[x| =0=>x =0

x| =0

Résumons: |x| =0=>x=0etx =0= |x| = 0doncona
démontré I'équivalence: |x]| =0 x =0

[P] Soit a un entier relatif non nul et d un diviseur positif de a,

alors d est compris au sens largeentre 1 et |a| : 1 < d < |a|,
a € Z\{0}

deNetd|a

autrement dit on a I'implication :{ =>1<d<]al.

m Démontrer la propriété précédente.
Soita € Z \ {0},d € Netd|a.
Démontronsque : 1 < d < |al.

o o

d|a donc il existe k € Z tel que a = k X d, d’ou :

lal = |k x d| = |k x |d| = |k| xd
Résumons : |a| = |k| X d (%)
e Montrons que 1 % d

a+# 0donclal #0
d est diviseurs de |a| # 0 donc d # 0 et comme d est un entier
naturel on en déduitque: 1 < d VvV

e Montrons que d < |a|
®

(*) montre que |k| divise |a| et comme |a| # 0 on en déduit |k| # 0
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|k| € N et |k| # 0donc 1 < |k| puis en multipliant pard > 0
onobtient: 1 x d < |k| X d, c’est-a-dired < |a| V

Conclusion: 1 < d < |a.

Un éléve affirme «sia € Z,d € Netd|a,alors 1 < d < |a| ».
Montrer que cet éléve se trompe.

Ona:0=6x0donc 6|0, mais«1 <6 <|0]»estfaux.Ona
trouvé un contre-exemple donc I'affirmation de I'éléve est fausse.

m Donner sans justification les diviseurs positifs de (—15) puis
donner sans justification tous les diviseurs de (—15).

On recherche les diviseurs positifs de (—15) dans [1; | — 15]], c’est-
a-dire dans [[1; 15].

Les diviseurs positif de (—15) : 1, 3, 5, 15.

Tous les diviseurs de (—=15) : —15, =5, -3,—1, 1, 3, 5 et 15.

[\iE] Démontrer que pour tout (a, b) € Z2: 4|(a + b)? — (a — b)>.
Soient a et b deux entiers relatifs, on a :
(a+b)? — (a — b)? =a? + 2ab + b? — (a? — 2ab + b?)
=a?+2a + b%? —a? + 2ab — b? = 4ab
Résumons : (a + b)? — (a — b)? = 4ab.
Il existe k € Z tel que (a + b)? — (a — b)? = 4k, a savoir k = ab,
donc: 4|(a + b)? — (a — b)>.

m Pour bien comprendre la question, on peut commencer au
brouillon par tester quelques valeurs de n mais cela n’est pas
obligatoire :

en=0

2042041 =204 21 =1+2=3=1x3
20 +29+1 =1 x 3 donc 3|(2° + 2°*1)
en=1

21 4211 =21 422=24+4=6=2x%3
21 + 211 =2 x 3 donc 3|(2! + 21*1)

Soit n € N, montrons que : 3| (2™ + 2"**1).

Ona: 2" 4271 = 20 x 1 4 2% x 21 = 27(1 4+ 21) = 2" x 3.
Ona: 2™ + 2™t = 2™ x 3, il existe k € Z tel que 2™ + 2™*1 = k x
3,

a savoir k = 2™ donc : 3|2™ + 2™*1,

Conclusion : Vn € N, 3|2™ + 2™*1,

[D] Des entiers consécutifs sont des entiers dont la différence est 1.

M Que penser de I'affirmation d’un éléve « la somme de trois
entiers relatifs consécutifs est divisible par 3 » ?

On se donne trois entiers relatifs consécutifs, en notant n le plus
petit d’entre eux, les deux autres sont égauxan+ 1letn + 2.

Ona:
n+n+D)+m+2)=n+n+1+n+2=3n+3=3n+1)
Résumons:n+ (n+ 1)+ (n+2) =3(n+1).

Il existe k € Ztelquen + (n + 1) + (n + 2) = 3k, a savoir
k=m+1),donc3In+ (n+1)+ (n+2).

L'affirmation de cet éléve est donc exacte.

P transitivité de la divisibilité
Pour tout (a, b, ¢) € Z3 on a 'implication : a|b et b|c = a|c

[¥F] Démontrer la propriété « transitivité de la divisibilité ».

Soient a, b et c trois entier relatifs tels que a|b et b|c.
Ona:a|b,doncilexiste k € Ztelque:b =k X a

etona: b|c,doncil existe k' € Ztel que:c = k' X b.
Dolu:c=k'xb=k'x(kxa)=k'x(kxa)=((k'xk)Xa.
Il existe k"' € Z tel que ¢ = k" X a, asavoir k' = k' X k donc a|c.
Pour tout (a, b, c) € Z3, on a l'implication : a|b et b|c = ac.

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.




P divisibilité et combinaison linéaire
Pour tout (a, b, ¢) € Z3, on a I'implication :
alb et alc = V(m,n) € Z?,a|(mb + nc)
Un entier qui divise deux nombres divise toute combinaison linéaire
de ces deux nombres.

[¥E] Démontrer la propriété « divisibilité et combinaison linéaire ».

Soient a, b, c trois entiers relatifs tels que a|b et a|c, m et n deux
entiers relatifs.

Ona:a|b, doncil existe k € Z tel que : b = ka,

etona: alc, doncil existe k' € Z tel que : ¢ = k'a.

D’ol : mb + nc = mka + nk'a = (mk + nk’)a.

Il existe k"' € Z tel que mb + nc = k''a, a savoir k' = mk + nk’,
donc : a|(mb + nc).

On a: a|b et a|c donc a divise toute combinaison linéaire de b et c,
en particulier : a|1 X b + (—1) X ¢, c’est-a-dire : a|b — c.

E Un éléve : « pour tous entiers relatifs a, b, c,d on a
implication: albetcld=>a+c|lb+deta—c|b—d ».

Montrer qu’il se trompe.

Ona:6|18et2]|4,6+ 2 =8et 18 + 4 = 22 et pourtant non(8|22)
de méme 6 — 2 =4 et 18 — 4 = 14 et pourtant non(4|14).

Les deux contre-exemples précédents montrent que I'affirmation de
I'éleve est fausse.

é On ne peut pas ajouter ou soustraire « membre a membre » des
relations de divisibilité.

Pour tout (a, b, c) € Z3, on a les implications :
alb et alc = a|lb+c
alb et alc = alb—c

Si un entier divise deux nombres, alors il divise leur somme et leur
différence.

M Justifier la propriété précédente.

méthode 1

Soient a, b et c trois entiers relatifs tels que a|b et a|c.
a|b doncil existe k € Ztelque b =k X a

a|c doncil existe k' € Ztelquec = k' X a
Dou:b+c=kxa+k'xa=k+k") Xa.

Il existe k"' € Z telque b+ c = k' X adonc a|b + c.
D'autrepart:b—c=kxa—k'xa=(k-k')xa.
Il existe k' € Ztelque b —c = k""" X adonc alb — c.
méthode 2

On a: a|b et a|c donc a divise toute combinaison linéaire de b et c,
en particulier : a|1 X b + 1 X ¢, c’est-a-dire : a|b + c.

m Un programme Python

Rappel Pour a € Net b € N \ {0}, dire que b est un diviseur de a
revient a dire que le reste de la division euclidienne de a par b est
nul.

Ecrire un programme Python qui demande d’entrer un entier
naturel non nul puis affiche la liste des diviseurs positifs.

a=int(input("a="))
L=[]
} for k in range(l,a+l):
4 if a¥%k==0:
k5 L.append(k)
print("liste des diviseurs positifs de",a,":",L)

Déterminer tous les entiers naturels n tels que : n — 3|7.
Dire que n — 3|7 revient a dire que n — 3 est un diviseur de 7.
Or, les diviseurs de 7 sont : =7, —1, 1 et 7 donc quatre cas
seulement peuvent se présenter :

en—3=-7&n=-4 en—3=—-1on=2
en—3=1on=4 en—3=7©n=10

Les entiers naturels n cherchés sont donc: 2, 4 et 10.
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Déterminer tous les entiers relatifs n vérifiant le systeme :
n+1|2n+3
) {n + 1|3n+ 2
Ecrire un programme python qui recherche les entiers n vérifiant ()
dans l'intervalle [—100; 100].

Pourtouta € Z — {0}, sid|a, alors : —|a| < d < |a| etd # 0.
Autrement dit tout diviseurs (dans Z) de a € Z \ {0} est compris
entre : —|a| et |a|.

[D] La partie entiére d’un réel x est I'unique entier relatif note E (x)
vérifiant : E(x) < x < E(x) + 1.

En Python la partie entiére est floor (...) accessible apres
chargement de la bibliotheque math par: from math import =*
& |l ne faut pas utiliser int(...).

Déterminer les entiers relatifs n tels que : n + 3|2n + 1.
Vérifier en écrivant un programme Python qui recherche n dans
[—100; 100].

»Poura € Zetb € Z, on a l'implication: alb = Vc € Z, a|b X c.

M Démontrer la propriété précédente.

Soienta € Net b € N\ {0}, alors il existe un unique couple (g, 1)
d’entiers naturels vérifiant:a =g X b +ravec0 < r < b.

[D] Division euclidienne dans N

Poura € Net b € N\ {0}, effectuer la division euclidienne de a par

b c’est déterminer les deux entiers naturels g et r tels que :
a=qXb+1ravec 0Lr<b

on a b valeurs possibles pour lerester: 0,1, ...,b — 1.

Poura € Z, b € Z et c € Z on a I'implication :

alb = axc|bxc
Autrement dit : on peut multiplier les deux membres d’une relation
de divisibilité par un méme entier relatif et c’est une implication.

Démontrer la propriété précédente.

f¥%] Un éleve dit « pour tout (a, b, ¢) € Z3 on a 'implication :
a X c|b X ¢ = a|b ». Que faut-il penser de cette affirmation ?
Et si on ajoute la conditionc # 0 ?

F¥E] Un éleve dit « soient a, b deux entiers relatifs tels que a|b, alors
pour tout entier relatif cona:a + c|b + ¢ ».
Trouver un contre-exemple.

Dans une relation de divisibilité on ne peut pas ajouter/retrancher
le méme entier relatif a chague membre.

M On souhaite démontrer la propriété précédente.

Soienta € Net b € N\ {0}, on travaille dans R, on pose g = E (%)

1. Existence
a. Justifier que g > 0 puis montrerque : 0 < a—gb < b.
b. Onposer = a — gb, justifierque:a =qgb+ret0 <r <b.

2. Unicité
Soient q, 1, q' et r’ des entiers naturels vérifiant :
a=qgb+r,a=q'b+r,0<r<bet0<<r <bavecr >71r'
a. Démontrer que: b|r —r'.
b. Démontrerque: —b <r —1r' < b.
c. Montrer que r = ', en déduire que q = q'.

F¥E Le produit de trois entiers relatifs consécutifs est-il toujours
divisible par 3 ?
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m Déterminer tous les entiers relatifs n vérifiant le systéme :
n+12n+3
(5) {n +1|3n+2
Ecrire un programme python qui recherche les entiers n vérifiant
(S) Vintervalle [—100; 100].

Analyse
Ona:n+1|2n+ 3etn+ 1|3n + 2 donc n + 1 divise toute

combinaison linéaire de 2n + 3 et 3n + 2 et en particulier :
n+1|3(2n+ 3) — 2(3n + 2) c’est-a-dire

n+ 1|6n + 9 — 6n — 4, soit finalement : n + 1|5.

Or, les diviseurs de 5 dans Z sont —5, —1, 1 et 5 donc quatre cas
seulement peuvent se présenter :

en+1=-5quidonnen =—-6

en+1=-—1quidonnen =-2

en+1=1quidonnen=20

en+1=>5quidonnen =4

Synthese

esin=—6

alorsn+1=-6+1=-5
2n+3=2(-6)+3=-9
non((—5)|(—9)) donc n = —6 est refusé

esin=—2

n+l=-2+4+1=-1

2n+3=2(-2)+3=-1
3n+2=3(-2)+2=-6+2=—-4

Ona (—1)|(—1) et (—1)|(—4) donc n = —2 est accepté.

esin=>0

n+1=0+1=1
2n+3=2(0)+3=3
3n+2=30)+2=2
Ona:1|3et1]|2doncn = 0 estaccepté.

esin =4

n+1=4+1=5
2n+3=2(4)+3=8+3=11
non (5|11) donc n = 4 est refusé.

Conclusion
n+1|2n+3

n+ 130+ 2 sont: —2 et 0.

Les entiers relatifs n vérifiant {

for n in range(-100,101):
2 if (n+1)!=0:
3 if ((2*n+3)%(n+1)==0 and (3*n+2)%(n+1)==0):
print(n,end=" ")

Shell -
>>> %Rur
-2 0

Pourtouta € Z — {0}, sid|a, alors : —|a| < d < |a| etd # 0.
Autrement dit : tout diviseurs (dans Z) de a € Z \ {0} est compris
entre —|a| et |a|.

m Déterminer les entiers relatifs n tels que : n + 3|2n + 1.
Vérifier en écrivant un programme Python qui recherche n dans
[—100; 100].

Analyse
Soitn € Ztelque:n+3|2n+1.0na:n+3n+3etn+3|2n+1

donc n + 3 divise toute combinaison linéaireden + 3 et2n + 1, en
particulier :

n+32n+3)+(-1)2n+1) e n+3|2n+ 6 —2n—< n+ 3|5
Or, les diviseurs de 5 dans Z sont : —5, —1, 1 et 5 donc quatre cas
seulement peuvent se présenter :
en+3=-5n=-8
en+3=1n=-2

en+3=-1en=-4
en+3=5n=2
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Synthese

esin= -8

n+3=-8+3=-5
2n+1=2(-8)+1=-15

Ona:—5| —15doncn = —8 est accepté

esin=—4
n+3=—-4+3=-1
2n+1=2(-4)+1=-7

—1| — 7 donc n = —4 est accepté

esin= -2
n+3=-2+4+3=1
2n+1=2(-2)+1=-3

1] — 3 doncn = —2 est accepté

esin =2
n+3=24+3=5
2n+1=2(2)+1=5
5|5 doncn = 2 est accepté

Conclusion
Les entiers relatifs n tels que (n + 3)|(2n + 1) sont: —8, —4, -2, 2.

[¥1 Démontrer la propriété précédente.

Soient a, b deux entiers relatifs tels que a|b et ¢ € Z.

Ona:a|b doncil existe k € Z tel que b = ka.

Alors :bc = ka X c = kc X a.llexiste k' € Ztelqueb Xc =k’ X a,
asavoir k' = k X ¢, donc a|bc.

Poura € Z, b € Z et c € Z on a I'implication :

alb = axcl|bxc
Autrement dit : on peut multiplier les deux membres d’une relation
de divisibilité par un méme entier relatif et c’est une implication.

for n in range(-100,101):
if (not((n+3)==0) and ((2*n+1)%(n+3)==0)):
print(n,end=" ")

Shell
>>> %F I
8 =4 =2 2

[P]soient a € Z et b € Z tels que al|b, alors Vc € Zona: a|b X c.

VX1 Démontrer la propriété précédente.

Soient a,b deux entiers relatifs tels que a|b et c € Z.
Ona:a|b doncil existe k € Z tel que b = ka.
Alors:bXc=kaxXxc=k X (aXc).

Il existe k € Ztelque b X c =k X (aX c)donca X c|b Xc.

V%] un éleve dit « pour tout (a, b, ¢) € Z3 on a limplication :
a X c|b X ¢ = a|b ». Que faut-il penser de cette affirmation ?
Et si on ajoute la conditionc + 0 ?

Ona: 3 X 0]4 X 0 mais non(3|4), on a trouvé un contre-exemple
donc I'affirmation est fausse. On peut cependant montrer que :

si ¢ # 0, alors on a I'implication: a X c|b X ¢ = a|b.

Supposons :a X c|b X c,il existe k € Ztelque b X c =k X a X c,
ce qui s’écrit aussi : bc — kac = 0, ou encore c(b — ka) = 0,

or ¢ # 0 donc b — ka = 0 autrement dit b = ka donc : a|b.

@ Un éléve : « soient a, b deux entiers relatifs tels que a|b, alors
pour tout entier relatif cona: a + c|b + ¢ ».

Trouver un contre-exemple.

Contre-exemple : ona 4|8 maisnon(4 + 1|8 + 1).

Dans une relation de divisibilité on ne peut pas ajouter/retrancher
un méme entier a chaque membre.

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.




@ La partie entiere d’un réel x est I'unique (admis) entier relatif n
tel que : n < x <n+ 1. En notant E(x) la partie entiére de x on a
donc:E(x) e Zet E(x) < x < E(x) + 1.

En Python la partie entiére est floor (...) accessible aprés
chargement de la bibliothéque math : il ne faut pas utiliser int(...).

Soienta € Net b € N\ {0}, alors il existe un et un seul couple
(q,r) d’entiers naturels vérifiant:a =g X b +ravec0 < r < b.

[D] Division euclidienne dans N

Poura € Net b € N\ {0}, effectuer la division euclidienne de a par

b c’est déterminer les deux entiers naturels g et r tels que :
a=qXb+ret 0r<b

[¥Z! On souhaite démontrer la propriété précédente.

Soita € Net b € N\ {0}, on travaille dans Ret on poseq = E (%).

1. Existence
a. Justifierque g > O puisque: 0 < a—qgb < b.

a>0eth > 0donc %; 0, donc E(;);Oi.e.q; 0.
Par définition de la partie entiére, on a :
E(E) <E<E(E)+1
ab b b
autrement dit : g < b < g + 1, puis en multipliant parg > 0
on obtient
qXxXb< bxb<(q+1)xb<=qb <a<gb+b

Sgh—gh<a—-gh<gb+b—-—gho0<a—qb<b(*)

b. Onposer = a — gqb, justifierque:a=qgb+ret0 < r <b.

r=a—-qgbesr+ghb=a—-gh+ghS gh+r=a
& a =qb+r.Enposantr = a — gb, 'inégalité (*) devient :
0<r<b.Résumons:a=qb+ret0<r<bhb.

2. Unicité

Soient q, 1, q' et r’ des entiers naturels vérifiant :

a=qb+r,a=qb+1r,0<r<bet0<r <bavecr>r

a. Démontrer que: b|r — 1’
a=qb +rs'écritaussi:r =a—qb
a=q'b+r'sécritaussi:r’' =a—q'b.
Onadonc:
r—r'=a—qgb—(a—q'b)=—qb+q'b=(—q+q')b
Il existe k € Z telque r —r' = kb, asavoirk = —q + ¢/,
donc: b|r —r'.

b. Démontrerque: —b <r—1r'<b
Onad’unepart: 0 <r <b (%)
d’autrepartona:0<r' <bdonc0>—-r">—b
autrement dit: —b < —r' < 0 (x%).
En ajoutant membre a membre (*) et (x*) on obtient :
0O+(-b)<r+(-r)<b+0,ie.:=b<r—r'<b.

c. Montrer que r = r’, en déduire que q = q’
Effectuons un raisonnement par I'absurde.
Faisons I’hypothése que r # r’ alorsr — r’ # 0 ; d’aprés a.
ona'blr—r’ Ona:r—r'"#0,b €N, blr—r’donc

< b < r —1r"douen particulier b < r — r' ce qui est

contradlctlon avec la conséquence r — r' < b de I'inégalité
—b < r —1r' < b démontrée en b. donc il faut rejeter
I’hypothése r # r’ autrement dit on peut a présent affirmer
que r = r'. On a ensuite les équivalences :
r=r"ea—-gpb=a—-q¢besqgb—qgbh=0
@ —-q@b=0eq —q=00ub=0,orb # 0donc
q' — q = 0 autrement dit ¢’ = g. L'unicité est démontrée.

[¥E Le produit de trois entiers relatifs consécutifs est-il toujours
divisible par 3 ?

On se donne trois entiers relatifs consécutifs : n,n + 1 et n + 2.
Leur produit estn(n + 1)(n + 2).
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Nous allons procéder par disjonction de cas suivant le reste de la
division euclidienne de n par 3.

* 1% cas : le reste est 0
Il existe k € Z tel que n = 3k, alors :
nn+ 1) +2)=3k@Bk+1)(Bk+2)
Il existe k' € Z tel que n(n + 1)(n + 2 = 3k,
asavoir k' = k(3k + 1)(3k + 2),donc 3|n(n + 1)(n + 2)

e2°cas:leresteest 1

Il existe k € Z tel que n = 3k + 1, alors :
nn+1)n+2)=0CBk+1)Bk+2)(Bk+3)
=3Bk+1)Bk+2)(k+1)

Il existe k' € Z tel que n(n + 1)(n + 2 = 3k,

asavoirk’ = 3k + 1)(3k + 2)(k + 1),donc 3In(n + 1)(n + 2)

e 3°cas : le reste est 2

Il existe k € Z tel que n = 3k + 2, alors:
nn+1)n+2)=0CBk+2)Bk+3)Bk+4)
=3Bk +2)(k+ 1)k + 4)

Il existe k' € Ztel que n(n + 1)(n + 2 = 3k,

asavoirk’ = 3k +2)(k + 1)(3k + 4),donc 3|n(n+ 1)(n + 2)

Conclusion
vn € Z,3|n(n + 1)(n + 2) donc le produit de trois entiers relatifs
consécutifs est toujours divisible par 3.
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M On vérifie facilement que : 1 336 = 57 X 23 + 25.

Quel est le reste et le quotient de la division euclidienne de 1 336
par 23 ? Vérifier a I'aide de la calculatrice.

Sachant que le reste de la division euclidienne d’un entier
naturel a par 5 est 4, déterminer le reste de la division euclidienne
de 2a par 5 et celui de la division euclidienne de 3a par 5.

F¥X Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de
16 881 par 12.

@ Poser la division euclidienne de 2024 par 3 puis écrire I'égalité
qui en résulte, en déduire le quotient et le reste de la division
euclidienne de 2024 par 6.

FE% Pour tout n € N, on pose a, = 10n? + 22n + 14, b, = 2n + 3
et on note 1;, le reste de la division euclidienne de a,, par b,,.

e vérifier que, pourtoutn € N,ona:
10n*+22n+14=(Gn+3)2n+3)+n+5

e un éléve affirme que, pour toutn € N, ,, = n + 5 : donner un
contre-exemple

e déterminer 1, en fonction de n en distinguant plusieurs cas
Pourtoutn € N,onposea,, =7n+17,b, =2n+5
et on note 1;, le reste de la division euclidienne de a,, par b,,.

1. Déterminer a, et b, puis poser la division euclidienne de a, par
by, en déduire c,.
Procéder de méme pour a; et b;, déterminer r;.

2. AVaide de la calculatrice, énoncer une conjecture sur 7;, en
fonction de n puis la démontrer.

3. On se propose de retrouver 7;, en fonction de n : poser la division
euclidienne de a,, par b, en déduire une égalité puis vérifier que
celle-ci décrit bien la division euclidienne de a,, par b,,.

[D]Poura € Z et b € Z \ {0} il existe un unique couple (g ;7) tel
queq €Z,r eNeta=qb +1r avec 0 <r < |b|.

On dit que pour la division euclidienne de a par b #+ 0 : a est le
dividende, g est le quotient, b est le diviseur et r est le reste.

é le reste 1 est toujours positif ou nul

Sia € Netb € N\ {0} la division euclidienne dans N et celle
dans Z donnent le méme couple d’entiers (q,r) : il est donc alors
inutile de préciser dans lequel de ces deux ensembles on raisonne.

M Poser la division euclidienne de 125 par 10 et écrire |'égalité
qui en résulte puis déterminer le quotient et le reste de la division
euclidienne de 125 par (—10).

Pour une division euclidienne dans N : la commande partEnt(...)
et la commande reste(...) de la calculatrice sont utilisables, les
commandes // et % de Python sont utilisable.

Elles ne doivent pas étre utilisées lorsque le dividende ou diviseur de
la division euclidienne est négatif.

FEE! Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de
132 par (=5).

F¥¥ Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de
(—1245) par (—12).

FEE Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de
(=75) par 80.

[D]On dit que a € Z et b € Z sont congrus modulo m € N \ {0}
lorsque a et b ont le méme reste pour la division euclidienne par m,
etonécritlors:a=b [m],a = b (m) ouencore a = b mod m.
[i] Le nombre m du modulo est nécessairement strictement positif.

Mlustifier que 176 = 41 [5].
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M On vérifie facilement que : 1 336 = 57 x 23 + 25. Sachant que le reste de la division euclidienne d’un entier

Quel est le reste et le quotient de la division euclidienne de 1 336 naturel a par 5 est 4, déterminer le reste de la division euclidienne
par 23 ? Vérifier 3 aide de la calculatrice. de 2a par 5 et celui de la division euclidienne de 3a par 5.

e en posant la multiplication 57 X 23 on obtient 1 311, on en déduit Recherche

que :57 X 23 + 25 = 1311 + 25 = 1 336 On peut d’abord se donner un exemple : a = 4 convient.

Le reste de la division euclidienne de 2a = 8 par 5 est 3,

¢ dans I'égalité 1 336 = 57 X 23 + 25, non(0 < 25 < 23) le reste de la division euclidienne de 3a = 12 par 5 est 2.

donc 25 n’est pas le reste de la division euclidienne de 1 336 par 23.

Ona: Pour la division euclidienne de a par 5, le reste est 4 donc il existe
1336 = 57 x 23 + 25 q ENtelqguea=gqXx5+4=5qg+4.0nad’unepart :
1336 =57X23+1X23+2 2a=2(5q+4)=10q+8=10q+5x1+3=5(2q+1)+3
1336 = (57 +1) X 23 + 2 Résumons : 2a = (2q + 1) X 5 + 3 avec 0 < 3 < 5 donc pour la
1336 =58 x 23 + 2 division euclidienne de 2a par 5 le reste est 3. D’autre part,ona:
Ona:1336 =58 x 23+ 2avec 0 < 2 < 23 donc pour la division 3a =3(5¢ +4) =15¢ +12 =15¢ + 10 +2 = 5(3q +2) +2

Résumons : 3a = (3q + 2) X 5+ 2 avec 0 < 2 < 5 donc pour la

lidi de 1336 231 teest 2 et tient 58.
euciidienne de par € reste est 2 et 'e quotien division euclidienne de 3a par 5 le reste est 2.

Vérification avec la calculatrice :

e L T | [V ... quotient et reste de la division euclidienne 16 881 par 12

partEnt (1336./23) Posons la division euclidienne de 16 881 par 12 :
e r e e ) R o8, 1 6 8 8 1 12
2 -1 2 \Y 1406
..................................................... z l
—4 8
0 8
— 0
8 1
Avec GeoGebra : -7 2
9

1 | Division(1336, 23)
Pour la division euclidienne de 16 881 par 12 le quotient est 1 406
- {58,2} etlereste 9,0na: 16881 = 1406 x12+9,0 < 9 < 12.
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@ Poser la division euclidienne de 2024 par 3 puis écrire I’égalité

qui en résulte, en déduire le quotient et le reste de la division
euclidienne de 2024 par 6.

En posant la division euclidienne (N.R.) de 2 024 par 3 on obtient :
2024 =674x3+2avec0 2<3.
Onendéduit: 2024 =2x%x337%x3+4+2=337%X6+2.
Ona:2024 =337X 6+ 2avec0 < 2 < 6 donc pour la division
euclidienne de 2 024 par 6 le quotient est 337 et le reste 2.

[¥li vn € N, on pose a,, = 10n? + 22n + 14, b,, = 2n + 3

on note r, le reste de la division euclidienne dans N de a,, par b,,.

e vérifier que, pourtoutn € N,ona:
10n*+22n+14=(G5n+3)2n+3)+n+5

e un éleve affirme que, pour toutn € N, r,, = n + 5 : trouver un
contre-exemple
e déterminer r,, en fonction de n en distinguant plusieurs cas

esoitn € N,ona:
Gn+3)2n+3)+n+5=10n*+15n+6n+9+n+5
=10n*+22n+5
On a donc bien :
vn €N, 10n*+22n+ 14 =(5n+3)2n+3)+n+5
e |'égalité suivante, valable pour tout n € N, s’écrit aussi :
a, =0GBn+3)b,+n+5
Elle traduit la division euclidienne de a,, par b,, si et seulement si
0<n+5<b,cequiestéquivalenta:0<n+5<2n+3
Pourtoutn € N,ona: 0 < n+ 5, donc elle est équivalente a
n+5<2n+3een+5—-n<2n+3-n5<n+3
©5-3<n+3-3©2<n
On doit donc étudier séparémentlescasn =0, n=1etn = 2.
epourn=20
ap =14, by =3, 0ona:14=4x3+2avec 0 2<3
donc: 1y = 2
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epourn=1

a, =10+22+4+14=46,b;, =5,0na:46 =9 x5+ 1avec

0<1<5doncr =1

e pourn =2

a, =10x4+22%x2+4+14=98,b, =2(2)+3 =7,
ona:98=14X%x7+4+0avec0 <0< 7doncr, =0

Conclusion

ro=2,r1=1r,=0etpourn>3,r, =n+5.

Vérifions avec la calculatrice :
NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP

Grarhl Graph2 Graph3

B\Y1810X%+22X+14
E\Y282X+3
I\Y3Hreste(Y1,Y2)
I\Y4BX+5
EI\Ys=

\Ys=
I\Y?=
E\Ys=

0 REEL RAD MP

Y 4

[ 0 0 N OV LE W L

ol

10

12
13
14
i°

x

o




M Pour toutn € N,onposea, =7n+17,b,, =2n+5
et on note r, le reste de la division euclidienne de a,, par b,,.

1. Déterminer a,, by, poser la division euclidienne de a, par b,

en déduire c,. Procéder de méme pour a;et b, déterminer ;.

a,=70)+17=17,b, =2(0)+5=5
17=3x5+2avec0 < 2<5doncry =2
a, =7(1)+17=24,b;, =2(1)+5=7
24=3Xx7+3avec0 <3< 7doncr; =3

2. Alaide de la calculatrice, énoncer une conjecture sur r,, en
fonction de n puis la démontrer.

1|
AaTbl

Graphli Graph2 Groph3 X Y3
I\Y1B7X+17 x—1% 2
I\Y282X+5 2 31 4 y
B\Y:3Breste(Y1.Y2) 2 L i1 2
I\Ya= 5 52 15 7
N s

\An B4
::z;; 10 87 25 12
E\Ys9= X=0

On peut conjecturer que : « Vn € N,7;, = n + 2 ».
Soitn € N,ona:
n+17="n+17—-(n+2)+n+2=6n+15+n+2
=32n+5)+n+2
Résumons :
Ona:2n+5—-(n+2)=n+3>0donc:2n+5>n+ 2.
Résumons :
n+17=3x2n+5)+n+2avec0<n+2<2n+5
Or,a,=7n+17,b, =2n+ 5donc:
a, =3b,+n+2avec 0K n+2<h,
ce qui montre quer,, = n + 2.
Conclusion:Vn € N,r, = n + 2.

[D]Poura € Z et b € Z\ {0} il existe un unique couple (g ;1) tel
queq€Z,reNeta=qb+1r avec 0 <r < |b|.

On dit que pour la division euclidienne de a par b # 0 : a est le
dividende, g est le quotient, b est le diviseur et r est le reste.

é on retiendra que le reste r est toujours positif ou nul

Sia e Netb € N\ {0}, alors la division euclidienne dans N et
celle dans Z donnent le méme couple (g, 7) : il est donc alors inutile
de préciser dans lequel de ces deux ensembles on travaille.

M Poser la division euclidienne de 125 par 10 et écrire I’égalité
qui en résulte puis déterminer le quotient et le reste de la division
euclidienne de 125 par (—10).

125=12%x10+5avec 0 <5< 10.

On en déduit que : 125 = (—12) X (—10) + 5avec 0 < 5 < | — 10|
donc pour la division euclidienne de 125 par (—10) le quotient est
(—12) et le reste 5.

[¥E Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de
132 par (—5).

On commence par poser la division euclidienne avec les entiers
naturels correspondants, puis on modifie I'égalité qui en résulte.
Ona:132=130+2=26 x5+ 2donc:

132 = (—26) X (—5)+2avec0 < 2 < | —5].

Pour la division euclidienne de 132 par (—5), le quotient est (—26)
et le reste 2.

[¥¥| Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de

(=1 245) par (—12).

On commence par poser la division euclidienne par les deux naturels

correspondants, puis on modifie I’égalité qui en résulte.

La division euclidienne de 1 245 par 12 donne 1245 = 103 X 124+ 9
Donc:—1245=-103x12-9
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On en déduit :

—1245=103x(-12)—12+12-9

—1245=103 x(-12)+1x (-12)+ 3

—1245 =104 x (—12)+3avec0 <3 < | —12].

Conclusion

Pour la division euclidienne de (—1 245) par (—12) le quotient est
104 et le reste 3.

[¥E] Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de
(=75) par 80.

On a: —75=(—1) x 80 + 5 avec 0 < 5 < 80 donc pour la division
euclidienne de (—75) par 80 le quotient est (—1) et le reste 5.

[D]On dit que a € Z et b € Z sont congrus modulo m € N \ {0}
lorsque a et b ont le méme reste pour la division euclidienne par m,
onécrit:a=b [m],a =b (m) ouencorea =b mod m.

le « nombre modulo » est un entier strictement positif.

Mjustifier que 176 = 41 [5].

En posant la division euclidienne de 176 par 5 on obtient :

176 = 35 x5+ |1|avec 0 < 1 < 5 donc le reste de cette division
est 1.

En posant la division euclidienne de 41 par 5 on obtient :

41 =8x5+4|1]avec 0 < 1 < 5 donc le reste de cette division
est encore 1.

176 et 41 ont méme reste pour la division euclidienne par 5 donc
176 = 41 [5].
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Justifier que 32 =20 [6].

Déterminer les entiers relatifs x telsque: x = 3 [7].

P Soienta € Z, b € Zetm € N \ {0}, on al"équivalence :
a=b[m]emla->b

Autrement dit deux entiers relatifs sont congrus modulo m
si et seulement le nombre m divise leur différence.

[P]Poura € Z, b € Z,c € Z, m € N \ {0} on a les équivalences :
Pa=b[m]ea+c=b+c[m]
Pa=b[m]ea—-c=b-c[m]

et on a I'implication :

Pa=b[m]=>axc=bxc[m] é c’est une implication !

M On souhaite démontrer la propriété précédente.

Lemme Pour tout réel x et tout réel strictement positif ¢,
onal’équivalence: —e <x <e o |x| <e.

La divisions euclidiennes de a et b par m s’écrivent respectivement

a=qm+retb=qgm+r avecOLr<met0r <m.

1. Montrer que: |r —r'| < m.
2. Onsuppose a = b [m], montrer que : m|a — b.
3. Onsuppose m|a — b.
a. Montrer que : m|r —1'.
b. Onsuppose que r # r’, déduire de a. que m < |r — r'|.

Mettre en évidence une contradiction, en déduirea = b [m].

4, Démontrer le Lemme.

PEE) Justifier que : 567 = 17 [50].

M Démontrer les trois points précédents.
@Justifier que:5X6=1X6[3];aton«5=1[3]»?

Dans une congruence il est interdit de simplifier «en divisant» par
un méme nombre, méme non nul.

Soienta €Z,b € Zetm € N \ {0}, on a les équivalences :
Pa=b[m]le3dkeZa=b+km

[Pl]Poura € Z,b € Z,c € Zetm € N \ {0} :

P> a=a[m]

» onal’équivalence:a=b [m] © b=a[m]

P onalimplication: a=b [m]etbh=c[m] = a=c [m]

Ces trois points sont la réflexivité, la symétrie et la transitivité.
P onal'équivalence: mja & a =0 [m]

Une relation de divisibilité avec diviseur positif se traduit par une
congruence a zéro.

M Démontrer la propriété précédente puis 'utiliser pour traduire :
ex =41[9] e3dk e€Zy=3+5k

m Déterminer les entiers relatifs x telsque : x — 1 = 2 [8].
On dit aussi « RésoudredansZ : x —1 =2 [8]».

M Déterminer les entiers relatifs x compris entre 10 et 20 tels
que:x+3=5[6].

On dit aussi « Résoudre dans [10;20] :x +3 =5 [6]».

Pourtouta €Z,b € Z, m € N \ {0} on ales équivalences :
Pa=b[m]a=b+ km[m]
Pa=b[m]l]ea=b—km[m]

L[] On peut ajouter/soustraire des multiples du modulo dans I’'un ou
I'autre des membres d’une congruence.

M Démontrer les quatre points précédents.

Démontrer le premier « P » .
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MVérifier que:5%2 =32 [8];a-ton5=3[8]?

Justifier que 32 = 20 [6].

32=5X%X6+ 2avec 0 < 2 < 6donc pour la division euclidienne de
32 par 6 le reste est 2

20 =3 X6+ 2avec 0 < 2 < 6 donc pour la division euclidienne de
20 par 6 le reste est 2

Les deux division euclidienne ont méme reste donc : 32 = 20 [6]

P Soienta € Z, b € Zetm € N \ {0}, on a les équivalences :
a=b[m]emla->b

Autrement dit deux entiers relatifs sont congrus si et seulement le
nombre du modulo divise leur différence.
Remarquons que 'onaaussi:a=b [m]J]e m|b—a

@ Démontrer la propriété précédente.
Lemme Pour tout réel x et tout réel strictement positif &,
onaléquivalence: —e<x < e |x| < e
a=qm+rethb=qm+ravecO<Kr<metd<r <m
1. Montrerque:|r—r'| <m.
Onad’unepart : 0 < r < metdautre part :
0L<r'<mdoncO>-r">-moe-m<-r'<0
d’ouparsomme: 0+ (—m) <r+(-r')<m+0
c’est-a-dire :—m < r — r' < m, ce qui revient a dire que :
|r —r'| <m.
rappel : on peut ajouter membre a membre des inégalités mais il
est interdit de les soustraire.

2. Onsupposea = b [m]. Montrer que : m|a — b.
Ona:a =b [m] doncr = r'etil vient :
a—b=gm+r—(@m+r)=gmn—qgm=(q—q')m
Résumons:a — b = (q — q')m.
Il existe k € Z telque a — b = km,a avoirk = q — ¢/,
autrement dit m|a — b,

3. Onsuppose m|a — b.
a. Montrer que: m|r —r'.
On suppose : m|a — b
r—r'=(@a-qgn)—-(b-qgm)=(a-b)+(q —q@m
Ona: m|a — b et m|m donc m divise toute combinaison
linéaire de a — b et m, en particulier m|(a — b) + (¢' — q)m
c'est-a-dire: m|r —r’

b. Onsuppose que r # 1’, déduire dea. que m < |r — r’'|.

On a montré que m|r — r’ donc sir # r' alors m est

un diviseur positif der —r' # 0donc 1 < m < |r — |
en particulierm < |r —r'|.

ce qui est en contradiction avec |r —r'| < m obtenu a la
question 1. donc il faut rejeter 'hypothése r # r' par
conséquentr =1',donca = b [m] .

On vient de démontrerque mla—b =>a =b [m].

4. Démontrons le Lemme.
Soit ¢ € R*™, alors pour tout x € R on a I'équivalence :
—e<x<eo|x|<e
Procédons par disjonction de cas suivante le signe de x :

e1%cas: x>0

rappel
Pourtouta € R, sia > 0 alors |a| = a.

[ supposons —e < x < € et montrons que |x| < &
—e<x<e>x<g¢gor|x| =x,donc: |x|] <e
onadonc: —e<x<e=|x| <eld

[J supposons que |x| < € et et montrons que —s < x < &
|x| < € s’écrit, puisque x| = x,x < ¢
ore>0et—e<0donc:—e<0<g<x<¢
dou:—e<x<e¢

Onadonc: x| <e=>—-ce<x<edO
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e2°cas:x <0

rappels
— pourtouta € R,sia < 0alors |a]| = —a
— pourtouta € R, |—a| = |q|

x < 0 donc —x > 0 et en utilisant le premier cas sur (—x) :
—e< —x<eo|-x| <e(x)

Or,

d’une part on a I'équivalence :
—e<—x<ee(-)x(&>C-1)x(—x)>(-1)xe
SE>x> ¢t —e<<x<¢g

d’autre part : |—x| = |x|

donc () s’écrit: —e<x<e©o |x|<e

Conclusion
Vx € Ronaléquivalence: —e<x<e©e |x| <¢
par conséquent le Lemme est démontré.

@Justifier que: 567 =17 [50].

Méthode 1

En posant la division euclidienne de 567 par 50 on obtient :

567 = 11250+ 7avec0 <7 <50

et en posant la division euclidienne de 17 par 50 on obtient :

17 =0%x50+4+17avec0 17 <50

Les nombres 567 et 17 ont méme reste pour la diviison euclidienne
par 50 donc 567 = 17 [50].

Méthode 2

Question : 50|567 — 17 ?

Ona:567 —17 =550 = 11 x 50 donc 50|567 — 17,
par conséquent : 567 = 17 [50].

[P]Poura € Z,b € Z,c € Zetm € N \ {0} :

P a=a[m]

» onal’équivalence:a=b [m] © b=a[m]

P onalimplication: a=b [m]etbh=c[m] = a=c[m]

Ces trois points sont la réflexivité, la symétrie et la transitivité.
P onal'équivalence: mja & a =0 [m]

Une relation de divisibilité avec diviseur positif se traduit par une
congruence a zéro.

m Démontrer les quatre points précédents.
cea—a=0=0Xmdoncm|la—ae a=a [m]

ca=b[m] ©mla—bem|—(a—b) ©om|lb—a

S b=a[m]

e supposonsa =b [m] etb =c [m]

On a les équivalences :

a=b[m] ©mla—betb=c[m] ©&m|b—c

Ona:mj|a — b et m|b — c donc m divise toute combinaison linéaire
de a — b etb — c, en particulier : m|(a — b) + (b — c) c'est-a-dire
m|a — ¢, autrement dita = ¢ [m]

e on a les équivalences: mla ©® mla—0 < a =0 [m]

[V¥1 Déterminer les entiers relatifs x tels que : x = 3 [7].

x=3[7]e7x—-3e3keZx-3=7k
Orx—3=7ke x=3+7k,
donc:x=3[7]o3keZx=3+7k

[P]Pourtousa € Z, b € Z,c € Z, m € N \ {0} on a les équivalences :
Pa=b[m]ea+c=b+c[m]
Pa=b[m]ea—-c=b-c[m]

et on a I'implication :

Pa=b[m]= axc=bxc[m] & cest une implication !

V%] Démontrer les trois points précédents.
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ca=b[mlemla—bomlatc—(b+c)ea+c=b+c[m]
ca=b[ml]emla—bemla—c—(b—c)eoa—c=b—c[m]
e Rappel V(a,b) € Z? on a l'implication : a|b = V¢ € Z,a|bc
a=b[m] ©®mla—b=>m|(a—b) Xc e m|ac— bc

S ac = be [m]

on a donc bien I'implication: a = b [m] = ac = bc [m]

@Justifierque:5x65 1x6[3];a-t-on«5=1[3]»?
Question:3|5X6—-1X%Xx67
Ona:5Xx6—-1x6=30—6=24=3Xx8donc3|5Xx6—-1X6,
autrement dit: 5 X 6 =1 X 6 [3], maisnon(5 =1 [3]).

Dans une congruence il est interdit de simplifier «en divisant» par

un méme nombre, méme non nul.

Soienta € Z,b € Zetm € N \ {0}, on a les équivalences :
Pa=b[m]le3dkeZa=b+km

M Démontrer la propriété précédente puis traduire :
ex=41[9] ejkeZy=3+5k

a=b[m] ©mla—be 3Ik€Za—b=km,
ora—b=kmea=b+km
donc:a=b [m]e3dkeZ,a=b+km
ex=4[9]) @3k€Zx=4+9k
eJdk€Zy=3+5k s y=3[5]

M Déterminer les entiers relatifs x telsque: x —1 = 2 [8].
|z|0n dit aussi « RésoudredansZ : x —1 =2 [8] ».

On a les équivalences :
x—1=2[8]ex—1+1=2+1[8] & x=3[8]

o 3dk€eZx=3+8k

Autre solution
x—1=2[8]e8l(x—1)—-2©8|x—3 < x=3[8]

o 3dkeZx=3+8k

m Déterminer les entiers relatifs x compris entre 10 et 20 tels
que:x+3=5[6].
x+3=5[6]<6|l(x+3)-5o6lx—2ox=2[6]
3k eZ,x =2+ 6k
variante
x+3=5[6]ox+3—-3=5-3[6] @x=2][6]
o 3dk€eZx =2+ 6k
Or, x est compris entre 10 et 20 :
10<2+6k<2010—-2<<2+6k—2<20-2
©8<K<6kL184<3k<K9
On travaille dans R :

4 3k 9 4

4
or o~ 1,3 donc les seuls entiers k vérifiant (*) sontk =2 etk = 3:
epourk = 2,onobtient:x =2+6(2) =2+ 12 = 14.
e pour k = 3,onobtient: x =2+ 6(3) =2 + 18 = 20.
Il'y a deux nombres qui répondent a la question : 14 et 20.

<k <3(x)

Pourtouta €Z, b € Z, m € N \ {0} on ales équivalences :
Pa=b[m]a=b+ km[m]

Pa=b[m] a=b—-—km[m]

L1 On peut ajouter/soustraire des multiples du modulo m dans I'un
ou I'autre des membres d’une congruence.

Démontrer le premier « p>»

e montronsquel'ona:a=b [m] =>VkeZ a=b+ km [m]
a = b [m] revientadirem|la — b

Ona:m|a — b et m|m donc m divise toute combinaison linéaire de
a — b et m, en particulier : m|1(a — b) + (—k)m

autrement dit : m|a — (b + km), c’est-a-dire: a = b + km [m]

e montronsquelona:a=b+ km[m] = a=b [m]
a=b+km[m] =>a=b+km+ (—k)m [m] (d’aprés le point
précédent) @ a=b+km—-—km [m] ©a=b [m]
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Résumons

Pourtouta € Z,b € Z,k € Z,on a:
a=b[m]=>a=b+km[m]Jeta=b+km[m] =>a=b[m]
ce qui démontre I’équivalence:a=b [m] @ a= b+ km [m].
[VT vérifier que : 52 = 32 [8]; a-t-on5 = 3 [8] ?
52—-32=25-9=16 =2x8donc8|5%2 — 3% & 52 =32 [8]
On a donc bien: 52 = 32 [8].

Mais non (8|5 — 3) donc non(5 = 3 [8] ).
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Pourtousa € Z, b € Zetm € N\ {0} on a I'implication :
Pa=b[m] =>VneN,a" =b" [m].

Autrement dit la congruence est compatible avec I'élévation a un
méme exposant naturel et c’est une implication.

On convient dans le cours d’arithmétique de poser : 0° = 1.

Pourtousa € Z, b € Zetm € N\ {0} on a I'implication :
Pa=b[m] =>VneN,a" =b" [m].

Autrement dit la congruence est compatible avec I'élévation a un
méme exposant naturel et c’est une implication.

On convient dans le cours d’arithmétique de poser : 0° = 1.

m [Démonstration de la propriété précédente]
Soientm € N\ {0},a €Z,b €Ztelsquea =b [m].
Démontrer par récurrence que : pour toutn € N,a" = b™ [m].

¥l Démontrer que : 21135 = 1 [4].

Un éleve affirme « pour tout entier naturel n : 7|8™ — 1».
Sui cette affirmation est fausse en trouver un contre-exemple,
sinon la démontrer.

E Un éléve affirme « pour tout entier naturel n: 5|25 — 12" ».
Si cette affirmation est fausse en trouver un contre-exemple,
sinon la démontrer.

Pour a, b, c, d entiers relatifset m € N \ {0}, ona les
implications :

ea=b[m]etc=d[m]=>a+c=b+d[m]
ea=b[m]etc=d[m]=>a—-c=b—-d [m]

Autrement dit on peut ajouter/soustraire membre a membre des
relations de congruence de méme modulo et c’est une implication.

@ Démontrer le premier point de la propriété précédente.
IY¥¥ Démontrer que : Vi € N, ona : 7|22" + 15" — 2.
YL Démontrer que : Vn € N, ona: 5[2*" + 6" — 2.

[D]Soienta € Z, b € N,m € N \ {0} : b est le reste modulo m de a

def - -
< le reste de la division euclidienne de a par m est b.

@ [Démonstration de la propriété précédente]
Soienta€Z,beZ meN\ {0}.

Démontrer par récurrence que : pour toutn € N,a™ = b™ [m].
Pour tout n € N on considere la proposition B, : « a™ = b™ [m] ».
e initialisation

a® —b°=1—-1=0etm|0doncm|a® — b® = a® = b° [m]

par conséquent P, est vraie.

e hérédité

Soit k € N tel que P, : « a® = b* [m] » est vraie (H.R.) et montrons
que Pyyq i« a®tt = p**1 [m] » est vraie.

L’hypothése de récurrence s’écrit aussi : m|a® — b* (%)

Question : m|ak*1 — pk+1?

Ona:

ak*tl — pk*tl = g x a®¥ — a x b* + a x b* — b x b*

= a(a® — b*) + (a — b) x b* = a(a* — b*) + b*(a — b)

Or, m|a* — b* (x) et m|a — b donc m divise toute combinaison
linéaire de a® — b* et a — b, en particulier :

ml|a(a® — b¥) + b*(a — b) autrement dit : m|a**? — p¥k+1

ce qui s’écrit aussi : a®**1 = b**! [m] donc Py, est vraie.

Conclusion
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence
que : Vn € N, B, est vraie, autrement dit : Vn € N,a™ = b™ [m].

m Démontrer que : 2113%> = 1 [4].
21 = 1[4] donc 21135 = 1135 [4], or 113% = 1 [4]
donc: 21135 =1 [4].
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E Un éléve affirme « pour tout entier naturel n: 7|8™ — 1».
Si cette affirmation est fausse en trouver un contre-exemple,
sinon la démontrer.

Soitn € N.

Ona:8=1[7]donc8"=1"[7],0or1" =1

donc 8" =1 [7] autrement dit: 7|8™ — 1.

Conclusion : pourtoutn € N, 7|8™ — 1.

E Un éléve affirme « pour tout entier naturel n : 5|2°™ — 12" »,
Si cette affirmation est fausse en trouver un contre-exemple,
sinon la démontrer.

Soitn € N.

Remarquons d’abord que : 32 — 12 = 20 = 4 X 5donc 5|32 — 12
autrement dit: 32 =12 [5].

Ona:32=12[5] donc32" = 12" [5] & (2°)" = 12" [5]
© 25" = 12" [5] 525" — 127

Conclusion : Vn € N, 5|2°" — 127",

Pour a, b, c, d entiers relatifset m € N \ {0}, on a les
implications :

ea=b[m]etc=d[m]=>a+c=b+d[m]
ea=b[m]etc=d[m]=>a—-c=b—-d [m]

Autrement dit on peut ajouter/soustraire membre a membre des
relations de congruence de méme modulo et c’est une implication.

osmla—b+c—demla+tc—(b+d)ea+c=b+d[m]
On montrerait de mémeque a—c=b —d [m].

@ Démontrer que: Vn € N,ona: 7|22™ + 15" — 2.

Soitn € N.

Ona:22=1[7]donc22"=1"[7],0or 1™ =1,
donc:22"=11[7].

Deméme:15 =1 [7] donc 15™ = 1™ [7] autrement dit :
15" =1 [7]

Ona:22"=11[7]et15" =1 [7] donc par somme membre a
membre: 22"+ 15"=1+1[7] & 22"+ 15" =2 [7]

& 7|22™ 4+ 15" - 2.

Conclusion : Vn € N, 7|22™ + 15™ — 2.

[XE Démontrer que : Vn € N : 524" 4 6" — 2.

Soitn € N.

Ona:16 =1 [5] donc16™ = 1™ [5] autrementdit: 16" =1 [5].
Deméme:6=1[5]donc6"=1" [5] @ 6™ =1[5].
Onal6"=1[5]et6™ =1 [5] donc par somme membre a
membre :

16"+ 6"=1+1[5] ©16"+6"=2[5] ©5|16"+ 6™ -2
Or 16" = (2*)" = 24X = 24" donc 5|24" + 6™ — 2.

Conclusion : Vn € N, 5[24" + 6™ — 2.

@ Démontrer le premier point de la propriété précédente.

Soient a, b, c, d des entiers relatifs et m € N \ {0} tels que
a=b[m]etc=d[m].

Onad’unepart:a =b [m], autrement dit: m|la — b

etd’autre partona:c =d [m], autrement dit: m|c — d
Ona:mj|a — b et m|c — d donc m divise toute combinaison linéaire
de a — b et c — d, en particulier m|(a — b) + (c — d)

[D]Soienta € Z, b € N,m € N \ {0}, alors :

aéf . o
b est le reste modulo m de a < le reste de la division euclidienne de
a par mest b.
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Pourtousa € Z, b € Zetm € N \ {0} on a I’équivalence :
bestlereste modulomdeae a=b[m] et 0<b<m

Pourtousa € Z, b € Zetm € N \ {0} on a I’équivalence :
bestlereste modulomdeaea=b[m]et0<b<m

XL Déterminer le reste modulo 6 de 17213,
Vérifier que4=1[3];aton:2*=2'[3] ?

Rappelsia = b [m] alors pourtoutn € N, a™ = b™ [m]
é sip =q [m] tréssouvent:aP # a? [m].

XL Déterminer le reste modulo 5 de 7143,

PEE| Déterminer le reste modulo 6 de 19123,

X% Déterminer le reste modulo 9 de 13298,
Déterminer le reste modulo 3 de 11157,

IXZ] Déterminer le reste modulo 11 de 7152,

FYE Démontrer que : Vn € N, ona: 7|8" + 15" — 2.
BT Démontrer que : Vn € N : 5[24" + 6" — 2.

[XZ Déterminer le reste modulo 6 de 17213,
Ona:17=17-3x6 = -1 [6] donc 17?13 = (-1)?13 [6]
Or(=1)?13 = —-1donc17?13=-1=-1+6=5[6]

5213 = 5[6] et 0 < 5 < 6 donc le reste modulo 6 de 5213 est 5.
Vérifier que 4 =1 [3];a-ton:2*=21[3].

3|4 — 1 autrement dit: 4 =1 [3]

24— 21 =16 — 2 = 14 et non(3|14) donc 2* = 21 [3].

Rappelsia = b [m] alors pourtoutn € N, a™ = b™ [m]
é sip =q [m] tréssouvent:aP # a? [m].

déf
[D]Soit m € N \ {0}, a € Z est inversible modulo m & il existe
beZtelque:aXxb=1[m] ouencore: bxa=1[m].

@ Donner un inverse de 7 modulo 5, en trouver un deuxieme.

M Soit b un inverse de a modulo m : montrer que pour tout entier
relatif k : b + km est un inverse de a modulo m.

Montrer que 4 n’admet pas d’inverse modulo 6.

é Un entier relatif a n’admet pas toujours d’inverse modulo m,
et lorsqu’il en admet il n’est pas unique.

Résoudre dans Z I'équation (E) : 5x = 2 [3].

[XT: Déterminer le reste modulo 5 de 7143,

7=21[5]

72 =49 =49 —-10x5=—1 [5]

En posant la division euclidienne de 143 par2:143 =71 X 2 + 1.
7143 = 771X2+1 — 771x2 5 71 = (72)71 7 = (=1)"1 x 2 = —2
=-2+5=3[5]

7143 =3 [5] et 0 < 3 < 5donc le reste modulo 5 de 7143 est 3.

[XE] Déterminer le reste modulo 6 de 19123,
Ona:19=19—-3x6=1[6] donc 19123 = 1123 =1 [6]
19123 =1 [6] et 0 < 1 < 6 donc le reste modulo 6 de 19?3 est 1.

[\ Déterminer le reste modulo 9 de 1328,

13=41[9]

132=42=16=16-9=7[9]

133 =13?%x13=7%x4=(-2)x4=-8=1[9]

La division euclidienne de 208 par 3 donne : 208 = 69 X 3 + 1
13208 — 1369%3+1 — (133)69 % 131 = 169 x 4 = 4 [9]

Ona: 1328 =4[9] et 0 < 4 < 9 donc le reste modulo 9 de 132%8
est 4.
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[\F1 Déterminer le reste modulo 3 de 11157,

Ona:11=11-4x3=11-12= -1 [3]

Donc:11%7 = (-1 =-1=-14+3=2[3]

Ona:11%7 =2 [3] avec 0 < 2 < 3 donc le reste modulo 3 de
11157 est 2.

Vérification a la calculatrice Python :

Q PYTHON SHELL - n

22>

o2

>>> LINREG...

GRAPHIQ. ..

BONJOUR. ..
Configuration terminée.

>>> (11%%157)%3
2
5> |

[ Fns.. |a A #|Outils|éditer|Script|

[\7! Déterminer le reste modulo 11 de 7152,

Ona:

7=71[11]

72=49=49—-4x11=5 [11]
73=7*x7=5%x7=35=35-3x11=2[11]

74+ =(7%)?=52=25=25-2x%x11=3[11]
75=7?x73=5%x2=10=10—-11= -1 [11]

La division euclidienne de 152 par 5 donne : 152 = 30 X 5 + 2.
7152 = 730x5+2 — (75)30 72 = (—1)30 x 5=1x5=5 [11]
7152 =5 [11]et 0 < 5 < 11donc le reste modulo 11 de 72 est 5.

@Démontrer que:vn € N,ona:7|8" + 15" — 2
Soitn € N.
Ona:8=1[7]et1l5=1[7],donc:

8"+ 15"-2=1"+1"-2=1+1-2=01[7]
Ona:8"+ 15" -2 =0 [7], autrement dit: 7|8™ + 15™ — 2.

Conclusion: Vn € N, 7|8" + 15" — 2.

[\ Démontrer que : Vn € N : 524" 4 6" — 2.

Soitn € N.

Remarquonsque:16 =1 [5] et6 =1 [5]

Ona:

246 =2+ 6" =16"+6"=1"+1"=1+1=2 [5]
Ona:2* + 6™ = 2 [5], autrement dit : 5|24 + 6" — 2.
Conclusion : ¥n € N, 5|2%" + 6™ — 2.

@ Donner un inverse de 7 modulo 5, en trouver un deuxiéme.
Ona:

7x1=7=21[5]

7X2=14=4[5]

7Xx3=21=11[5]

Ona:7Xx3=1/[5] donc 3 est un inverse de 7 modulo 5.

... et 7 est un inverse de 3 modulo 5 mais ce n’est ici la question !
D'autrepart:8X7=3Xx2=6=1[5]

Ona:11x7 =1 [5] donc 11 est aussi un inverse de 7 modulo 5.

M Soit b un inverse de a modulo m : montrer que pour tout
entier relatif k, b + km est un inverse de a modulo m.

Soit buninversedea modulom:b Xa =1 [m].

Soitk € Z,ona:
(b+km)a=ba+kma=ba+kma—kaxm=bxa=1][m]
Résumons : (b + km) x a =1 [m] donc b + km est un inverse de
a modulo m.

& Un entier relatif a n’admet pas toujours d’inverse modulo m, et
lorsqu’il en admet un il n’est pas unique.

Montrer que 4 n’admet pas d’inverse modulo 6.

On va montrer par disjonction de cas suivant le reste modulo 3 de n
quen X4 #1[6].

en=0[6]nxXx4=0x4=0%1][6]
en=1[6]:nXx4=1x4=4%1][6]
en=2[6]:nXx4=2%x4=8=2%#1][6]
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en=3[6]:nX4=3%Xx4=12=12—-2x6=0%1[6]
en=4[6]:nXx4=4%x4=16=16—-2x6=4%1[6]
en=5[6]:nXx4=5%x4=20=20—-3x6=2%1[6]
Conclusion

Pourtoutn € Z,n X 4 # 1 [6] donc il n’existe pas n € Z tel que
n X4 =1 [6] autrement dit 4 n’a pas d’inverse modulo 6.

Autre présentation
Tableau de congruence modulo 6

n= 0 1 2 3 4 5
nX4=|0X4|1%Xx4|2%Xx4|3X4|4%x4 5x4
=0 |=4 |=8 |=12|=(-2)x(-2)|=(-1)x4
=2 =0 =4 =—4
=2

Par disjonction de cas on déduit de la derniere ligne de ce tableau
que, pourtoutn € Z,n X 4 # 1 [6] donc il n’existe pas n € Z tel
quen X 4 =1 [6] autrement dit 4 n’a pas d’inverse modulo 6.

[\ Résoudre dans Z I'équation (E) : 5x = 2 [3].
Méthode 1 (déconseillée)

On souhaite faire disparaitre 5 pour se ramener a une équation de la

forme x = -+ [3], on va multiplier chague membre par un inverse
de 5 modulo 3.
Analyse

1x5=5=2][3]
2xXx5=10=10—-3%x3=1[3]
Ona:2Xx5=1[3] donc 2 est un inverse de 5 modulo 3.
Ona:
5x=11[3] 22Xx5x=2x%x11[3] ©2x5xx=22[3]
S1x=22-7%x3[3]ex=1[3]
Les candidats sont les nombres x € Z telsque: x =1 [3].

Synthese
Soitxtelque:x=11[3],alors5Xxx=5x1[3]

© 5x=5-3[3] © 5x =2 [3] donc x est accepté

Conclusion
Les solutions de (E) sont les nombres x € Ztelque x =1 [3].
Remarque : ce sont les entiers relatifs de la forme 1 + 3k, k € Z.

Méthode 2 (tres fortement conseillée)
Tableau de congruence modulo 3

X = - 0 1 2
5x=--] 5x0 |5() 5(2)
=0 =5 =10
=5-3| =10-3(3)
=2 =1

Par disjonctions de cas la derniere ligne de ce tableau montre
I'’équivalence : 5x =2 [3] @ x =2 [3].
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