XP Matrices Activités Thiaude P.
Matrices Calcul matriciel, graphes

On consideére les matrices a coefficients réels :
_ (3 2 (-1
A_(1 4) etB—(Z)
e quel est le format (ou dimension) de la matrice A, de la matrice B ?

e donner 54 e peut-on effectuer« A+ B», « A—B»?
e calculerC =AXB e peut-on effectuer « B X A » ?

m On consideére les matrices a coefficients réels :
_(0 5 _(0 3 1
a=(] 2)en=(; 1 o)
e calculerC =AXB e peut-on effectuer « B X A »?

[D] Quelques définitions

e une matrice est nulle g tous ses coefficients sont nuls

* on note 0,,,, la matrice nulle de formatn X p

e pour une matrice A le coefficient situé a l'intersection de la ligne i
et de la colonne j est souvent noté a; ; et on écrit A = (a; ;)

e une matrice de format 1 X p est une matrice ligne

e une matrice de format n X 1 est une matrice colonne

déf
* une matrice est carrée d’ordre n < elle est de formatn X n

def
® une matrice carrée (ai,j) estdiagonale =i #j=a;; =0
(tous les nombres hors de la diagonales descendantes sont nuls)

[D] Deux matrices sont égales lorsqu'elles ont la méme dimension et
que les coefficients situés a la méme position sont égaux.

MOnpose:
a=(G N en=C Y

Vérifierque: A X B # B X A.

m On considére les matrices a coefficients réels :

0 1

A=<O 2) etB=((1) 8)
0 3

Onpose : C = A X B, montrer que C est une matrice nulle.

é Méme lorsque A X B et B X A existent tous les deux — ce qui
n’est pas toujours le cas — les résultats peuvent étre différents :
on dit que le produit des matrices n’est pas commutatif.

déf
Les matrices A et B commutent & A X B = B X A.

m On pose :

0 2 3 0 -2 -1
A= (O 0 1) et B=(0 0 —1)
0 0 O 0 0 0

Vérifier que A et B commutent.

Un produit de deux matrices, carrées ou non, peut donner une
matrice nulle sans qu’aucune des deux matrices ne soit une matrice
nulle: A X B = 0 n’impligue pasA = 0ou B = 0.

Bien entendu :siA = 0ou B = 0, alors les produits A X Bet B X A
— lorsqu’ils existent — donnent une matrice nulle.

[D]Pour A matrice carrée d’ordre n on pose : A° = I,, et pour tout
entier naturel k : A¥™1 = A x A¥ (ou A**T = A% x A).

Onadoncpourk >1:A=Ax ..xA et A°=1,.
k facteurs A

m On considére la matrice diagonale :
_(2 0
b= (o 3)

Conjecturer I'expression de D", n € N, démontrer par récurrence.
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Soit D une matrice diagonale, alors pour tout k > 0 la matrice
D¥ est diagonale et ses coefficients diagonaux sont les coefficients
diagonaux de D élevés a I'exposant n :

di 0 0\" dc 0 o0
<0 0) =lo -~ 0
0 0 d, 0 0 dk

@ Pour n € N*, on appelle matrice identité d’ordre n la matrice
diagonale dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a 1.

=G 9 =0 1 o)

0 0 1
On note parfois plus simplement I la matrice I,,.

exemples

Soit n € N7, alors pour toute matrice carré A d’ordren,ona:
AxXI, =1, xA=A

d. Exprimer u, et v, en fonction de n.
e. En déduire que, pour toutn € N :

An_1(3><3n+2><(—2)n 3><3”—3><(—2)”>
T 5\2x3"—2x(=2)" 2x3"+3x(=2)"

[D]Soit A et B deux matrices carrées de méme ordre n, alors :

déf
A est inversible d’inverse B S AXB=BxA= L.
OnécritalorsB = A letonadonc:AxA1=A4"1xA4=1,.

Dire que A est inversible d’inverse B revient a dire que B est
inversible d’inverse A.

(voir PDF) Pour tout n € N, on se propose de déterminer la
forme explicite de A, n € N,ou A = (1 3)' on pose [ = (1 0).
’ ’ 2 0/ 0 1

1. Vérifier que 42 = A + 61.
2. Onposeay, =0, b, =1etpourtoutn € N:

Ay = Ay + by €t byyq = 6a,
a. Démontrer par récurrence que, pour toutn € N :
A" = a, A+ b,
b. Pourtoutn € N, on pose : s,, = 3a,, + b,,. Montrer que la
suite (s,) est géométrique, préciser son premier terme et
sa raison, en déduire que, pour toutn € N, s,, = 3™,
c. Pourtoutn € N, on pose : d,, = b,, — 2a,,. Montrer que (d,,)

est géométrique, déterminer sa raison et son premier terme,
en déduire que, pourtoutn € N, d,, = (—2)".

m Unicité de I'inverse d’une matrice carrée
Montrer que I'inverse d’une matrice carrée inversible est unique.

m Montrer A est inversible, d’'inverse B, avec :

A:(é ;) eth(_35 _21)

(admise) Condition suffisante pour étre l'inverse
Soit A et B deux matrices carrées d’ordre n, alors :

esiA X B =1, alors Aestinversibleet A = B
esiB X A=1,alors Aestinversibleet A = B

\k)) On considere les matrices :

1 2 0 -2 2 2
A=<0 1 1>etB=<2 -1 —1)
2 1 -1 -2 3 1

Vérifier qu’il existe un réel non nul A a préciser tel que : A X B = Al;.
En déduire que A est inversible et déterminer son inverse.

. . . déf
@ Une matrice carrée (a; ;) d’ordre n est symétrique < pour tous

i€{l;..;n}etje{l;..;n},a;; = a;;.
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[D]A = (? Z) est une matrice carrée 2 X 2 a coefficients réels.

Le déterminant de A est le réel : det(4) = |g Z| = ad — bc.

Soient a, b, ¢ et d quatre réels, on pose :
_(a b
A= (c d)

1. Dans cette question det(A) # 0 et on pose = (_dc _ab)'

Vérifier que A X B = det(A) I,, en déduire que A est inversible et
donner A71.

1. Dans cette question det(4) = 0.
On suppose que A est inversible et on pose C = A" X A X B :
en calculant C de deux manieres différentes montrer que A = 0,.
puis établir une contradiction.

[P]A = (? Z) est inversible &son déterminant est non nul et sous

cette conditionon a:
1 /d -b
_1 —
>4 detA (—c a )

[i] Pour des matrices inversibles d’ordre n > 3 on détermine I'inverse le
plus souvent en suivant les indications du sujet ou avec la calculatrice.

m Déterminer la matrice inverse lorsqu’elle existe :

A:(i g) B:(g Z) Cz(f"l ;l)oumeuza

[P] Soit A une matrice carrée inversible d’ordre n, X et B deux
matrices colonnes a n lignes, on a I’équivalence :

AX=Bo X=A"'B

Démontrer la propriété précédente.

Justifier que 4 = (10 3) est inversible, déterminer son

7 2
. Ly . . (10x+3y =5
inverse, en déduire les solutions du systéme (S) : { Tx+2y =6

Justifier que A = (é ;) est inversible, déterminer son inverse,

2x+3y =38

5x + 2y =20°

\ k(5 Résolution d’un systéeme a I'aide d’'une matrice
4x+2y—z=0

On se propose de résoudre le systéeme (S) : [ x+2y+z=4
—-x+y+2z=5

4 2 -1 X 0
Onpose: A = ( 1 2 1 ),X= <y>etB = (4)
-1 1 2 z 5
1. Donner 'écriture matricielle du systeme (S5).
2. Calculer:
3 -5 4
A X (—3 7 —5)
3 -6 6

En déduire que A est inversible et donner son inverse.
3. Résoudre le systéeme (S5).

en déduire les solutions du systeme : {

Puissance d’'une matrice

On considére la matrice: A = (3 _11)

1. Justifierque P = (1 (1)) est inversible et déterminer P71,

2. Calculer D = P1AP, puis démontrer par récurrence que pour
toutn € Nona:A" = PD"P1,

3. Donner la forme explicite de A", n € N.
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On munit le plan d’un repére (0;1,)), a, b sot des réels et a tout

point M (;) on associe M’ (;:) tel que : (;:) = (;) + (Z)

. . [(a
Alors on passe de M a M' par la translation de vecteur U (b)

[P] A est une matrice carrée d’ordre k et (U,) une suite de matrice
colonnes a k lignes définie par son premier terme U, et la relation de
récurrence :Vn € N,U,,,1 = AU, alorsvVn € N, U,, = A"U,.

On dit parfois qu’une telle suite (U,,) est géométrique.

m Démontrer la propriété précédente.

On munit le plan d’un repére orthonormé (0;7,7), on se donne

X
une matrice carrée a coefficients réels A et a tout point M (y) on

! !

associe M’ (x,) tel que : (x) = A X (x,), on passe de M 3 M’ par:
y y y

* la symétrie d’axe (0; 1) ©A = ((1) _01)
« la symétrie d’axe (0;]) © A = (_01 (1))

k O
0 &
cos@ —sin 0)
sin@ cos0

* ’homothétie de centre O etderapport k e R* © A = (

¢ |a rotation de centre O,d’angle 0 ER © A = (

m Démontrer les trois premiers points de la propriété précédente.

m Démontrer le dernier point de la propriété précédente.

[D] Une suite de matrices colonnes a k lignes est une fonction de N
vers I'ensemble des matrices colonnes a k colonnes.
Exemple

n+1 .
On pose, pour toutn € N, U,, = 2 ) alors (U,) est une suite de
matrices colonnes a 2 lignes.

On définit de maniere analogue les suites de matrices lignes a k
colonnes.

Démontrer la propriété précédente.

m Suite vérifiant U, ; = AU,
On considere (b,,) et (c,) telles que by = 1 000, ¢, = 1500 et :
vn €N, b,,; =0,3b, + 0,5¢, etc,,; = —0,5b,, + 1,3¢,

onposed = (o5 13)P=( )T=(5 gp)etpou

. b
tout entier natureln : U,, = (C">.

n
1. Vérifier que pour tout entier naturel n: U,,,; = AU,,.

En déduire U,, en fonction de A et n.
2. Déterminer P~ ! puis vérifier que : A = PTP~ L.
En déduire que pour tout entier naturel n : A" = PT"P~1.
3. Démontrer que, pour tout entier naturel n :
" — (0,8" 0,5n x 0,8"‘1)
0 0,8"
4. En déduire que:
1000 + 312,5n)
1500+ 312,5n

On tente de modéliser I’évolution de buses (les prédateurs) et de
campagnols (les proies) dans un territoire donné par les suites (b,,)
et (c,,) respectivement, b, modélisant le nombre de buses au 1% juin
de I'année 2000 + n et le nombre c,, celui de campagnols a la méme
date.

D’aprés cette modélisation, quelle devrait étre le nombre de
campagnols le 1¥" juin 2022 ?

Uy = 08" (
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m Suite vérifiantU,,,, = AU,, + B

On pose A = ((2) g

colonnes définie par son premier terme U, = (
n€N,U,,, = AU, + B.

) etB = (g), (U,,) est la suite de matrices

0
O) et, pour tout

1. Calculer U, et U,.
2. Déterminer la matrice colonne vérifiant C = AC + B.
3. Onpose, pourtoutn €N, I, =U, —C.
a. Déterminer V.
b. Montrer que (1},) est une suite géométrique.
c. Endéduire V,, en fonction den, n € C.
4. Déterminer U, en fonctionden, n € C.

NP2 suit vérifiant U,,,, = AU, + B

Deux entreprises A et B proposent des abonnements.

En 2013, elles sont chacune 300 milliers abonnés.

On note : a,, le nombre, en milliers, d’abonnés de A la n-ieme
année aprés 2013 et b,, le nombre, en milliers, pour B la n-ieme
année apres 2013. Ainsi: a, = by, = 300.

Une étude permet de dire que, pour toutn € N :

aniy = 0,7a, + 0,2b, + 60 et by, = 0,1a, + 0,6b, + 70

a
Pour tout entier naturel n on pose U,, = (bn).
n

1. Donner U,.

2. Déterminer la matrice carrée M et la matrice colonne C telles que

pour tout entier natureln, U,,,; = MU,, + C.
3. Déterminer la matrice colonne U telle que : U = MU + C.

4. Pourtoutn € N,onpose:V, =U, —U.

a. Vérifierque:vn e N, V., = MV,,.
b. En déduire 1}, en fonction de M, n et V.

Dans toute la suite on admet que :
10 /(—10 x 0,8™" — 14 x 0,5"
vneN ‘?( —5x 0,8" + 14 x o,sn)

5. a. Exprimer U,, en fonctionden,n € N.

En déduire a, et b,, en fonction de n.

b. Etudier la convergence de (a,) et de (b,,), interpréter
ces limites dans le contexte de I'exercice.
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[D] quelques définitions
e un graphe d’ordre n € N* est un ensemble de n points appelés
sommets du graphe : certains sommets sont reliés

e si tous les liens entre deux sommets sont des traits on dit le graphe
est non orienté et chacun de ces traits est une aréte du graphe

e si tous les liens entre certains sommets sont des fleches on dit que
le graphe est orienté et chacune de ces fleches est un arc
® une aréte ou un arc qui relie un sommet a lui-méme est une boucle

e dans un graphe non orienté si une aréte relie Aet D onnote A — D
ouD —A

e dans un graphe orienté si un arc va du sommet E vers le sommet F
on écrit E = F (la fleche impose donc un sens)

e dans un graphe non orienté les sommets A et B sont adjacents
lorsque A—BouB —A
(partant de A on peut atteindre B en 1 pas et réciproquement)

e dans un graphe orienté le sommet B est adjacent a A lorsque
A — B (le sommet d’arrivé est adjacent au sommet de départ)
(partant de A on peut atteindre B en 1 pas)

¢ |e degré d’'un sommet est le nombre de traits partant ou allant
vers ce sommet sans tenir compte du sens des fleches si le graphe
est orienté ; dans un graphe orienté ou non une boucle comptera
pour 2 dans la détermination du degré de ce sommet

e un graphe est complet lorsqu’il ne contient aucune boucle et que
tout sommet est adjacent a chacun des autres sommets

Dans un graphe non orienté, la somme des degrés de chaque
sommet est égale au double du nombre d’arétes.

[D] matrice d’adjacence d’un graphe orienté ou non orienté

On considére un graphe dont les sommets sont notésde 1an

e si ce graphe est non orienté la matrice d’adjacence est la matrice
carrée d’ordre n (n lignes et n colonnes) dont le coefficient a; ; est :

— égal a 1 lorsque i et j sont adjacents (il existe une aréte reliant les
sommets i et j)

— égal a 0 sinon, c’est-a-dire lorsque i et j ne sont pas adjacents

e si ce graphe est orienté la matrice d’adjacence est |la matrice
carrée d’ordre n (n lignes et n colonnes) dont le coefficient a; ; est :
— égal a 1 lorsque j est adjacent a i (il existe un arcde i vers j)

— égal a 0 sinon c’est-a-dire lorsque j n’est pas adjacent a i

la matrice d’un graphe orient est forcément symétrique

e pour un graphe non orienté une chaine reliant deux sommets A et
F est une liste de sommets dont le début est A et la fin F telle que
I’on passe d’un sommet au suivant de cette liste par une aréte du
graphe, le nombre d’arétes de cette liste est la longueur de la chaine

e pour un graphe orienté un chemin allant du sommet A au sommet
F est une liste débutant en A et finissant en F telle que I'on passe
d’un sommet de la liste au suivant par une fléche du graphe,

le nombre de fléches dans cette liste est la longueur du chemin

e un graphe non orienté est connexe lorsqu’il existe une chaine entre
deux sommets quelconques de ce graphe

e une chaine/chemin dont I'origine et I'extrémité sont confondues
est dit(e) fermé(e)

e une chaine/chemin fermé(e) composé(e) d’arétes/fleches toutes
distinctes est un cycle/circuit.
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[YPXE On considére le graphe G : B

e G est-il orienté ou non orienté, C
quel est son ordre ?

e pour chacun des sommets,
indiquer son degré

e C > B — D estuncheminde
longueur 2 débutant au sommet C
et aboutissant au sommet D : donner un autre chemin de longueur
2 aboutissant en D

e donner la matrice d’adjacence de §

M est la matrice d’adjacence du graphe non orienté ci-dessous :

C e donner M puis vérifier que :
B 15 7 7 10
«+_| 7 9 9 2
M™=17 9 9 2
D 10 2 2 8

e combien y a-t-il de chaines de longueurs
4 d’extrémités C et A ? Les écrire toutes.

théoréme du nombre de chemins ou chaines de longueur k

M est la matrice d’adjacence d’un graphe (orienté ou non) dont les
sommets sont numérotés de 1 a n, k est un entier naturel non nul :
e cas d’un graphe orienté

le nombre de chemins de longueur k allant du sommet i au sommet
j est égal au coefficient de M* situé a la I'intersection de la ligne i et
de la colonne j

e cas d'un graphe non orienté

le nombre de chaines de longueur k d’extrémités les sommet i et j
est égal au coefficient de M* situé a la I'intersection de la ligne i et
de la colonne j

[D] quelques définitions
e un graphe orienté ou non est pondéré lorsque ses fleches/arétes
sont affectées de nombres positifs

e le poids d’'un chemin/d’une chaine est la somme des poids des
fleches/arétes qui le(la) composent

e un graphe probabiliste est un graphe orienté pondéré tel que les
poids de chaque fleche appartient a I'intervalle [0; 1] et tel que

la somme des poids des chemins partant d’'un méme sommet est
égaleal

* |a matrice construite a partir d’un graphe probabiliste pour lagquelle
a l'intersection de la ligne i et colonne j figure le poids de la fleche
allant de i vers j s’appelle matrice stochastique

m On note M la matrice d’adjacence du graphe orienté ci-dessous

B e vérifier que :
2 2 4
M3 = <3 1 4)
3 1 4
A e déterminer le nombre de chemins de

longueurs 3 allant de B a A, les écrire tous

m On considere un graphe probabiliste a deux sommets A et B
tel que : P,(A) = 0,3 et Pz(A) = 0,4. Représenter ce graphe
probabiliste puis donner la matrice stochastique , les sommets étant
pris dans I'ordre alphabétique.

m On considére le graphe probabiliste : B 0.8

1. Interpréter les nombres 0,7 et 0,8 en 0,7

terme de probabilités conditionnelles. C

2. Donner la matrice stochastique. ’
A

0,3
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m graphe probabiliste a deux états : étude d’un exemple

Un éléve est interrogé en mathématique a chaque cours.

On note S I'état « il réussit a I'exercice » et E I'état «il ne réussit pas
I’exercice». Une étude montre que :

e si cet éleve réussit a faire un exercice alors il a 90% de chance de

réussir I’exercice au cours suivant

e lorsqu’il ne réussit pas a faire un exercice alors il a 60% de chance
de réussir I’exercice au cours suivant.

1. Résumer ces informations par un graphe probabiliste a deux
états S et E, donner la matrice stochastique P les sommets étant
pris dans I'ordre S puis E.

2. Pourtoutn € N*onnotem,, = (a, by,) la matrice ligne
indiquant que pour le n-ieme cours I'éléve a la probabilité a,
de réussir son exercice et la probabilité b,, de ne pas le réussir.
Le premier jour I'éléve a « 5% de chances » de réussir :

a. Déterminer m;.
b. Soitn € N*, a l'aide d’un arbre de probabilité montrer que
M1 = (09a, +0,6b,, 0,1a, + 0,4b,), puis que :
Tpe1 = Ty X P.
c. Si(a b)estunétatvérifiant(a b) =(a b) X Pondit
que c’est un état stable.
Montrer qu’il existe exactement un état stable m a préciser.
d. On suppose que (a,) et (b,) sont convergentes et que :

—( lim a lim b
n= (n—)+oo n n—+4oo n)

Préciser les limites de (a,) et (b;,) et les interpréter.
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Thiaude P.

P est la matrice de transition d’un graphe probabiliste a deux états,
my = (ag by) est I'étatinitial, r,, = (a,, b,) est'étatal’étapen
etm = (a b) est un état stable s’il en existe c’est-a-dire un état tel
que:mT =1 X P.

On dit que (7,,) converge vers (¢ d) lorsque :

Cas des graphes a deux états

lim a, =c et lim b, =d
n—-+oo n—+oo

Etude 1
On suppose que P ne contient aucun coefficient nul par conséquent
qu'il existe deuxréelsaet B, 0 < a < 1let0 < p < 1telsque:

a 1—a
P=( )
1-p B
1. Justifierque:a # 1, #let2—a—pf # 0.
2. Montrer qu’il existe un et un seul état stable et que :

”:<21;€ﬂ Zi;iﬂ)

3. En utilisant le Lemme, démontrer que pour tout état initial (1r,,)
« converge » vers T autrement dit que si'on noter = (X )
ona:

lim a, =x et lim b, =y
n-+oo n—+oco

Lemme
Soient a et b deux constantes réelles avec: —1 < a < 1, on pose :
U, = une valeur fixée et pour toutn € N,u,,,;, = au, + b.

b
Alors (u,) converge vers o

@

ila
Si la matrice de transition a ses coefficients tous non nuls,

alors il existe un unique état stable et quel que soit I’état initial m,,
(1r,,) converge vers |I'état stable.

>

Etude 2

On suppose: P = ((1) (1))

1. Montrer qu’il existe un et un seul état stable et le préciser.
2. Peut-on trouver un état initial , tel que les suites (a,) et (b,)
convergent vers 1 ? Si oui donner un tel état initial .

Etude 3
o (1 0\ o, ) s
On suppose : P = (0 1), étudier I'existence d’état(s) stable(s) ?

Etude 4
0 1
n P = ( )
On suppose 0,7 03
1. Démontrer qu’il existe un et un seul état stable m, le préciser.
2. Démontrer que pour tout état initial i, la suite de terme général
n, = (a, by) converge vers 7.

Bilan
Pour un graphe probabiliste a deux états on a montré I'implication :
il y a un unique état stable
et
(1) converge vers i quel
que soit I’état initial

les coefficients de
matrice de transition =
sont tous non nuls
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