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Arithmétique partie Ill Nombres premiers, Fermat

Thiaude P.

[D] Un nombre premier est un entier naturel qui admet exactement
deux diviseurs positifs, ce sont alors : 1 et lui-méme.
Liste des 25 nombres premiers inférieurs a 100 :

2,3,5,7,11,13, 17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,53, 59, 61, 67,
71,73,79,83,89 et 97.

Au lieu de dire « un diviseur qui est un nombre premier » on dit
plus simplement un diviseur premier.

P Tout entier supérieur ou égal a 2 admet un diviseur premier.

M (voir PDF) On souhaite démontrer la propriété précédente.
Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et qui n’est pas premier.
Il existe a et b entiers supérieurs ou égaux a 2 tels que n = ab.

1. Onsuppose a > v/n et b > +/n, montrer que ab > n puis aboutir
3 une contradiction. Conséquence:2 < a <Vnou?2 < b < Vn.

2. Onsuppose 2 < a < Vn.
a. Si a est premier, conclure.
b. Si a n’est pas premier justifier I'existence d’un diviseur

premier p de a puis que 2 < p < V/n, conclure.
c. Traiteralorallecas2 < b < V/n.

Pour chacun des entiers n > 2 suivants donner un diviseur
premier (au choix) :
n=2,n=3,n=4n=5n=6etn = 237411.

m (voir PDF) On souhaite démontrer la propriété précédente.

Pour tout n € N on considéere la proposition P, : « tout entier naturel
compris au sens large entre 2 et n admet un diviseur premier ».
Démontrer par récurrence que, pour tout entiern > 2, P, est vraie.
Faire le lien avec la propriété du cours.

Si un entier est supérieur a 2 et n’est pas premier, alors il admet
un diviseur premier compris au sens large entre 2 et Vn.

m Le nombre n = 5 est supérieur ou égal a 2 et est premier.
Admet-il un diviseur premier compris au sens large entre 2 et vVn ?
Dans la propriété précédente la condition « n n’est pas premier » est
essentielle.

Pour démontrer qu'un entier n est premier :
e calculs a la main
on écrit la liste de tous les nombres premiers inférieurs ou égaux

a/n puis on vérifie qu'aucun de ces nombres ne divise n

e utilisation d’un programme Python
on teste tous les entiers compris entre 2 et Vn :

from math import *
n=int(input("n="))

flag=1
k=2
while (flag!=0 and k<=sqrt(n)):
if n¥%k==6:
flag=0
k=k+1

if flag==1 and n>=2:
print(n,“est premier")

else:
print(n,"n'est pas premier")
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m Déterminer si 139 est ou non premier.

P Il existe une infinité de nombres premiers.

m On veut démontrer qu’il y a une infinité de nombres premiers.
Supposons qu’il existe un nombre fini de nombres premiers notés
D1, P2, -, Py €t posons A = p; X p, X ...+ py + 1.

1. Justifierque: A > 3.

2. En déduire que A admet un diviseur premier que I’on notera p,,.

3. Justifier que p,|A — p; X ... X py puis montrer que cette
assertion est nécessairement fausse.
Conclure.

Affiche la liste des nombres premiers inférieur ou égaux an :

P Soit p un nombre premier alors tout entier strictement compris
entre 0 et p est premier avec p.

exemple 7 est premier donc pour tout entier a telque 0 < a < 7 les
nombres n et 7 sont premiers entre eux.

Démontrer la propriété précédente.

»Lemme d’Euclide

Soit p un nombre premier, a et b deux entiers relatifs, alors on a
I'implication : p|lab = pla ou p|b.

(si un nombre premier divise un produit, alors il divise au moins I'un
des facteurs de ce produit)

def EstPremier(n:int):
2 nombredediviseurs=0
for k in range(1l,n+1):
if n¥%k==0:
nombredediviseurs=nombredediviseurs+1
k=k+1
if nombredediviseurs==2:
return "oui"
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9 else:
1e return "non"
11 n=int(input("n="))

2 L=[]

3 for k in range(l,n+1):

I
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if EstPremier(k)=="oui":
L.append(k)
print(L)
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On souhaite démontrer le Lemme d’Euclide.
Soit p premier tel que : p|ab, montrons que : p|a ou p|b.
Procédons par disjonction de cas suivant que p divise ou non a.

1. On suppose p|a : conclure.

2. On suppose que p ne divise pas a :
» montrer que PGCD(a, p) # p, en déduire que a et p sont
premiers entre eux
® on a: p|ab avec p et a premiers entre eux, que peut-on en
déduire ?

Conclure.
Rappels
Pour tout n € N et tous réels a et b, formule du binome de Newton :
n
n
(a+b)" = Z (k) akpnFk
k=0

= (g) a’bh™ + (711) ath™ !+ .+ (Z) akpb™k 4 ... + (Z) ab®

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.




Petit théoréme de Fermat version a”
P Soit p un nombre premier, alors pour touta € Z,on a:

a’ =a[p] (a€k

m On souhaite démontrer le théoréme de Fermat version aP.
Soit p un nombre premier.
1. Vérifier que, pour k entier natureltelque 1 < k < pona:

p— 1) p
=k
p (k —1 (k)
En déduire que, pour tout k € Ntelque 1 < k <p,ona:p| (i)

2. Démontrer que, pour tout a € Z -
p—-1

(a+1)P=1+aP+Z(Z)a"
k=1

3. Pourtouta € N, on note P, la proposition: a? = a [p].
Démontrer par récurrence sur a que : Va € N, P, est vraie.

4. Démontrer que pour tout entier a strictement négatifon a:
aP = a [p], puis conclure.

¥ A-t-on : 7|157 — 15, 7|217 — 21, 7|37 =3 ?
Démontrer que, pour tout entier relatif a : 34|a’” — a.
Démontrer que, pour tout entier relatif a : 78|a*® — a.

[P] > Petit théoréme de Fermat version a?~*
Soit p un nombre premier, alors pour tout a € Z non multiple de p
ona:

aP~1 =1 [p] (a € Znon multiple de p)

Démontrer le petit théoréme de Fermat version aP ™.
X% Démontrer que : 238 = 1 [19].

Démontrer que : 121 =1 [17].

YT A-t-on:«44° =1 [11] »?

Montrer que : 7872 — 1 et 13|87%2 — 1, en déduire : 91|87% — 1.
Démontrer que : 190|17*8% — 1.

Un éléve affirme « si p est un nombre premier, alors pour tout
entier naturel n on a : p|3™*P — 3"+l 5 : sj cette est affirmation est
fausse en donner un contre-exemple, sinon la démontrer.

m [d’aprés une question bac S]

1. Montrer que : 29|4%8 — 1.

2. Soitn € N, montrer que : 3|4™ — 1.

3. Soit k € N, montrer que : 5[4* — 1 et 17|4* — 1.

4. Déduire de 1., 2., 3. quatre diviseurs premiers de 428 — 1.

M [d’aprés Bac S Amériques du Nord, Juin 2009
Onpose:A ={1;2;3;...;45;46} = [1; 46].
1. On considére I'équation (E) : 23x + 47y = 1 ou (x,y) € Z2.
a. Résoudre (E).
b. En déduire qu’il existe un unique entier x appartenant
aAtelque:23x =1 [47]et préciser cet entier.
2. Soient a et b deux entiers relatifs.
a. Montrerque:siab=0[47] alorsa=0[47]oub =0[47]
b. En déduire que :
sia?=11[47],alors:a=1[47] oua = —1 [47].
3. a. Montrer que pour tout entier p de A4, il existe un entier
relatif g telque p X g = 1 [47].

Pour la suite, on admet que, pour tout entier p appartenanta A4,
il existe un unique entier appartenant a A noté inv(p) tel que:
p X inv(p) = 1 [47].

b. Quels sont les entiers p de A qui vérifient : p = inv(p) ?
c. Démontrerque:46! = —1[47].
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f¥¥] Déterminer le reste modulo 37 de 56409,

@ [d’aprés bac S Amérique du Nord — Mai 2011 ]
On considére la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par :
u, =2"+3"+6"-1

1. Calculer ug, uq; et u,.
On admettra que : u3 = 250, u, = 1392 et us = 8 050.

2. Justifier que 7|us.

Montrer que, pour tout entier naturel n, u,, est pair.

4. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul et pair, u,, est
divisible par 4.

w

Dans toute la suite, on note (E) I'’ensemble des nombres premiers
qui divisent au moins un terme de la suite (u,,).

5. Justifier que: 2, 3, 5 et 7 appartiennent a (E).
6. Soit p un nombre premier strictement plus grand que 3.
a. Montrerque:6 X 2P"2 =3 [p]et6x3P2=2 [p].
b. En déduireque: 6 X u,_, =0 [p].
Est-il exact d’affirmer que « tout nombre premier divise au moins
I'un des termes de la suite (u,) » ?

M [d’aprés bac S CE —Juin 2006]
Soit p un nombre premier différent de 2.

1. Démontrer qu’il existe un entiern > 1tel que 4™ =1 [p].

2. Soitn > 1 unentiertel que 4™ =1 [p], on note b le plus petit
entier strictement positif tel que 4” = 1 [p] et r le reste de Ia
division euclidienne de n par b.

a. Démontrerque 4" =1 [p], en déduire quer = 0.

b. Prouver I'équivalence : 4" — 1 est divisible par p si et
seulement si n est un multiple de b.

c. En déduire que b divise p — 1.

& @ Décomposition en produit de facteurs premiers (DPFP)
Soit n un entier naturel, n > 2 :

e il existe k nombres premiers distincts py, ..., px et k entiers naturels
aq (2474 s .

nonnuls ay , ..,y telsque:n = p,;* X ... X p.~, cette écriture

unique a l'ordre des facteurs pres, c’est la décomposition en produit

de facteurs premiers, parfois notée DPFP

e les facteurs premiers sont py, ...,P1 , ) Pk -, Px €t NON leS

a, nombres ay nombres

24 24 . (24} .
nombres p; ', ..., p,* (si@; > 1, alors p;* n’est pas premier)

enadmet (a; +1) X (a;, + 2) X ... X (a; + 1) diviseurs positifs
distincts, chacun étant de la forme : p;* X pfz X . X pf" avec,
pour tout i entiertelque 1 < i<k, 0< B <

(on utilise un arbre de choix pour obtenir les diviseurs positifs de n)

E Donner la DPFP de n = 200, en déduire le nombre de diviseurs
positifs de n puis les écrire tous dans I'ordre croissant.

@ a # 0 et b # 0 entiers relatifs, le plus petit commun multiple
de a et b, noté PPCM(a, b), est le plus petit des entiers strictement
positifs multiple de a et multiple de b.

Notation : le PPCM(a, b) est parfois noté a V b.

exemple

a=3,b=—4

multiples strict. positifsdea : 3, 6,9, 12, 15,18, 21, 24,27 etc.
multiples strict. positifsde b : 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, etc.
multiples strict. positifs communs : 12, 24 etc.

On adonc: PPCM(a,b) = 12, cequise noteaussi:a Vb = 12.
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m et n sont deux entiers naturels supérieurs ou égauxa 2, on
peut déduire de leurs DPFP respectives les écritures :

n=p;t Xpy? X .Xpk et mzpflx;ofzx...pr"

P1, P2, - Pn SONt des nombres premiers, ay, ..., &y, By, ---, B sont
tous positions ou nuls, alorsona:

k
PGCD(m,n) = npim o
)
_ ;Inin(al;ﬂl) x pIin @B o s pmintee; B
k
PPCM(m’ n) — n pimax(ai: By)
i=1
_ ;nax(al:ﬁl) % p;nax(az:ﬁz) X X plrcnaX(ak:ﬁk)

exemple

OnalesDPFP:440 =23 x5x%x 11et350 =2 x 5% x 71,

On en déduit :

440 = 23 x 51 x 79 x 111 et 350 = 2! x 52 x 7t x 11°.

PGCD(440,350) — 2min(3;1) % 5min(1;2) % 7min(0;1) % 11min(1;0)
=21x5'x7°%11°=2x%x5x1%x1=10

PPCM(440,350) — 2max(3;1) % 5max(1;2) % 7max(0;1) % 11max(1;0)
=23%x52x7x11' =8x%x25%x7x 11 =15400

Pour a et b entiers relatifs non nuls :
» PGCD(a, b) x PPCM(a, b) = |a| x |b|

M a =112 et b = 40, on va déterminer PPCM(a, b) par deux
méthodes différentes :

1. Déterminer PGCD(a, b), en déduire PPCM(a, b).

2. Déterminer les DPFP de 112 et 40, en déduire PPCM(a, b)

Reprendre le méme exercice avec a = 315 et b = 44 550.
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