XP Arithmétique  Activités Thiaude P.

Nombres complexes Il

[D] Une suite de nombres complexes est une fonction de N dans C.
* (z,) est arithmétique & Ir € Ctelque:Vn €N, z,,, =z, + 1
Onaalors:
VneEN,VpEN,z, =z,+ (n—p) Xr

Zot+z,)X(n+1
VnEN,zO+---+zn=(0 ")2 ( )
* (z,) est géométrique & Jq € Ctelque:Vn € N,z,,;, = q X z,
Onaalors:

vneN,VpeN,z, =z, xq""?

n+1

1-q

1-¢q
Déterminer la nature d’une suite c’est dire si elle est arithmétique,
ou géométrique, ou bien ni I'un ni I'autre.
Se poser la question du sens de variation d’une suite de nombres
complexes n’a pas de sens.

etsig#1l:VneN, zy+--+2z, =2¢ X

@ Le plan complexe est le plan muni d’un repere orthonormé
—_— — — — T

(0; ey, ;) tel que (eg,€;) = + 2"
Le point M a pour affixe le complexe +iy,x € Rety € R
déf —_ — s . . y
< M(x;y) dans (0;eq,€;),0on écrit: zy, = x + iy, ou M(x + iy).
Le vecteur U a pour affixe le complexe x + iy, x € R ety € R
déf _ /X
G

y

Pour x et y réels on a les équivalences :

) dans (0;e;,e,), on écrit : z; = x + iy ou U(x + iy).

, — (X ,
M(x;y) ©zy=x+1iy et u(y)@zﬁ=x+ly

A un point on peut associer un complexe et un seul, a un complexe
on peut associer un point et un seul.

A un vecteur on peut associer un complexe et un seul, 8 un complexe
on peut associer un vecteur et un seul.

Soient U et U deux vecteurs et A un réel, alors :
*Zuyw = ZitZy *Zys=Zuy—Zy *Zy=AZy *Zzp=2Zp— 2,
Zp+tzp

e | est le milieu de [AB] si et seulement si z; =

On pose z, = 0 et pourtoutn €N, z,,, = iz, + 1.

1. Calculer z; et z, puis indiquerla nature de (z,).
2. Déterminera € Ctelque:a =ia + 1.
3. Pourtoutn € N, on pose: v,, = z,, — a ou a est déterminé a la
guestion précédente.
a. Calculer v,.
b. Montrer que (v,,) est géométrique et préciser sa raison.
c. Exprimer v, en fonction den, n € N.
4. Déduire des questions précédentes que :

1 1. ,
VneN,z, = (E+§l)(1—1”)

5. Déterminer z, suivant les valeurs de n.

Justifier les cinq formules précédentes.

ABCD est un parallélogramme telque z; = 1 + 2i, zp = 2 et
Zc = 6 + i : déterminer I'affixe de D.

G est le centre de gravité d’un triangle ABC, démontrer que :

ZA+ZB+ZC
ZG= 3
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[D]Ssoit z € C et M(z), le module de z, noté |z|, est la distance OM :
|z]| £ oM

Siz € R, alors le module de z et |la valeur absolue de z coincident
ce qui autorise I'identique notation.

[P]Onaléquivalence: P |z| =0 & z = 0.
quelques formules
*siz =x + iy, x et yréels, alors : P |z| = \/x% + y?
evVzeC,ona: P |z| =|—z| = |z
evVzEC ona: P zxZ=|z|*
evVzeC\{0},ona:
1 Z
»__

z |z|?

Pour tous nombres complexes z et z' telsque z' # 0,on a:

z) |zl
> |;| =

1z']

Démontrer la formule précédente.

inégalité triangulaire
VzeCVz €C,ona:
|z—2z'| < |z| +|2'| et |z+2'| <|z| +|Z|

Démontrer les deux inégalités précédentes.

Démontrer les formules précédentes.

Pour tous points Aet B,ona: P |zg — z4| = AB.

Démontrer la formule précédente.

Déterminer I'ensemble des points M (z) dans chacun des cas
suivantes :
1. |z+3i|=5 2. |z=5—-4i|=|z+1-2i] 3.|1Z2—1+5i|=2

[D]Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (0; e, e5),
pour tout complexe non nul z on note M le point d’affixe z et M' le
point d’intersection de [OM) avec le cercle trigonométrique.

—_—
Un argument de z, noté arg(z), est une mesure de I'angle (e;, OM)
c’est donc un réel ayant pour image M’ sur le cercle trigonométrique.

L’argument principal de z, noté Arg(z) avec un A majuscule est
celle des mesures de (e_l’,m) qui appartienta ] —m; m].

é Attention, le nombre zéro n’a pas d’argument !

VzE(C,Vz’E(CetVnEN,ona:

P |zxZ|=|z| x|Z| o b |27 = |z|"

Démontrer les deux formules précédentes.

Déterminer : [(1 + i)*?|.

Par lecture graphique donner un argumentde: z; = 2,2z, = =3,
Z3 = 4l et Z4_ = _l

Az(47)
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Par lecture graphique donner un argumentde: z; = 1 + i,
Zg = —2+2i,z;,=1—1i,zg = =2 — 2i.

Ag(—2 + 2i)
As(1 +14)

ole

Vv

As(—2" 2i)

Donner la forme trigonométrique de : zg = 5i, z;, = —3i,
le == 7 et le == _'\/E

écritures b(cos(a) + isin(a)), z # 0, a et b réels

* soit z = b(cos(a) + isin(a)), z # 0, a et b réels

—sib >0, alors b = |z| et a est un argument de z

—si b < 0, alors une transformation d’écriture est nécessaire

e soit z = b(cos(a) — isin(a)), z # 0, a et b réels
—si b > 0, alors une transformation d’écriture est nécessaire
—si b < 0, alors une transformation d’écriture est nécessaire

Pourz # 0 et z’ # 0, on al’équivalence :
|z| = |2’

»(z+0etz +0),z=2z'"© {arg(z) = arg(z') [2m]

Soit z un complexe non nul d’argument 0, on a les équivalences :

P 0 =0 < zestunréel strictement positif
P 0 = m < zestun réel striccement négatif

T
> o= +E [2m] © z est un imaginaire pur avec Im(z) > 0

i
» 0= ) [2m] © z est un imaginaire pur avec Im(z) < 0

Soit z = x + iy, x et y réels, un complexe non nul d’argument 0 :

» z = |z|(cos(@) + isin(@)) est la forme trigonométrique de z
e x = Re(z) = |z| cos(0) et y = Im(2) = |z| sin(0)

Re(z Im(z

(2) et sin(0) = 2)

|z| |z|

» cos(0) =

Déterminer la forme trigonmétrique de z = 7 — 7i.
Déterminer la forme trigonométrique de z = 1 + V3 i.

Trigonométrie : formules d’addition
Pourtousréelsaetb:

e cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
e cos(a — b) =cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
e sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
e sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)

Soit z un complexe de forme trigonométrique :

4 (cos (5) +sn (5))
z=4(cos|(=)+isin(—=
6 6
e préciser le module et un argument de z
edéterminer la partie réelle et la partie imaginaire de z

Soient a et b deux réels, M et N les points images sur le cercle
trigonométrique de a et b respectivement.

En expimant de deux manieres différentes ON - W, retrouver la
formule donnant cos(a — b), en déduire les trois autres formules.
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Soit x un réel quelconque.

formules de I’'angle double

» cos(2x) = cos?(x) — sin®(x) = 2 cos?(x) — 1 = 1 — 2sin?*(x)
P sin(2x) = 2 sin(x) cos(x)

formules de réduction d’un carré

1+ cos(2x 1 — cos(2x
e cos?(x) = T() e sin?(x) = %

angles associés
» cos(m + x) = — cos(x) » sin(m + x) = —sin(x)

» cos(m — x) = — cos(x) » sin(r — x) = sin(x)

» cos (g — x) = sin(x) P sin (g — x) = cos(x)

» cos (g + x) = —sin(x) » sin (g + x) = cos(x)

Déterminer la forme algébrique de :
2026
V2 V2
———=i
< 2 2

Pour tous complexes non nuls z et z" :

1
» arg (E) = —arg(z) [2m] P arg (;) = arg(z) —arg(z') [2m]

Démontrer les deux formules précédentes.

On pose :

a = cos (g) + isin (g) et b = cos (%) + isin (%)

. g a ., )
En calculant de deux maniéres différentes 5 déterminer les valeurs

T (T
exactes de cos(—) et de sm(—).
12 12

Démontrer a I'oral formules précédentes.

Pour tout nombre complexe non nul z, on a:
»arg(z) = —arg (2) [2r] » arg(—z) = arg(z) + © [2m]

[D]Pour tout réel 8, on pose : P e = cos(0) + i sin(0).
On convient que : €% = e et que : e = ¢i(-9),
Pour tousréels@ et @', ona:

> |ei0| =1 P el? x eif = ei(6+0") > (elf)n = eind

Démontrer les deux formules précédentes.

Démontrer les trois formules précédentes.

Pour tous complexes non nuls z et z' et tout entier naturel n :
P arg(z X z') = arg(z) + arg(z') [2n]
» arg(z") = n x arg(z) [2m]

. — 1
Pour tout réel 8,ona:e % = —

eld”

Démontrer la formule précédente.

Démontrer les deux formules précédentes.

[D] Tout z non nul admet pour »forme exponentielle : |z|e? ol 6
est un argument de z.
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Donner la forme exponentielle de : 5, —7i et V3 + i.

Formules d’Euler
Pour tout réel 8,on a:
el® + g-if elf — g—i0

» cos(0) = > et P sin(0) = T

Démontrer les formules d’Euler.

En utilisant les formules d’Euler, démontrer que :

1 3
Vx € R, cos3(x) = Zcos(Bx) + Zcos(x)

Formule de Moivre
Pour tout réel @ et tout entier naturel n, on a:

» cos(n@) + isin(n@) = (cos(0) + isin(0))"
autrement dit :
mB (el())

On souhaite démontrer les deux formules précédentes.

On se place dans le plan complexe de repére(0; e;, e, ).

1. Soient A et B deux points distincts et M le point d’affixe
Zg — Z4 : quelle est la mesure de I'angle de vecteurs (e_l’,WVI)) ?
En déduire : (e_l’,ﬁ) = arg(zz — z,) [2m].

2. On admet que, pour tous vecteurs U, ¥ et W non nuls, on a :

Soient A, B et C trois points deux a deux distincts.
Démontrer que : (ﬁ,ﬁ) = arg( ) [27].
[E¥ On pose :z, = 2 4 3i,z; = 4 + 2i et z; = 3 + 5i.
Calculer le module et un argument de z _ZA.

ZB—ZA

En déduire la nature du triangle ABC.

Démontrer la formule de Moivre.

Retrouver les formules de trigonométrie donnant cos(2x) et
sin(2x) en fonction de cos(x) et sin(x).

Pour x € R exprimer cos(3x) en fonction de cos(x), et exprimer
sin(3x) en fonction de sin(x).

[D]On note U 'ensemble des complexes de module 1.

U est parfois appelé « cercle unité » méme s’il ne s’agit pas d’un
ensemble de points mais d’'un ensemble de nombres complexes.
quelques propriétés

»zeUe=I0ER,z=¢?

esize€Uetz €U, alorszx z' € Uet § elU

Démontrer la stabilité de U par produit et quotient.

A, B et C trois points deux a deux distincts du plan complexe de
repére (0;eq, e, ), alors :

eT,A—B)) = arg(zp — z,) [27]

> (ﬁ, R‘)) = arg (ﬂ) [2m]
Zp — Z,

[D]Pour n € N*, on appelle racine n-iéme de P'unité toute solution

dans C de I’équation: z" = 1.

On note parfois U,, 'ensemble des racines n-iemes de 'unité.
Par exemplelona: U; ={1},U, = {1;-1},U, = {1;i; —1; —i}
en résolvant dans c respectivement:z = 1,z% = letz* = 1.
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Résoudre dans C I'équation (E) : z3 = 1. Vérifier que les trois
. 2T

solutions s’écrivent : elkT, k € {0;1; 2}.

Résoudre dans C I'équations : z* = 1. Vérifier que les solutions

2T

s’écrivent : e+ aveck € {0;1; 2; 3}.

P Soit n € N*, les solutions de z" = 1 sont les n nombres tous
21

distincts elk7 avec k entier naturel v érifiant 0 < k < n — 1.

., 2T

Lorsque n > 3, les points d’affixes respectives z;, = e sont les
sommets d’un polygone régulier a n c6tés donc le point ayant pour
affixe 1 est 'un des sommets.

A, B, C et D sont quatre points tous distincts, alors :

Zp—Z
«(AB) ) (CD) & D "€ estun réel non nul
Zp —Zy
. Zc— 2z
¢ A, B et C sont alignes & est un reel non nul
Zp —Zy

«(AB) L (CD) & 22— %¢

Zgp — Zy

est un imaginaire pur non nul

Justifier les trois points de la propriété précédente.

Dans le plan complexe on considére A, B, C et D d’affixes
respectives:zy =2+ 4i,z5 =4+3i,zc =5+ietz; =1+ 3i.
Les droites (AB) et (CD) sont-elles paralléles ?

Dans le plan complexe, on considére A, B et C tels que :
Zy=7+50,zg =4+ 4ietz, = -2+ 2i.
Les points A, B et C sont-ils alignés ?

Dans le plan complexe, on considere A, B et C tels que :
Zy=3+2i,zg =1+ 4ietz, =6+ 5i.

Zc—ZA
Calculer .
ZB—ZA

Que peut-on en déduire sur la nature du triangle ABC ?

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.




Soit x € R, factoriser : A(x) = cos(x) + cos(3x).
On s’intéresse a la somme des racines n-iemes de "unité.

1. Donner sans justification les solutions de z2 = 1, les solutions
de z3 = 1 et les solutions de z* = 1. Pour chacune de ces
équations indiquer ce que vaut la somme de ses solutions.

2. Etude du cas général
Soit n un entier naturel tel que n > 2.
Déterminer la somme des racines n-iemes de l'unité.

A tout point M d’affixe z on associe le point M’ d’affixe z’ tel
que:z' =iz+ 3 +1i.

Un point confondu avec le point qui lui est associé est appelé « point
invariant ».

1. Calculer 'affixe du point E’ associé a E(4 + i).

2. Montrer qu’il existe un seul point invariant A, en déterminer
I"affixe.

3. a. Soit M # A, donner la forme exponentielle complexe de :
z' — zp

Z — Zp
b. Soit M un point du plan : par quelle transformation graphique
passe-t-onde M a M'?

Soitx € Rtelque x £ 0 [2m].

1. Montrer que, pour tout réel 6 :

. 6 0
el — 1 =¢'2 x sin (E) X 2i

sin (% x)

n(®

2. En déduire que:

1+ cosx + cos2x = X cos(x)

et que:

sin (%x)
sin (%)

Vérifier que, pour tout réel 6 :

. 6 0
el® — 1 =¢'2 x sin (E) X 2i

sin(x) + sin(2x) = X sin(x)

puis démontrer que, pour tout x € Rtelque x # 0 [2m]:

n sin (—(n -I-21)x> nx
kz; cos(kx) = - (%) X cos (7)
n sin (n+ Dx

;sin(kx) = (sin é) ) X sin (nz_x)

Soient p et g deux réels.

1. AVlaide des formules d’Euler, montrer que :

cos (p) + cos (q) = 2 cos (p : q) cos (%) (*)

) s (059

2. Déduire de (*) que:
sin(p) + sin(q) = 2 sin (
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