XP Arithmétique  Activités

Arithmétique partie Il PGCD, Gauss, Bézout

Thiaude P.

@ Peut-on définir le PGCD(a, b) lorsquea = 0etbh =07

[D]Soit E un sous-ensemble (on dit aussi une partie) de Z :

e m € Z est un majorant de E lorsque m est supérieur ou égal a tout
élémentde E:Vx € E,x<m

e ' est majoré s’il existe m € Z tel que m est majorantde E :
ImeZVxeEE x<m (6" m peut ne pas appartenir a E)

e m € Z est le plus grand élément de E lorsque m est un majorant

de E et m appartient a E, on dit alors que m est le maximum de E :
VxeEExm

m est le plus grand élément de E {
plus & meeE

Le maximum de E se note parfois max E.

Toute partie non vide et majorée de Z admet un plus grand
élément. (admise)

[D] Quelques définitions
e si a et b sont deux entiers relatifs non simultanément nuls alors
I’ensemble des diviseurs communs a a et b est une partie non vide

et majorée de Z donc elle admet un plus grand élément qui est noté
PGCD(a, b) ou PGCD(a; b)

e a et b snt les deux arguments dans I'écriture PGCD (a, b)

Soient a et b deux entiers relatifs non simultanément nuls,
on a immédiatement :

»PGCD(a,b) = PGCD(b, a)

Soient a et b deux entiers relatifs non simultanément nuls, on a :
» PGCD(a, b) = PGCD(a,—b) = PGCD(—a, b) = PGCD(—a, —b)
» PGCD(a, b) = PGCD(|al, |b])

Les listes des diviseurs communs de a et b, et celle des diviseurs
positifs en communs de a et b sont différentes mais ont le méme

plus grand élément donc dans la recherche du PGCD on pourra donc
ne s’intéresser qu’aux listes des diviseurs positifs.

>>> from math import *
1 | PGCD20:15) | 1y55 ged(20,-15)
—+ 5 5

& TI83 exige des entiers tous deux strictement positifs
[F]»sia € Z\ {0}:
PGCD(a, 0) = PGCD(0,a) = |a| et PGCD(a,a) = |a| (a # 0)

Psia €N\ {0}:
PGCD(a,0) = PGCD(0,a) = a et PGCD(a,a) =a (a > 0)

M Justifier les deux formules précédentes.

FXE PGCD(5,0), PGCD(0, —3), PGCD(7,7), PGCD(—4, —4) = ?

PouraEZ,ona:
»PGCD(a,1) = PGCD(1,a) =1

Donner la liste des diviseurs de (—10) et celle des diviseurs de
15, en déduire la liste des diviseurs communs puis PGCD(—10, 15).

m Donner la liste des diviseurs de 7 et celle des diviseurs de 0,
en déduire la liste des diviseurs communs puis PGCD(7, 0).

m Justifier la formule précédente.
Déterminer PGCD(1, 7), PGCD(0, 1), PGCD(-5,1), PGCD(1, 1).

Soient a et b deux entiers relatifs non simultanément nuls, on a :
»PGCD(a,b) > 1
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Théoréme « PGCD et divisibilité »
a € Z\ {0}, b € Z, on aI'équivalence : » a|b & PGCD(a, b) = |a|.

a € N\ {0}, b € Z, on al'équivalence : » a|b & PGCD(a,b) = a

On se propose de démontrer le théoreme «PGCD et divisibilité».

On rappelle que, pour deux nombres x et y on a I’équivalence :
x =y & x < yety < x.Soient a et b deux entiers relatifs, a # 0.
1. Démontrons que : a|b = PGCD(a, b) = |a|.
On suppose que a|b.
a. Montrer que |a| est un diviseur commun de a et b.
En déduire que : |a| < PGCD(a, b).
b. En utilisant le fait que PGCD(a, b) est un diviseur de a # 0,
justifier que PGCD(a, b) < |a].
c. Conclure.
2. Démontrons que : PGCD(a, b) = |a| = a|b.
On suppose que : PGCD(a, b) = |al.
Montrer que |a| divise b, en déduire a|b puis conclure.

On vient de montrer que, pour a # 0 : a|b & PGCD(a, b) = |a|.

1. Soitd € D(a, b), montrer que d € D(a,b — a), en déduire une
inclusion.

2. Soitd € D(a,b — a), montrer que d € D(a, b), en déduire une
inclusion.

3. Déduire de ce qui précede une égalité entre deux ensembles puis
que : PGCD(a, b) = PGCD(a, b — a).

4. Montrer que PGCD(a, b) = PGCD(a — b, b).

[D] Algorithme des soustractions
Elle consiste a appliquer plusieurs fois la formule de la soustraction
et a utiliser a la fin le théoreme « PGCD et divisibilité ».

Formule de la soustraction
Pour a et b entiers relatifs non simultanément nuls on a:
» PGCD(a,b) = PGCD(a,b — a) = PGCD(a — b, b)

m On se propose de démontrer la formule de la soustraction.

On montrerait facilement par disjonction de cas que I'on a les
équivalences : a et b sont non simultanément nuls & a et b — a sont
non simultanément nuls < a — b et b sont non simultanément nuls.
On rappelle que, pour deux ensembles E et F on a I’équivalence :
EFE=FsSEcFetFCE.

Notons :

D(a, b) 'ensemble des diviseurs communs de a et b dans Z,

D(a,b — a) 'ensemble des diviseurs communs de a et b — a dans Z

A I'aide de la méthode de la soustraction, déterminer :
e PGCD(75,60) e PGCD(20,—-35) e PGCD(12, 20)

Soit a un entier relatif, déterminer : PGCD(a? + 1, a?).
Soit n € N, déterminer : PGCD(5%" — 1, 8).

Compléter le programme Python, la fonction pgcdsous
retournant le PGCD de deux entiers naturels strictement positifs :

def pgcdsous(a,b:int):
a, b = max(a, b), min(a, b)
if a%b==0:
return b
else:
return ..

Formule de I'addition
Pour a et b entiers relatifs non simultanément nuls, on a :

» PGCD(a,b) = PGCD(a,b + a) = PGCD(a + b,a)

Démontrer la formule d’addition a partir de la formule de la
soustraction.
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a et b appartiennent a Z et sont non simultanément nuls, k € Z.

» PGCD(a,b) = PGCD(a, b + ka) = PGCD(a + kb, b)
(dans un calcul de PGCD on peut ajouter/soustraire a 'un des deux
arguments un multiple de I’autre argument)

On se propose de démontrer que, pour a et b entiers relatifs
non simultanément nuls et k entier relatif, on a :

PGCD(a, b) = PGCD(a,b + ka)
1. Démontrer que : Vn € N,PGCD(a, b) = PGCD(a, b + na).
2. Endéduire que : Vn € N, PGCD(a, b) = PGCD(a, b — na).
3. En déduire que : Yk € Z,PGCD(a, b) = PGCD(a, b + ka).

Soit n € N, déterminer :

PGCD(2n + 5,n + 1) et PGCD(3n + 1,n + 2)
Soit n € N, déterminer PGCD(3n + 4, 2n + 1).
Soit n € N, déterminer PGCD(2n? — n — 15,n — 3).

Formule du reste
Pour a et b entiers relatifs, b # 0, on note r le reste de la division
euclidienne de a par b, alors :

» PGCD(a,b) = PGCD(b, 1)

Algorithme d’Euclide
Soient a et b deux entiers naturels tels que a > b > 0, on souhaite
déterminer PGCD(a, b).
e 1; est le reste de la division euclidienne de a par b :
PGCD(a, b) = PGCD(b, 1)
sir; = 0ons’arréteet:
PGCD(a,b) = PGCD(b,r; =0) = b

sinon :
e 1, est le reste de la division euclidienne de b parr;
sir, = 0ons’arréteet:
PGCD(a, b) = PGCD(b,r;) = PGCD(ry, 1, =0) =1y

donc PGCD(a, b) est égal au dernier reste non nul
sinon :
e 13 est le reste de la division euclidienne de r; par,
sir, = 0ons’arréteet:

PGCD(a, b) = PGCD(b,r;) = PGCD(ry,1,) = PGCD(1,, 15 = 0) =1,
donc PGCD(a, b) est égal au dernier reste non nul
etc..
On obtient un nombre fini d’entiers naturels r; > 1, > -+, le dernier
étant zéro, et :

» PGCD(a, b) est égal au dernier reste non nul

Démontrer la formule du reste.
F¥%i Déterminer PGCD(456, 25), PGCD(7, 120).

%31 A raide de algorithme d’Euclide déterminer PGCD(108, 40).
[¥%] A Iaide de I'algorithme d’Euclide déterminer PGCD (439, 50).

[D] On dit que deux entiers relatifs non simultanément nuls sont
premiers entre eux lorsque leur PGCD est 1.
Poura € Z et b € Z non simultanément nuls :

déf
a et b sont premiers entre eux pac PGCD(a,b) =1
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def pgcd_Euclide(a,b):
while b!=0: Programme
r=a%b utilisable sur
a,b=b,r la calculatrice
return a

PPE! 317 et 25 sont-ils premiers entre eux ? 95 et (—255) ?

é" Ne pas confondre « les deux nombres sont premiers entre eux »
avec « les deux nombres sont premiers ».

M A 'aide de I'algorithme d’Euclide, déterminer PGCD (46, 21) puis
un couple (xq, y,) d’entiers relatifs tels que 46x, + 21y, = 1.

@ [calculatrice]
A I'aide de I'algorithme d’Euclide, déterminer PGCD(359, 450) puis

un couple (xq, o) d’entiers relatifs tels que 359x, + 450y, = 1.

@ [calculatrice]
Déterminer PGCD(731,272).

Existe-il (g, Yo) € Z* tel que : 731xy + 272y, =17

@ Démontrer la propriété précédente.

a et b sont des entiers relatifs non simultanément nuls,
a’, b’ des entiers relatifs premiers entre eux,
d un entier naturel tels que :
a=a xd
b=»b"xd
alors d est le PGCD de a et b.

M Démontrer la propriété précédente.

Déterminer tous les (a, b) d’entiers naturels non nuls tels que :

{ axXb=150
PGCD(a,b) =5

Pour a et b entiers relatifs non simultanément nuls et k
entier relatif non nul, on a:

» PGCD(k X a, k X b) = |k| X PGCD(a, b)

Démonstration de la propriété précédente en PDF.
F¥X Déterminer PGCD(300,700), PGCD(25°, 251).

» Théoréme de Bézout

Soient a et b deux entiers relatifs non simultanément nuls,

on a l’équivalence :

a et b sont premiers entre eux < il existe deux entiers relatifs
uetvtelsque:au+bv=1

(deux entiers relatifs non simultanément nuls sont premiers
entre eux si et seulement sile nombre 1 peut s’écrire comme
combinaison linéaire de ces deux nombres)

Pour a et b entiers relatifs non simultanément nuls, on note
a’ et b’ les entiers relatifs tels que :

a =a' X PGCD(a, b)

b =b" x PGCD(a, b)
alors a’ et b’ sont nécessairement premiers entre eux.

@ On cherche a démontrer une partie du théoréme de Bézout.
Soient a et b deux entiers relatifs non simultanément nuls.
On suppose qu'’il il existe (u, v) € Z? tel que au + bv = 1.

1. Soit d € Z un diviseur commun de a et b : montrer que d|1.
2. En déduire que a et b sont premiers entre eux.

Pour la réciproque voir PDF.
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@ Existence d’un inverse modulo m

1. a. ¢ 5admet-il uninverse modulo 7 ?
¢ 5 et 7 sont-ils premiers entre eux ?

b. ¢ 6 admet-il uninverse modulo 4 ?
* 4 et 6 sont-ils premiers entre eux ?

2. On souhaite démontrer que, pourtouta € Zetm € N*, on a
I’équivalence : « a admet un inverse modulo m & a et m sont
premiers entre eux ».

a. On suppose que a admet un inverse modulo m.
Montrer que a et m sont premiers entre eux.

b. On suppose a et m sont premiers entre eux.
Montrer que a est inversible modulo m.

Mjustiﬁer qu’il existe x € Z tel que : 30x = 1 [23] puis
déterminer une valeur possible d’un tel entier x.

E Justifier que deux entiers relatifs consécutifs sont
nécessairement premiers entre eux.

Démontrer la propriété précédente.

Soient a et b deux entiers non simultanément nuls et d un entier
relatif. On a I’équivalence :
d est un diviseur commun a a et b & d divise PGCD(a, b).

M On souhaite démontrer la propriété précédente.

Soient a et b sont deux entier relatifs non simultanément nuls et d

un entier relatif non nul.

1. Justifier qu’il existe (u, v) € Z? tel que : au + bv = PGCD(a, b).

2. On suppose que d est un diviseur commun de a et b, montrer
que d|PGCD(a, b).

3. Onsuppose que d|PGCD(a, b), montrer que d|a et d|b.

P Théoréme de Gauss
a, b, c sont des entiers relatifs,
si a divise bc avec a et b premier entre eux, alors a divise c.

(si un entier divise un produit et est premier avec I'un des facteurs,
alors il divise I'autre facteur)

Identité de Bézout
Soient a et b deux entiers relatifs non simultanément nuls,
il existe (u, v) € Z? tel que :

» au + bv = PGCD(a, b)
(le PGCD de deux nombres non simultanément nuls peut
s’écrire comme combinaison linéaire de ces deux nombres)

@ Démontrer le théoréme de Gauss.

M Un éleve affirme « pour tous a, b, ¢ entiers relatifs,
si a|c et b|c alors ab|c » : trouver un contre-exemple.

M Démontrer l'identité de Bézout.

a, b et c sont trois entiers relatifs, a et b non simultanément nuls.

P Corollaire du théoréme de Gauss
Soient a, b, ¢ des entiers relatifs.
Sialc et b|c avec a et b premiers entre eux, alors ab|c.

Autrement dit : si deux nombres premiers entre eux divisent un
entier, alors leur produit aussi.

On considére I'équation (E) : ax + by = ¢ d’inconnue (x,y) € Z2.
On a I’équivalence : I'équation (E) admet au moins un couple
solution & c est un multiple de PGCD(a, b).

Démontrer le corollaire du théoréme de Gauss.

F¥¥ Démontrer que : Va € Z,12|a?(a? — 1).
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P¥E (E) : 11x — 5y = 1 dinconnue (x, y) € Z2.

Deviner une solution particuliere (x,, y,) de (E), puis résoudre (E).
P¥¥ (E) : 8x — 3y = 1 d’inconnue (x, y) € Z2.

Deviner une solution particuliere (x,, y,) de (E), puis résoudre (E).

m d’aprés BAC S Antilles-Guyane septembre 2008
n=21[3]
n=1][5]
1. Montrer que 11 est solution de (S).
2. Montrer que : si n est solution de (§), alors: n = 11 [15].
3. Déterminer toutes les solutions de ().

¥ (E) : 15x — 37y = 1 d’inconnue (x,y) € Z2

On considére le systéeme (S) { d’inconnue n € Z.

1. En utilisant I'algorithme d’Euclide, montrer que 15 et 37 sont
premiers entre eux.

2. Déterminer une solution particuliere (x,,y,) de (E).
3. Déterminer toutes les solutions de (E).

On considere le systeme d’inconnuen € Z:
n=2[3]

() {n =61[7]
1. Montrer que 20 est solution de (S).

2. Montrer que : si n est solution de (§), alors : n = 20 [21].
3. Déterminer toutes les solutions de (S).

D’aprés bac Antilles-Guyane Juin 2011
Les questions 1. et 2. sont indépendantes.

1. On considére I'équation (E) : 11x — 7y = 5 ou x et y sont des
entiers relatifs.

a. Trouver un couple (uy, vy) € Z? tel que : 11u, — 7v, = 1.
En déduire une solution particuliere (xq, y,) de (E).

b. Résoudre (E).

¢. Dans le plan munit d’'un repére orthogonal on consideére la
droite D d’équation : 11x — 7y — 5 = 0.
Déterminer les points M (x; y) de D a coordonnées entiéres
telsque: 0 < x < 50et0 <y <50.

2. On considére I'équation (F): 11x* — 7y? = 5 oU x et y sont des
entiers relatifs.

a. Démontrer que :
si (x,y) est solution de (F), alors x* = 2y? [5].
b. Donner le tableau de congruence de x? modulo 5 et celui de
2y? modulo 5.
c. Endéduire que:
si (x,y) est solution de (F), alors x et y sont divisibles par 5.
d. Démontrer que : si x et y sont divisibles par 5, alors (x, y)
n’est pas solution de (F).
Que peut-on en déduire pour I'équation (F) ?

m On note (E) I'équation d’inconnue (u, v) € Z* : 12u + 5v = 2.

e trouver une solution particuliere (uy, vy) de (E)
e déterminer toutes les solutions de (E)

FXLi| Démontrer que, pour tout € Z, 14|m” — m.

Apres une rude bataille, le général Wu doit ramener ses
hommes au camp de base :

s’il forme des groupes de 16 alors 10 de ses hommes restent a
I’écart, et s’il forme des groupes de 25 alors 6 de ses hommes
restent a I'écart.

Combien d’hommes reste-t-il au général Wu sachant que ce nombre
est situé entre 700 et 1 000 ?
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