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Problème 
(ܽ௡) et (ܾ௡) sont les suites définies par ܽ଴ = ܾ଴ = 1, et pour tout ݊ ∈ ℕ :  
 

ܽ௡ାଵ = 2ܽ௡ + 3ܾ௡ + 1  et  ܾ௡ାଵ = 3ܽ௡ + 2ܾ௡ 
 

On pose ܣ =  ቀ2 3
3 2ቁ, ܤ = ቀ1

0ቁ, ܫ = ቀ1 0
0 1ቁ et pour tout ݊ ∈ ℕ, ܷ௡ = ቀ

ܽ௡
ܾ௡
ቁ. 

 

1. Donner ܷ଴ puis déterminer ଵܷ et ܷଶ. 
 

2. Vérifier que, pour tout ݊ ∈ ℕ,ܷ௡ାଵ = ௡ܷܣ  .ܤ+
 

3. Montrer que la matrice (ܫ − ܫ) est inversible et déterminer (ܣ −  ,ଵି(ܣ
en déduire la matrice colonne ܥ vérifiant : ܥ = ܥܣ +  .ܤ
 

4. Pour tout ݊ ∈ ℕ, on pose : ௡ܸ = ܷ௡ −  .ܥ

a.  Vérifier que : ଴ܸ = ቌ
଻
଼
ଵଵ
଼

ቍ et que, pour tout ݊ ∈ ℕ, ௡ܸାଵ = ܣ ௡ܸ. 

b.  Exprimer ௡ܸ en fonction de ܣ௡ et ଴ܸ, ݊ ∈ ℕ. 
 

5. On pose ܲ = ቀ1 −1
1 1 ቁ. 

 

a.  Justifier que ܲ est inversible et déterminer ܲିଵ. 

b.  On pose ܦ = ܲିଵܲܣ,  vérifier que ܦ = ቀ5 0
0 −1ቁ. 

c.  Démontrer par récurrence que, pour tout ݊ ∈ ℕ, ܣ௡ =  .௡ܲିଵܦܲ
 

d.  Donner sans justification ܦ௡ en fonction de ݊, ݊ ∈ ℕ, puis montrer que  
  pour tout ݊ ∈ ℕ : 
 

௡ܣ =
1
2
൬5௡ + (−1)௡ 5௡ − (−1)௡

5௡ − (−1)௡ 5௡ + (−1)௡൰ 
 

6. Déduire des questions précédentes que, pour tout entier naturel ݊ :  

ܽ௡ =
1
8

(9 × 5௡ − 2 × (−1)௡ + 1) 

ܾ௡ =
1
8

(9 × 5௡ + 2 × (−1)௡ − 3) 
 

7. Un élève affirme : « si ݊ est pair alors ܽ௡ = ܾ௡, sinon ܽ௡ = ܾ௡ + 1 ».  
Si cette affirmation est fausse en donner un contre-exemple, sinon la 
démontrer.  
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Corrigé 
ܽ଴ = ܾ଴ = 1 et pour tout entier naturel ݊ : ܽ௡ାଵ = 2ܽ௡ + 3ܾ௡ + 1 et ܾ௡ାଵ = 3ܽ௡ + 2ܾ௡, 
ܷ௡ = ቀ

ܽ௡
ܾ௡ቁ  

  

1. • ܷ଴ = ቀ
ܽ଴
ܾ଴ቁ = ቀ1

1ቁ 

૙ࢁ = ቀ૚૚ቁ  
• ܽଵ = 2ܽ଴ + 3ܾ଴ + 1 = 2(1) + 3(1) + 1 = 6 et ܾଵ = 3ܽ଴ + 2ܾ଴ = 3 + 2 = 5 
donc : ࢁ૚ = ቀ૟૞ቁ. 

• ܽଶ = 2ܽଵ + 3ܾଵ + 1 = 2(6) + 3(5) + 1 = 12 + 15 + 1 = 28 
et ܾଶ = 3ܽଵ + 2ܾଵ = 3(6) + 2(5) = 18 + 10 = 28 
donc : ࢁ૛ = ቀ૛ૡ૛ૡቁ. 
 

2. Vérifier que, pour tout ࢔ ∈ ℕ,࢔ࢁା૚ = ࢔ࢁ࡭ +  .࡮
Soit ݊ ∈ ℕ, on a : 

ܷ௡ାଵ = ቀ
ܽ௡ାଵ
ܾ௡ାଵቁ = ൬2ܽ௡ + 3ܾ௡ + 1

3ܽ௡ + 2ܾ௡
൰ = ൬2ܽ௡ + 3ܾ௡

3ܽ௡ + 2ܾ௡
൰ + ቀ1

0ቁ = ቀ2 3
3 2ቁ ቀ

ܽ௡
ܾ௡ቁ + ቀ1

0ቁ 

= ቀ2 3
3 2ቁܷ௡ + ቀ1

0ቁ = ௡ܷܣ +  ܤ

Conclusion : pour tout entier naturel ࢔, on a  ࢔ࢁା૚ = ࢔ࢁ࡭ +   .࡮
 

3. Montrer que la matrice (ࡵ − ࡵ) est inversible et déterminer (࡭ −  ૚, en déduire la matriceି(࡭
colonne ࡯ vérifiant : ࡯ = +࡯࡭  .࡮

On a : ܫ − ܣ = ቀ1 0
0 1ቁ − ቀ2 3

3 2ቁ = ቀ2 − 1 0 − 3
0 − 3 1 − 2ቁ = ቀ−1 −3

−3 −1ቁ     

donc : det(ܫ − (ܣ = ቚ−1 −3
−3 −1ቚ = (−1)(−1) − (−3)(−3) = 1 − 9 = −8. 

On constate que det(ܫ − (ܣ ≠ 0 donc ܫ −  : est inversible, et on a ܣ

ܫ) − ଵି(ܣ =
1

det (ܫ − (ܣ
ቀ−1 +3

+3 −1ቁ =
1
−8

ቀ−1 +3
+3 −1ቁ =

1
8
ቀ 1 −3
−3 8 ቁ = ൮

1
8

−
3
8

−
3
8

1
8

൲ 

On a les équivalences : 
ܥ = ܥܣ + ܤ ⇔ ܥ − ܥܣ = ܤ ⇔ ܥܫ − ܥܣ = ܤ ⇔ ܫ) − ܥ(ܣ =  ܤ
⇔ ܫ) − ܫ)ଵି(ܣ − ܥ(ܣ = ܫ) − ܤଵି(ܣ ⇔ ܥܫ = ܫ) − ܤଵି(ܣ ⇔ ܥ = ܫ) −  ܤଵି(ܣ

on a : 

ܥ = ൮

1
8

−
3
8

−
3
8

1
8

൲ ቀ1
0ቁ = ൮

1
8
− 0

−
3
8

+ 0
൲ = ൮

1
8

−
3
8

൲ 

Finalement : 

࡯ = ൮

૚
ૡ

−
૜
ૡ

൲ 
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4. Pour tout entier naturel ࢔ on pose : ࢔ࢂ = ࢔ࢁ −  .࡯

a.  Vérifier que : ࢂ૙ = ቌ
ૠ
ૡ
૚૚
ૡ

ቍ et que, pour tout entier naturel ࢔ࢂ ,࢔ା૚ =  .࢔ࢂ࡭

  • vérifions que ࢂ૙ = ቌ
ૠ
ૡ
૚૚
ૡ

ቍ 

  On a : 

଴ܸ = ܷ଴ − ܥ = ቀ1
1ቁ − ൮

1
8

−
3
8

൲ = ൮
1 −

1
8

1 +
3
8

൲ = ൮

7
8

11
8

൲ 

  On a donc bien : ࢂ૙ = ቌ
ૠ
ૡ
૚૚
ૡ

ቍ. 

   • Vérifions que, pour tout entier naturel ࢔ on a :  ࢔ࢂା૚ =  .࢔ࢂ࡭
  Soit ݊ ∈ ℕ. 
  On a : ܣ ௡ܸ = ௡ܷ)ܣ − (ܥ = ௡ܷܣ − ܥܣ = ௡ܷܣ − ܥ) − (ܤ = ௡ܷܣ − ܥ + ܤ = ௡ܷܣ + ܤ −  .ܥ
  Or, ܷܣ௡ + ܤ = ܷ௡ାଵ, donc : ܣ ௡ܸ = ܷ௡ାଵ − ܥ = ௡ܸାଵ. 
  Conclusion pour tout entier naturel ݊ : ࢔ࢂା૚ =  .࢔ࢂ࡭
 

b.  Exprimons ࢔ࢂ en fonction de ࢔࡭ et ࢂ૙. 
  Pour tout entier naturel ݊, on note ௡ܲ la proposition : ௡ܸ = ௡ܣ ଴ܸ. 
 

  • initialisation 
  ଴ܸ = ܫ ଴ܸ = ଴ܣ ଴ܸ donc ଴ܲ est vraie 
 

  • hérédité 
  Supposons que ௞ܲ  : « ௞ܸ = ௞ܣ ଴ܸ » est vraie pour un certain ݇ ∈ ℕ (hypothèse de  
  récurrence) et montrons que ௞ܲାଵ : « ௞ܸାଵ + ௞ାଵܣ ଴ܸ » est vraie. 
  On a : ௞ܸାଵ = ܣ ௞ܸ (d’après a.) = ܣ × ௞ܣ ଴ܸ (d’après l’hypothèse de récurrence) = ௞ାଵܣ ଴ܸ  
  On a ௞ܸାଵ = ௞ାଵܣ ଴ܸ donc ௞ܲାଵ est vraie. 
 

  Conclusion 
  Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que, ∀݊ ∈ ℕ, ௡ܲest vraie 
  autrement dit : ∀࢔ ∈ ℕ, ࢔ࢂ =  .૙ࢂ࢔࡭
 

ࡼ .5 = ቀ૚ −૚
૚ ૚ ቁ 

a.  Justifier que ࡼ est inversible et déterminer ିࡼ૚. 

  det(ܲ) = ቚ1 −1
1 1 ቚ = (1)(1) − (−1)(1) = 1 + 1 = 2 

  On constate que det(ܲ) ≠ 0 donc ܲ est inversible, et on a :  

૚ିࡼ =
૚
૛
ቀ ૚ ૚
−૚ ૚ቁ 

b.  On pose ࡰ = ࡰ vérifier que  ,ࡼ࡭૚ିࡼ = ቀ૞ ૙
૙ −૚ቁ.  

  On a : 

       ܲିଵܣ =
1
2
ቀ 1 1
−1 1ቁ ቀ

2 3
3 2ቁ =

1
2
ቀ 2 + 3 3 + 2
−2 + 3 −3 + 2ቁ =

1
2
ቀ5 5

1 −1ቁ 
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  puis : 

      ܲିଵܲܣ =
1
2
ቀ5 5

1 −1ቁ ቀ
1 −1
1 1 ቁ =

1
2
ቀ5 + 5 −5 + 5

1 − 1 −1 − 1ቁ =
1
2
ቀ10 0

0 −2ቁ = ቀ5 0
0 −1ቁ 

  On a donc bien : ࡰ = ቀ૞ ૙
૙ −૚ቁ. 

 

c.  Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel ࢔࡭ : ࢔ =  .૚ିࡼ࢔ࡰࡼ
  On a les équivalences : 

ܦ = ܲିଵܲܣ ⇔ ܦܲ = ܲܲିଵܲܣ ⇔ ܦܲ = ܲܣ ⇔ ଵିܲܦܲ = ଵିܲܲܣ ⇔ ଵିܲܦܲ =  ܣ
  Pour tout ݊ ∈ ℕ, on note ௡ܲ la proposition : « ܣ௡ =  .« ௡ܲିଵܦܲ
 

   • initialisation 
଴ܲିଵܦܲ   = ଵିܲܫܲ = ܲܲିଵ = ܫ = ଴ܣ ଴ doncܣ =  ଴ܲିଵ : ଴ܲ est vraieܦܲ
 

   • hérédité 
  Supposons vraie ௞ܲ ௞ܣ :  =   ௞ܲିଵ pour un certain entier naturel ݇ (hypothèse deܦܲ
  récurrence) et montrons que ௞ܲାଵ est vraie. 
  On a : 
௞ାଵܣ   = ܣ × ௞ܣ = ܣ × ௞ܲିଵܦܲ = ௞ܲିଵܦଵܲିܲܦܲ = ௞ܲିଵܦܫܦܲ = ௞ܲିଵܦܦܲ =  ௞ାଵܲିଵܦܲ
  Finalement : ܣ௞ାଵ =  .௞ାଵܲିଵ autrement dit ௞ܲାଵ est vraieܦܲ
  Conclusion 
  Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que, ∀݊ ∈ ℕ, ௡ܲest vraie 
  autrement dit : ∀࢔ ∈ ℕ, ࢔࡭ =  .૚ିࡼ࢔ࡰࡼ
   

d.  Donner ࢔ࡰ en fonction de ࢔ puis, montrer que, pour tout entier naturel ࢔ : 

࢔࡭ =
૚
૛
൬૞

࢔ + (−૚)࢔ ૞࢔ − (−૚)࢔
૞࢔ − (−૚)࢔ ૞࢔ + (−૚)࢔൰ 

 : ௡ s’obtient immédiatementܦ est une matrice diagonale donc ܦ  

࢔ࡰ = ൬૞
࢔ ૙
૙ (−૚)࢔൰ 

  d’où : 

௡ܦܲ = ቀ1 −1
1 1 ቁ ൬5௡ 0

0 (−1)௡൰ = ൬5௡ −(−1)௡
5௡ (−1)௡ ൰ 

  puis : 

௡ܲିଵܦܲ =
1
2
൬5௡ −(−1)௡

5௡ (−1)௡ ൰ ቀ 1 1
−1 1ቁ =

1
2
൬5௡ + (−1)௡ 5௡ − (−1)௡

5௡ − (−1)௡ 5௡ + (−1)௡൰ 

  On a donc finalement : 

࢔࡭ =
૚
૛
൬૞

࢔ + (−૚)࢔ ૞࢔ − (−૚)࢔
૞࢔ − (−૚)࢔ ૞࢔ + (−૚)࢔൰ 

 

6. Déduire des questions précédentes que, pour tout entier naturel ࢔ :  

࢔ࢇ =
૚
ૡ

(ૢ × ૞࢔ − ૛ × (−૚)࢔ + ૚) 

࢔࢈ =
૚
ૡ

(ૢ × ૞࢔ + ૛ × (−૚)࢔ − ૜) 
 

• Forme explicite de ࢔ࢂ, puis de ࢔ࢁ 
On a montré que : ∀݊ ∈ ℕ, ௡ܸ = ௡ܣ ଴ܸ. En utilisant la forme explicite de ܣ௡, on obtient : 

௡ܸ =
1
2

×
7
8

 ൬5௡ + (−1)௡ 5௡ − (−1)௡
5௡ − (−1)௡ 5௡ + (−1)௡൰ ቀ

7
11ቁ =

1
16

൬5௡ + (−1)௡ 5௡ − (−1)௡
5௡ − (−1)௡ 5௡ + (−1)௡൰ ቀ

7
11ቁ 

puis : 
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ܷ௡ = ௡ܸ + ܥ =
1

16
൬5௡ + (−1)௡ 5௡ − (−1)௡

5௡ − (−1)௡ 5௡ + (−1)௡൰ ቀ
7

11ቁ + ൮

1
8

−
3
8

൲ 

=
1

16
൤൬5௡ + (−1)௡ 5௡ − (−1)௡

5௡ − (−1)௡ 5௡ + (−1)௡൰ ቀ
7

11ቁ + ቀ 2
−6ቁ൨ =

1
16

൤൬18 × 5௡ − 4 × (−1)௡
18 × 5௡ + 4 × (−1)௡൰ + ቀ 2

−6ቁ൨ 

=
1

16
൬18 × 5௡ − 4 × (−1)௡ + 2

18 × 5௡ + 4 × (−1)௡ − 6൰ 

ܷ௡ =
1
8
൬9 × 5௡ − 2 × (−1)௡ + 1

9 × 5௡ + 2 × (−1)௡ − 3൰ 

Or, ܷ௡ = ቀ
ܽ௡
ܾ௡ቁ donc : ܽ௡ = 

ଵ
଼

 (9 × 5௡ − 2 × (−1)௡ + 1) et ܾ௡ = 1
8

(9 × 5௡ + 2 × (−1)௡ − 3) 
On en déduit que, pour tout entier naturel ࢔ : 

࢔ࢇ =
૚
ૡ

(ૢ × ૞࢔ − ૛ × (−૚)࢔ + ૚) 

࢔࢈ =
૚
ૡ

(ૢ × ૞࢔ + ૛ × (−૚)࢔ − ૜) 

7. Pour tout entier naturel ݊, on a : 

ܽ௡ − ܾ௡ =
1
8

(9 × 5௡ − 2 × (−1)௡ + 1) −
1
8

(9 × 5௡ + 2 × (−1)௡ − 3) 

=
1
8

(9 × 5௡ − 9 × 5௡ − 2(−1)௡ − 2(−1)௡ + 1 + 3) =
1
8

((−1)௡(−4) + 4) 

=
4
8

(−(−1)௡ + 1) =
1
2

(1 − (−1)௡) 
 

• si ݊ est pair, alors (−1)௡ = 1, donc :  ܽ௡ − ܾ௡ = ଵ
ଶ
 (1 − 1) = 0 

par conséquent ܽ௡ = ܾ௡ 
 

• si ݊ est impair, alors : (−1)௡ = −1, donc : 

ܽ௡ − ܾ௡ =
1
2
൫1 − (−1)൯ =

1
2

× 2 = 1 
Conclusion  
Si ݊ est pair,alors ܽ௡ = ܾ௡ et si ݊ est impair, alors ܽ௡ = ܾ௡ + 1 par conséquent l’affirmation de 
l’élève est exacte. 


