Maths XP DM n°3  Fin décembre 2024 M. Thiaude P.
A faire par groupe de 2 ou bien 3 éléves, une seule copie. DL=20/12/24

Probléme
a,) et (b,,) sont les suites définies para, = by = 1, et pourtoutn € N :
(an) n o = b

apn+1 = 2a, +3b, +1 et b, 1 =3a, +2b,

On pose A = (g ;), B = (é),l = ((1) 2) et pourtoutn € N, U,, = (ZZ)

1. Donner U, puis déterminer U; et U,.
2. Vérifier que, pour toutn € N,U,,,; = AU,, + B.

3. Montrer que la matrice (I — A) est inversible et déterminer (I — A) 7},
en déduire la matrice colonne C vérifiant: C = AC + B.

4. Pour toutn € N, onpose: I}, = U, — C.
7

a. Vérifier que : V, = 181 et que, pourtoutn € N, V.., = Al,.

8
b. Exprimer I}, en fonction de A" et V,, n € N.

5. Onpose P = (1 _11)

a. Justifier que P est inversible et déterminer P~ 1.

b. On pose D = P~ 1AP, vérifier que D = ((5) _01)
c. Démontrer par récurrence que, pour toutn € N, A" = PD"P~1,

d. Donner sans justification D™ en fonction de n, n € N, puis montrer que
pourtoutn € N :

An = 1(5" +(-D" 5" - (—1)")
2\5" — (—=1)™® 5"+ (—-1D)"
6. Déduire des questions précédentes que, pour tout entier naturel n :

1
an=§(9x5”—2x(—1)”+1)

1
bn=§(9x5”+2x(—1)”—3)

7. Un éleve affirme : « si n est pair alors a,, = b,, sinona,, = b,, + 1 ».
Si cette affirmation est fausse en donner un contre-exemple, sinon la
démontrer.
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Corrigé
ao = by = 1 et pour tout entier natureln : a,,; = 2a, + 3b, + 1 et b1 = 3a, + 2b,,

.= )
0= (30)= ()

_(1
UO_(1)
°a1=2a0+3b0+1=2(1)+3(1)+1=6etb1=3a0+2b0=3+2=5

) _ (6
donc: U, = (5)
ea,=2a,+3b;+1=2(6)+30GB)+1=12+15+1 =28
eth, = 3a, + 2b; = 3(6) + 2(5) = 18 + 10 = 28

donc: U, = (;g)

2. Vérifier que, pour toutn € N,U,,,; = AU,, + B.
Soitn € N,ona:

= () = (a2 )= Gar 120 *(©) =G DG+ ()

=(§ g)Un+((1))=AUn+B

Conclusion : pour tout entier naturel n,ona U,.; = AU, + B.

3. Montrer que la matrice (I — A) est inversible et déterminer (I — A)~1, en déduire la matrice
colonne C vérifiant: C = AC + B.

(1 0y (2 3\_(2-1 0-3\_(-1 -3
Ona:l A_(o 1) (3 2)_(0—3 1—2)_(—3 —1)
donc:det(I —4) = |1 3 =(-D(-D - (-3)(-3)=1-9=-8,
On constate que det(] — A) # 0 donc I — A est inversible, eton a :

1
1 _ 1 ,_ 1 _ =
=== m(é J—ri) - —_8(+; J—ri) - 5(—13 83) = °

On a les équivalences :
C=AC+Bo(C—-AC=BsIC-AC=B< (I—-A)C=8B
(-4 U-AC=U-A)'BeIc=U-4A)"'Bec=1U-A4A"'B

ona:
1 3 1 0 1
| 8 “8n 8 | s
€=\ "3 1 (0) S R
8 8 8
Finalement :
1
c=| 5
8
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4. Pour tout entier naturel nonpose:V,, = U,, — C.

7
a. Vérifierque:V, = 181 et que, pour tout entier natureln, V, ., = AV,,.
8
7
g 8
e vérifions que Vo =| 5
8
Ona:
1 1 7
1 8 1-3 8
w=to-C=()-| %= 3]=|n
—= 1+-= 3

7

. 8
Onadoncbien: Vo ={ 14
8

e Vérifions que, pour tout entier naturel nona: VvV, ; = AV,,.

Soitn € N.

Ona:AV, =AU, —-C) =AU, —AC =AU,—(C—-B) =AU,—C+B =AU, +B —C.
Or, AU, + B =U,yq,donc: AV, = Uy 1 — C =V, 4q.

Conclusion pour tout entier natureln : V,,.4 = AV,,.

b. Exprimons V,, en fonction de A™ et V.
Pour tout entier naturel n, on note B, la proposition : V,, = A™V,,.
¢ initialisation
Vo = IV, = A°V, donc P, est vraie
* hérédité
Supposons que Py, : « V,, = A¥V, » est vraie pour un certain k € N (hypothése de
récurrence) et montrons que Py, : « Vipq + A¥TV, » est vraie.
Ona: Vi = AV, (d’aprésa.) = A x A®V, (d’aprés I'hypothése de récurrence) = A1y,
Ona V.1 = A1V, donc P, est vraie.

Conclusion
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que, Vn € N, P, est vraie
autrement dit : vn € N, V,, = A"V,

/1 -1
5. P = . )
a. lJustifier que P est inversible et déterminer P~1.

detP) = |1 [=O-(DW=1+1=2
On constate que det(P) # 0 donc P est inversible, eton a:
1
=yl Y

2\-1 1
b. Onpose D = P"1AP, vérifier que D = ((5) _01).

Ona:

1 1 1
piA = 5(—11 1) (g 2) B E(—22++33 —33++22) B E(i —51)
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puis :
s 5y -1y_1m+5 —545_110 o0 5 0
P_lAP = — = — = — =
2(1 —51)(%) 1 ) 2(1—1 —1—1) 2(0 —2) (O —1)
Onadoncbien: D = (0 _1).
c. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n : A® = PD"P~1,
On a les équivalences :
D =P AP & PD = PP 'AP & PD = AP & PDP ' = APP"'! © PDP 1 =4
Pour tout n € N, on note P, la proposition : « A" = pp"p~1
e initialisation
PDO°P~1 =pIp~1 = PP 1 =] = A%donc A° = PD°P~1: P, est vraie
e hérédité
Supposons vraie P, : A¥ = PD¥P~1 pour un certain entier naturel k (hypothése de
récurrence) et montrons que Py, est vraie.
Ona:
Al = A x A¥ = A x PD¥P~' = ppDP~1pD*P~1 = PDID*P~! = pDD*p~1 = ppk*tip-1
Finalement : A¥*1 = PDk*1p~1 qutrement dit P, est vraie.
Conclusion

Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que, Vn € N, P, est vraie
autrement dit : Vn € N,A™ = PD"P~1.

d. Donner D" en fonction de n puis, montrer que, pour tout entier naturel n :
P (5" + (- 5" - (—1)n)
2\5" - (—1)* 5"+ (—1)"
D est une matrice diagonale donc D™ s’obtient immédiatement :

b =(7y -1y1)
r=(0 O ) =G _((—_Sln)

npo1_ L(5" —(=D" 1ot (D 5t - (=D
PD7P _5(5" (—1)“>(—11 1)__( "J—r(—1)n 5n+(—1)n)

d’ou :
puis :

On a donc finalement :
an = 1(5" + (—1)™ 5" -— (—1)")
2\5" - (—-1)™ 5"+ (—-1)"
6. Déduire des questions précédentes que, pour tout entier naturel n :

1
an=§(9x5"—2x(—1)"+1)

1
bn=§(9x5"+2x(—1)"—3)

* Forme explicite de V,,, puisde U,,

On a montré que : Yn € N, V,, = A™V,,. En utilisant la forme explicite de A", on obtient :
. 1 1.7 7 (5" + (—1)™ 5" — (—1)")(7 ) _ 1(5”+ (-* 57— (—1)”)(7)
"278\5"=(-D" 5"+ (-D" 16 \5" — (-=D" 5"+ (-1D"

puis :
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1 (5" + (—1)™ 5" — (—1)") (171) 4

Upy=h+C=— 5% — (—=1)" 5"+ (=1 3

8
1 /55" + (=) 5% —(=1)" 171/18x5"—4x (—1)"
" 16 [(5" - E—lgn 57+ E—lg") (171) * (—26)] ~ 16 [(18 X 5" + 4 X E—S") * (—26)]
1 /18x5"—4x (—1)" +2
:1_6(18><5”+4><(—1)”—6)
_1(9x5"—2x(—1)"+1)

U"_§ I9x5"+2x(—1)"-3

a 1

Or, U, = (bn) donc:a, =§(9 X5"—2x(—=1)"+1)eth, =%(9x 5"+ 2x (—1)"-3)
n

On en déduit que, pour tout entier naturel n :

1
an=§(9x5"—2><(—1)"+1)

16

1
bn=§(9x5"+2><(—1)"—3)
. Pour tout entier natureln, ona:

1 1
an—bn=§(9><5”—2><(—1)"+1)—5(9x5"+2x(—1)"—3)

= %(9 X5"T—9x 5" -2(-D"-2(-D)"+1+3) = %((—1)"(—4) +4)

4 1
= (D" D = - (DY)

8 2
* sin est pair, alors (—1)" = 1,donc: a, — b, = % 1-1)=0
par conséquent a,, = b,
e sin est impair, alors : (—1)" = —1, donc :

1 1
an—bn=5(1—(—1))=§x2=1

Conclusion
Si n est pair,alors a,, = b,, et sin est impair, alors a,, = b,, + 1 par conséquent I'affirmation de
I'éleve est exacte.

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.



