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Maths XP   DM ࢔°૛      Décembre 2024               
À faire par groupe de 2 élèves, une seule copie.     
 
Problème d’après un sujet de bac 

On considère la matrice ܣ = ቀ−4 6
−3 5ቁ et on pose ܫ = ቀ1 0

0 1ቁ. 

 
1. Vérifier que ²ܣ = ܣ +   ଷܣ En déduire, de même, une expression de .ܫ2

et une expression de ܣସ en fonction de ܣ et ܫ.  
 

2. On considère les suites (ݎ௡) et (ݏ௡) définies par ݎ଴ = 0 et ݏ଴ = 1 et, pour 
tout entier naturel ݊ : 

൜ݎ௡ାଵ = ௡ݎ + ௡ݏ
௡ାଵݏ = ௡ݎ2

 
 
 

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel ݊ : ܣ௡ = ܣ௡ݎ +  .ܫ௡ݏ
 

3. Pour tout ݊ ∈ ℕ, on pose ݀௡ = ௡ݎ −  ௡. Déterminer la nature de la suiteݏ
(݀௡), en déduire que pour tout entier naturel ݊ : ݀௡ = (−1)௡ାଵ. 
 

4. Soit (ݐ௡) la suite définie pour tout entier naturel ݊ par : ݐ௡ = ௡ݎ + 
(ିଵ)೙

ଷ
. 

Montrer que la suite (ݐ௡) est géométrique, préciser sa raison et son premier 
terme, en déduire ݐ௡ en fonction de ݊. 
 
 

5. Déterminer ݎ௡ et ݏ௡ en fonction de ݊.  
 
 

6. Déduire des questions précédentes que, pour tout ݊ ∈ ℕ : 
 

௡ܣ = ൬2(−1)௡ − 2௡ 2௡ାଵ − 2(−1)௡
(−1)௡ − 2௡ 2௡ାଵ − (−1)௡ ൰ 

 

7. Un élève affirme :  
« pour tout ݊ ∈ ℕ, la somme des coefficients de ܣ௡ est égale à 2௡ାଵ ». 
Si cette affirmation est fausse en donner un contre-exemple, sinon la 
démontrer. 
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Corrigé thiaude 
Problème 

࡭ = ቀ−૝ ૟
−૜ ૞ቁ et ࡵ = ቀ૚ ૙

૙ ૚ቁ 
 

1. Vérifier que ²࡭ = ࡭ + ૛ࡵ. En déduire une expression de ࡭૜ et une expression de ࡭૝ en fonction de ࡭ 
et ࡵ.  
On a d’une part : 

  ቀ   −4              6    
   −3              5    ቁ    

²ܣ = ቀ−4 6
−3 5ቁ ቀ16 − 18 −24 + 30

12 − 15 −18 + 25ቁ = ቀ−2 6
−3 7ቁ    

Et d’autre part, on a : 

ܣ + ܫ2 = ቀ−4 6
−3 5ቁ + 2 ቀ1 0

0 1ቁ = ቀ−4 6
−3 5ቁ + ቀ2 0

0 2ቁ = ቀ−4 + 2 6 + 0
−3 + 0 5 + 2ቁ = ቀ−2 6

−3 7ቁ 

On constate que l’on a bien : ²࡭ = ࡭ + ૛ࡵ. 
On a successivement : 

ଷܣ = ܣ × ²ܣ = ܣ × ܣ) + (ܫ2 = ²ܣ + ܣ2 = ܣ + ܫ2 + ܣ2 = ܣ3 +  ܫ2
ସܣ = ܣ × ଷܣ = ܣ × ܣ3) + (ܫ2 = ²ܣ3 + ܣ2 = ܣ)3 + (ܫ2 + ܣ2 = ܣ5 +  ܫ6
 

Résumons : ࡭૜ = ૜࡭ + ૛ࡵ et ࡭૝ = ૞࡭ + ૟ࡵ. 
 

૙࢘ .2 = ૙ et ࢙૙ = ૚ et,  ∀࢔ : ൜࢔࢘ା૚ = ࢔࢘ + ࢔࢙
ା૚࢔࢙ = ૛࢔࢘

 

Démontrer que, pour tout entier naturel ࢔, on a : ࢔࡭ = ࡭࢔࢘ +  .ࡵ࢔࢙
 

• initialisation 
ܣ଴ݎ + ܫ଴ݏ = ܣ 0 + ܫ 1 = ܫ =  ଴ donc ଴ܲ est vraieܣ
 

• hérédité 
Supposons ܣ௞ = ܣ௞ݎ +  pour un certain entier naturel ݇ (hypothèse de récurrence) et montrons ܫ௞ݏ
que ܣ௞ାଵ = ܣ௞ାଵݎ +  .ܫ௞ାଵݏ
On a : 

௞ାଵܣ = ܣ × ௞ܣ = ܣ௞ݎ)ܣ + (ܫ௞ݏ = ²ܣ௞ݎ + ܣ௞ݏ = ܣ)௞ݎ + (ܫ2 + ܣ௞ݏ = ܣ௞ݎ + ܫ௞ݎ2 +  ܣ௞ݏ
= ௞ݎ) + ܣ(௞ݏ +  ܫ௞ݎ2

Or, ݎ௞ + ௞ݏ = ௞ݎ௞ାଵ et 2ݎ = ௞ାଵܣ ௞ାଵ doncݏ = ܣ௞ାଵݎ +  ܫ௞ାଵݏ
 

Conclusion 
Pour tout ݊ ∈ ℕ, ௡ܲ est vraie donc pour tout ݊ ∈ ℕ, ܣ௡ = ܣ௡ݎ +  .ܫ௡ݏ
 

3. Pour tout ࢔ ∈ ℕ, on pose ࢔ࢊ = ࢔࢘ −  en déduire que pour ,(࢔ࢊ) Déterminer la nature de la suite .࢔࢙
tout entier naturel ࢔ࢊ : ࢔ = (−૚)࢔ା૚. 
 

Soit ݊ ∈ ℕ, on a : ݀௡ାଵ = ௡ାଵݎ − ௡ାଵݏ = ௡ݎ + ௡ݏ − ௡ݎ2 = ௡ݎ− + ௡ݏ = ௡ݎ)− − (௡ݏ = (−1)݀௡. 
Pour tout ݊ ∈ ℕ, ݀௡ାଵ = (−1)݀௡ et (−1) est une constante donc (݀௡) est géométrique de raison 
(−1), par conséquent , pour tout ݊ ∈ ℕ :  

݀௡ = ݀଴ × ௡ݍ = ଴ݎ) − (଴ݏ × ௡ݍ = (0 − 1)(−1)௡ = (−1)(−1)௡ = (−1)௡ାଵ 
Conclusion : ∀࢔ ∈ ℕ,࢔ࢊ = (−૚)࢔ା૚. 
 

4. Soit (࢔࢚) la suite définie pour tout entier naturel ࢔ par : ࢔࢚ = ࢔࢘ + (ି૚)࢔

૜
. Montrer que la suite (࢔࢚) 

est géométrique, préciser sa raison et son premier terme, en déduire ࢔࢚ en fonction de ࢔. 

଴ݐ = ଴ݎ +
(−1)଴

3 = 0 +
1
3 =

1
3 

Soit ݊ ∈ ℕ, on a : 

௡ାଵݐ = ௡ାଵݎ +
(−1)௡ାଵ

3 = ௡ݎ + ௡ݏ +
(−1)௡ାଵ

3 = ௡ݎ + ௡ݎ − ௡ݎ) − (௡ݏ +
(−1)௡ାଵ

3  

= ௡ݎ2 − ݀௡ +
(−1)௡ାଵ

3 = ௡ݎ2 − (−1)௡ାଵ +
(−1)௡ାଵ

3 = ௡ݎ2 + (−1)௡ାଵ ൤−1 +
1
3൨ 
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= ௡ݎ2 + (−1)௡ାଵ × ൬−
2
3൰ = ௡ݎ2 + (−1)௡ × (−1) × ൬−

2
3൰ = 2 ቈݎ௡ +

(−1)௡

3
቉ =  ௡ݐ2

Pour tout ݊ ∈ ℕ, ݐ௡ାଵ = 2 ×  .est géométrique de raison 2 (௡ݐ) ௡ et 2 est une constante doncݐ
On en déduit que pour tout ݊ ∈ ℕ, on a : 

௡ݐ = ଴ݐ × 2௡ =
1
3 × 2௡ 

Finalement : 

࢔∀ ∈ ℕ, ࢔࢚ =
૚
૜ × ૛࢔ 

 

5. Déterminer ࢔࢘ et ࢔࢙ en fonction de ࢔.  

Pour tout ݊ ∈ ℕ, ݐ௡ = ௡ݎ + 
(ିଵ)೙

ଷ
 et on a vu que ݐ௡ = 

ଶ೙

ଷ
 donc ݎ௡ = 

ଶ೙

ଷ
 − 

(ିଵ)೙

ଷ
 = 

ଶ೙ି(ିଵ)೙

ଷ
. 

On a : ݀௡ = ௡ݎ − ௡ avec ݀௡ݏ = (−1)௡ାଵ et ݎ௡ = 
ଶ೙ି(ିଵ)೙

ଷ
 , donc 

௡ݏ =
2௡ − (−1)௡

3 − (−1)௡ାଵ =
2௡ − (−1)௡

3 −
3(−1)௡ାଵ

3 =
2௡ − (−1)௡ + 3(−1)௡

3 =
2௡ + 2(−1)௡

3  

Finalement : 

࢔∀ ∈ ℕ, ࢔࢙ =
૛࢔ + ૛(−૚)࢔

૜  
 

6. En déduire la forme explicite de ࢔࡭  en fonction de ࢔.  
On en déduit :  

௡ܣ =
2௡ − (−1)௡

3 ܣ +
2௡ + 2(−1)௡

3  ܫ

=
1
3

[(2௡ − (−1)௡)ܣ + (2௡ + 2(−1)௡)ܫ)] 

=
1
3
ቂ(2௡ − (−1)௡) ቀ−4 6

−3 5ቁ + (2௡ + 2(−1)௡) ቀ1 0
0 1ቁቃ 

=
1
3 ൤൬

−4(2௡ − (−1)௡) 6(2௡ − (−1)௡)
−3(2௡ − (−1)௡) 5(2௡ − (−1)௡)൰ + ൬2௡ + 2(−1)௡ 0

0 2௡ + 2(−1)௡൰൨ 

=
1
3 ൬
−4(2௡ − (−1)௡) + 2௡ + 2(−1)௡ 6(2௡ − (−1)௡)

−3(2௡ − (−1)௡) 5(2௡ − (−1)௡) + 2௡ + 2(−1)௡൰ 

=
1
3 ൬

2௡(−4 + 1) + (−1)௡(4 + 2) 3(2 × 2௡ − 2(−1)௡)
3(−2௡ − (−1)௡) 6 × 2௡ + (−1)௡(−5 + 2)൰ 

=
1
3 ൬

3(−2௡ + 2(−1)௡) 3(2 × 2௡ − 2(−1)௡)
3(−2௡ − (−1)௡) 3(2 × 2௡ − (−1)௡) ൰ 

= ൬2(−1)௡ − 2௡ 2௡ାଵ − 2(−1)௡
(−1)௡ − 2௡ 2௡ାଵ − (−1)௡ ൰ 

 

On a donc bien : 

࢔∀ ∈ ℕ,࢔࡭ = ൬૛
(−૚)࢔ − ૛࢔ ૛࢔ା૚ − ૛(−૚)࢔

(−૚)࢔ − ૛࢔ ૛࢔ା૚ − (−૚)࢔ ൰ 
 

7. Un élève affirme : « pour tout ࢔ ∈ ℕ, la somme des coefficients de ࢔࡭ est égale à ૛࢔ା૚ ». 
Si cette affirmation est fausse en donner un contre-exemple, sinon la démontrer. 
La somme des coefficients de ܣ௡ est : 

2(−1)௡ − 2௡ + 2௡ାଵ − 2(−1)௡ + (−1)௡ − 2௡ + 2௡ାଵ − (−1)௡ 
= (−1)௡(2 − 2 + 1 − 1) + 2௡(−1 + 2 − 1 + 2) 
= (−1)௡ × 0 + 2௡ × 2 
= 2௡ାଵ 

Pour tout ݊ ∈ ℕ, la somme des coefficients de ܣ௡ est bien égale à 2௡ାଵ, l’affirmation de cet élève est 
donc exacte.  


