Maths XP DM n°2 Décembre 2024
A faire par groupe de 2 éléves, une seule copie.

Probléme d’apres un sujet de bac

On considére la matrice A = (:;L g) eton pose [ = ((1) 2)

1. Vérifier que A% = A + 2I. En déduire, de méme, une expression de A3
et une expression de A* en fonction de 4 et I.

2. On considere les suites (7;,) et (s,,) définies parry = 0 et s, = 1 et, pour
tout entier naturel n :
{rn+1 =Th T 5y
Spe1 = 2Ty

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n : A™ =, A + s, 1.

3. Pourtoutn € N, on pose d,, = 1;, — s,,. Déterminer la nature de la suite
(d,,), en déduire que pour tout entier naturel n : d,, = (—=1)"*1,

(-

4. Soit (t,,) la suite définie pour tout entier naturel n par: t,, =, +

Montrer que la suite (t,) est géométrique, préciser sa raison et son premier
terme, en déduire t,, en fonction de n.

5. Déterminer 1;, et s, en fonction de n.

6. Déduire des questions précédentes que, pour toutn € N :

an — (2(_1)71 —Jn 2n+1 _ 2(_1)71)
(_1)n__2n 2n+1__(_1)n
7. Un éleve affirme :
« pour tout n € N, la somme des coefficients de A™ est égale a

Si cette affirmation est fausse en donner un contre-exemple, sinon la
démontrer.

2n+1 ».
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Corrigé thiaude
Probleme
—4 6 1 0

a=(T5 oeti=(; ;)

1. Vérifier que A2 = A + 2I. En déduire une expression de A3 et une expression de A* en fonction de 4

etl.

On ad’une part:

(5 s )
4 6\ (16-18 —24130 2 6
5 _ _ e
AT = (—3 5) (12 —15 -18+ 25) = (—3 7)
Et d’autre part,ona:

a4 a2y 9= 946 9= $1D-CF 9
On constate que 'on a bien : 4> = 4 + 21I.

On a successivement :
B =AXxA?=AXxA+2]) =A?+24=A+21+24A=3A+2I
A =Ax A =AxBA+2]) =34%24+24=3(A+2])+24=54+6I

Résumons : A3 =34 + 21 et A* = 54 + 61.

The1 =Th t S,

Sp+1 = 2Ty
Démontrer que, pour tout entier naturel n,ona: A" =r,A + s, 1.

2. Tg=0etsy=1et, Vn:{

e initialisation
oA + 5ol =0A+11=1= A% donc P, est vraie
* hérédité
Supposons A* = 1, A + s, pour un certain entier naturel k (hypothése de récurrence) et montrons
que At =1 A+ sl
Ona:
AR = A X A% = A(r A + s D) = 1 A% + s, A = 1 (A + 21D + s, A = 1A + 21 ] + s, A
= (1 + sp)A + 2l
Or, 7y + S = Txyq €t 213, = S4q donc A¥YL =13 L A+ Sp 4]

Conclusion
Pour tout n € N, P, est vraie donc pour toutn € N, A" = r,,A + s,,1.

3. Pourtoutn € N, on pose d,, = r,, — s,,. Déterminer la nature de la suite (d,,), en déduire que pour
tout entier natureln: d, = (—1)"*1,

Soitn €EN,ona:dyy =The1 — Sne1 =T +Sp — 21, = =1, + 5, = — (1, — 5p,) = (—1)d,,.
Pourtoutn € N, d,,,; = (—1)d,, et (—1) est une constante donc (d,,) est géométrique de raison
(—=1), par conséquent , pour toutn € N :
dp=doxq"=(5—5) xq"=0-DD"= (DD = (D™

Conclusion: vn € N,d,, = (—1)"*1,
=n*

3
est géométrique, préciser sa raison et son premier terme, en déduire t,, en fonction de n.

4. Soit (t,,) la suite définie pour tout entier naturelnpar:t, =1, + . Montrer que la suite (t,,)

(-1)° 1 1
tO =T + 3 =0+ § = §
Soitn € N,ona:
(_1)n+1 (_1)n+1 (_1)n+1
that =rn+1+T=rn+sn+T=rn+rn—(rn—sn)+T
—_1)n+1 —1)nt+1 1
=21, —d, + % =21, — (—1)"1 + % =21, + (—1)"*? [—1 + §]
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=25+ 1 x (=2) = 2n 0 x 0 x (<3) =2 [+ S - 26,

Pourtoutn € N, t,,,; = 2 X t, et 2 est une constante donc (t,,) est géométrique de raison 2.
On en déduit que pour toutn € N,on a:

1
tn=t0x2"=§x2"
Finalement :

1
VTI.EN,tn=§X2n

Déterminer r, et s, en fonction de n.

=" 2n 2" (=" 2"—(-1)"
Pourtoutn € N, t, =1, + etonavuquetn=?doncrn=?— s = 3 .
+1 2" (=D
Ona:d, =1, —s,avecd, = (—1)""etn, == donc
2" — (=1)" 2" — (=)™ 3(—-D™t 2" — (=D +3(-D)* 2"+ 2(-1)"
Sp=———F——— (—1)n+1 = — = =
3 3 3 3 3

Finalement :

2n+2(—1)"
vneN,s, =————

3

En déduire la forme explicite de A™ en fonction de n.
On en déduit :

2" — (=™ 2"+ 2(-1D)"
1= 3 A+ 3 I
=3[@" = (DA + 2"+ 2(-D"D]

=5l - o (] etz 9)

1 [(—4(2n —(-D") 6(2" - (—1)”)) N (2” +2(-1) 0 )]

A?’l

—3|\-32" - (-D") 52" -(-1D") 0 2" + 2(—1)"
_1 (-4(271 — (=DM + 2" + 2(-1)" 6(2" — (-1)™) )
3 —3(2" — (-1 52" — (=1)™) + 2" 4 2(—1)"
_ 1(2”(—4 + 1)+ (D4 +2) 3(2x 2" =2(-1)") )
3 3(-2" - (1" 6 X 2™ + (—1)*(=5 + 2)

132" +2(-D™) 3@2x2"=2(-D")
- §( 3(-2"— (-1)")  3(2x2"— (-1 )
_ (2(_1)71 —Jn 2n+1 _ 2(_1)71)

- (—1)” —on on+l _ (—1)”
On a donc bien :
Vi € N’An _ (2(_1)n —2n 2n+1 — 2(_1)n)
(_1)n —2n 2n+1 _ (_1)n
Un éléve affirme : « pour tout n € N, la somme des coefficients de A™ est égale a 21 ».
Si cette affirmation est fausse en donner un contre-exemple, sinon la démontrer.
La somme des coefficients de A™ est :
2(=1D)" = 2" 4+ 27+ — 2(=D)" + (1) — 2™ 4 27FL — (—1)"
=(-D"Q-2+1-1D)+2"(-1+2-1+2)
=(-1D"x0+2"x?2
— 2n+1

Pour tout n € N, la somme des coefficients de A™ est bien égale a 2"**1, I'affirmation de cet éléve est
donc exacte.
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