Maths XP CSn°3 8 lJanvier 2025 Thiaude P.
Durée : 55 minutes Calculatrice autorisée en mode examen

La calculatrice ne peut étre utilisée que pour vérifier au brouillon les calculs.
La qualité et la précision de la rédaction entreront dans la notation de la copie.

Exercice 1 [5 points] Une équation du second degré
Résoudre dans C I'équation (E) : z*+ (=2 +7i)z—11—7i = 0.

Exercice 2 [9 points] Une équation du troisieme degré
Pour tout z € C, on pose : P(z) = z3 + z2(2 — 5i) + z(5 — 10i) — 25i.

1. Soit v un réel, montrer que la partie réelle de P(yi) est : —2y? + 10y,
et que la partie imaginaire de P(yi) est : —y3 + 5y% + 5y — 25,

2. En déduire que P admet exactement une racine imaginaire pure et préciser
cette racine.

3. En déduire une factorisation de P(z).

4. Résoudre dans C I'équation z + 2z + 5 = 0.

5. Déduire des questions précédentes toutes les racines de P.

Exercice 3 [6 points] Une équation du troisieme degré a coefficients réels

Pour tout z € C, on pose : P(z) = z3 — 622 + 18z — 40.

1. Démontrer que, pourtouta € C,ona:
« si a est une racine de P, alors son conjugué & est une racine de P ».
On rappellera les formules utilisées.

2. Calculer P(1 + 3i), en déduire deux racines distinctes de P.

3. Déterminer une factorisation de P(z), z € C.

BONUS [1 point] Une équation du quatrieme degré
Résoudre dans C I'équation (E) : z* = 28 — 96i.
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Corrigé
Exercice 1

Résoudre dans C I'équation (E) : 22+ (=2 + 7i)z—11—-7i=0.
z2+ (=2+7i)z— 11— 7iestde laforme az® + bz +c aveca=1,b = (-2 + 7i) et
¢ = —11 — 7i, de discriminant
A=b*—4ac=(-2+70)*—4(1)(-11-7i) = 4+ 2(=2)(7i) + (7i)? + 44 + 28i
=4 —28i +49i> + 44 +28i = 4 —28i — 49 + 44 + 28i = —1
Enposantd =iona:8*=i*=—1=A.
D’apres les formules du cours, I’équation (E) admet pour solutions :

—b—§ —(=2+470)—i 2-7i—i 2-8i 2(1—4i)

= = 1—4i
A=, 2(1D) 2 2 2 '
—b+6 —(2+7D)+i 2-7i+i 2-6i 2(1-3i0) _
Zy = = = = = =1-—3i
2a 2(1) 2 2 2
Conclusion

L’équation (E) admet pour solutions: 1 — 4iet 1 — 3i.

Exercice 2
vz € C,P(z) = z3 + z*(2 — 5i) + z(5 — 10i) — 25i

1. Soit y un réel, montrer que la partie réelle de P(yi) est : —2y? + 10y, et que la partie
imaginaire de P(yi) est: —y3 + 5y? + 5y — 25.

Poury € R,ona:
P(yi)
= (yi)3 + (yi)?(2 — 5i) + yi(5 — 10i) — 25i
= vy3i3 + y%i?(2 — 5i) + yi(5 — 10i) — 25i
= —iy3 — y*(2 — 5i) + 5yi — 10yi* — 25i
= —iy3 — 2y% + 5iy? + 5yi + 10y — 25i
= —2y% 4+ 10y + i(—y3 + 5y + 5y — 25)
Résumons : P(yi) = —2y2 + 10y + i(—y3 + 5y% + 5y — 25) (»).
Or,y € Rdonc —2y% + 10y € Ret —y3 + 5y% + 5y — 25 € R, il résulte de () que :
Re(P(yi)) = —2y* + 10y et Im(P(yi)) = —y® + 5y* + 5y — 25.

2. Montrer que P admet exactement une racine imaginaire pure et préciser cette racine.
Dire que P admet une racine imaginaire pure signifie qu’il existe un réel y tel que
P(yi) = 0, autrement dit tel que Re(P(yi)) =0 et Im(P(yi)) =0,
c’est-a-dire tel que : —2y% + 10y = 0 et —y3 + 5y + 5y — 25 = 0 (x*).
Or,—2y?+10y=0y(-2y+10)=0=y=0ouy=>5
e siy = 0, alors en remplagant dans (**) on obtient : —03 + 5(0)? + 5(0) — 25 = O ce
qui est faux donc on doit rejeter y = 0
e siy = 5, alors en remplagant dans (x*) on obtient : =53 + 5(5)? + 5(5) —25 =0
ce qui est vrai, par conséquent on peut accepter y = 5.

Conclusion : P admet pour unique racine imaginaire pure 5i.
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3. En déduire une factorisation de P(z).
5i est une racine de P donc d’aprés le théoreme de factorisation P(z) est factorisable
par (z — 5i), par conséquent il existe Q de degré 2 tel que, pourtoutz € C:
P(2) = (z - 50)Q(2)

Or, P(z) = z3 + z%2(2 — 5i) + z(5 — 10i) — 25i donc il existe (b, c) € C? tels que, pour
tout z € C: z3 + z%(2 — 5i) + z(5 — 10i) — 25i = (z — 5i)(z* + bz + ¢).
Or, pour toutz € C,ona:

(z—=50)(z%+ bz+c) =z3+ z%(b — 5i) + z(c — 5ib) — 5ic
donc, pour tout z € C,on a:

z3 + z%(2 — 5i) + z(5 — 10i) — 25i = z3 + z%(b — 5i) + z(c — 5ib) — 5ic

Par identification :

b—5i=2—5 b =2 b=2 ., _,
¢—5ib=5-10i &{c—10i=5-10i ©{c =5 { — .
—5ic = —25i 5¢ = 25 c=5 7

Pour tout z € C, P(2) = (z — 5i)(z* + 2z + 5).

4. Résoudre dans C I'équation z° + 2z + 5 = 0.
z>+ 2z +5estde laforme az®?+ bz+ caveca =1,b = 2 et c = 5, de discriminant :
A = b?—4ac =2?—-4(1)(5) =4 —20 = —16°
En posant § = 4i,ona 6% = (4i)? = 16i* = —16 = A.
Les solutions dans C de z? + 2z + 5 = 0 sont :

—b—§ -2-4i 2(—1-20)

- - - —_1-2i
174 2(1) 2 ¥

_ch¥s_ 244 _2¢12)
2= T 20 O 2 ¥

L’équation z* + 2z + 5 = 0 admet pour solutions dans C: —1 — 2i et —1 + 2i.
Remargue Les coefficients étant tous réels et A < 0 donc on pouvait aussi affirmer que
les solutions sont les deux complexes conjugués :
—b—iJIA] —2-iV16 —2-—4i 2(—1-2i) _
n=T o STy 2 o 2z - ima
Zy =21 =—1+2i

5. Déduire des questions précédentes toutes les racines de P.
Les racines de P sont les solutions dans C de I’équation P(z) = 0.

Or, on a les équivalences :
P2)=0 (z—-5)(z*+2z2+5 =0<2z—-5i=00uz?+2z+5=0
S z=5louz=—-1—-2iouz=-1+2i

Conclusion
Les racines de P sont: 5i, —1 — 2i et —1 + 2i.
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Exercice 3
Pour tout z € C, on pose : P(z) = z3 — 6z* + 18z — 40.

1. Démontrer que, pour tout a € C, on a: « si & est une racine de P, alors son conjugué
a est une racine de P ». On rappellera les formules utilisées.

Supposons que € C est une racine de P, autrement dit que : P(a) = 0.

Ona:
P(@) = (@)% — 6(@)? + 18a — 40 = a3 — 6a? + 18a — 40 = a3 — 6a? + 18a — 40
=a3—-6a?2+18a—-40=0=0

Ona:P(a) = 0, donc & est une racine de P.

Formules utiliséessont: (Z)* =2z",zz' =z2Xx 7,24+ 2z =2+ z7' etz—2 =7—7
2. Calculer P(1 + 3i), en déduire deux racines distinctes de P.

P(1 + 30)
=(1+30)3-6(1+3i)%+18(1+3i) —40
=(1+3)1 +3)%—-6(1+30)%+18(1 + 3i) — 40
or, 1+3)?=14+21DB)+Bi)?=1+6i—9=-8+6i
donc:
P(1 + 3i)
= (1+3i))(—8+ 6i) — 6(—8 + 6i) + 18(1 + 3i) — 40
= —8+6i—24i —18 + 48 — 36i + 18 4+ 54i — 40
=-8-18+48+18—40+i(6 —24 — 36 + 54)
=0+ 0i
=0

Ona:P(1+ 3i) = 0autrement dit 1 + 3i est une racine de P, donc d’apres la question
précédente 1 4+ 31 est aussi une racine de P, autrement dit 1 — 3i est une racine de P.

Conclusion: 1 + 3i et 1 — 3i sont deux racines distinctes de P.

3. Déterminer une factorisation de P(z).
a
Un polynéme de degré 3 z = azz3 + a,z? + a,z + a, la somme des racines est : — a—z.
3
Pour tout z € C, P(2) = z3 — 622 4+ 18z — 40 donc la somme des trois racines
z1=1+4+3i,z, =1—3ietzzest:

+6
1+31+1_31+Z3:T®2+Z3:6®Z3:6_2®Z3:4

Une factorisation de P(z) s’écrita(z — z,)(z — z,)(z — z3), donc :
VzeCP(z)=(z—-4)(z—-1-3i)(z—1+ 3i)

Autre méthode :
1+ 3iet1 — 3isontdesracines de P donc il existe ¢ € C tel que :
VZzeECPz)=(z—-A+3))(z—-1A-3i)(z—0)

Pour z = 0, on obtient :

P(0) = (—(1 +3))(—(1 =3))(—=c) = (1 +3))(1 = 3D)(—c) = (12 = Bi)D(—0)
=1+9)(—c)=-10c
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Or, P(0) = (0)3 — 6(0)? + 18(0) — 40 = —40, donc —10c = —40 i.e. c = 4.

Conclusion
Une factorisationest: P(z) = (z— 1 —3i)(z — 1 + 3i)(z — 4).

Les racines de P sont les solutions de P(z) = 0. Or, on a les équivalences :
Pz)=0z-1-3)(z—-1+3i)(z—-4)=0
©z=1+4+3iouz=1—-3iouz=4

Une factorisation de P(z) s’écrita(z — z,)(z — z,)(z — z3), donc :
VzeECP(z)=(z—-4)(z—-1-3i)(z—1+ 3i)

BONUS
On cherche a résoudre dans C 'équation (E) : z* = 28 — 96.i.
Remarquons d’abord que :

28 — 96i = 28 — 2 X 48i = 64 — 36 + 2 X 48 = 82 — 2(8)(6i) + (6i)2 = (8 — 6i)2

On a les équivalences :
z*=28-96i ©z* - (28-96i)) =0 (z2)*— (8—-60)>=0
e [z2-8-6D][z2+(B8-6i)]=0
Or,ona:
— d’une part :
z2—(8—-60)=2z2-[(3)*-23))+i*]=2z*-B-)?*=[z—-CB-D]lz+ B -]
— d’autre part :
724+ (8—-6i)=2z2—i?B-i)?=z2-[iB-D]*=2z2- (1 +30)?]
=[z— (1 +3)][z+ (1+3iQ)

Donc:
[z2 — (8—60)][z>+(8—-6i)] =0
oz-B-Dllz+B-=-)D]llz-A+3)][z+ (1+3i)] =0
©z=3—-iouz=-3+4+iouz=14+3iouz=-1-3i
Conclusion :

L’équation de départ admet donc pour solutions: 3 —i,—3 +i,1 + 3iet —1 — 3i.

Complément

Soit ¢ € C, on considere I'équation d’inconnue z € C, z* =c.

Montrons que si @ € C est une solution de cette équation, alors les nombres ia, —a et - i«
sont aussi des solutions de cette équation.

Supposons que a € C est une solution de z* = ¢, c’est-a-dire que : a* = c.

Ona:

e (ia)* = i*a* = (i%)?a* = (—=1)%c = 1 X ¢ = c donc ia est une solution de z* = ¢

e (—a)* = (—1)*a* = 1 x ¢ = cdonc (- @) est une solution de z* = ¢

o (—ia)* = (=D*i*a* = 1% (i*)?x c =1 x (—1)% X ¢ = c donc (- ia) est une solution
dez*=c

Conséquence : si on connait I'une des solutions a de z* = c et que a # 0, alors les
solutions de z* = ¢ sont les complexes: a,ia, —a et - ia.

Revenons a I'équation (E) : z* = 28 — 96i :
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on peut « deviner » que 3 — i est une solution de (E) :
B-D*"=[B-D*1* =09 —-6i+i%)?=(8-60)2 =8>—2(8)(6i) + (6i)>
= 64 — 960 — 36 = 28 — 96i
et en déduire que les trois autres solutions sont :
ei(3—-i)=3i—i*=3i+1=1+3i
e—B—-i)=-3+i
e—i(3—-i)=—(1+3i)=-1-3i

On retrouve bien les quatre solutions: 3 —i,—3 +i,1 + 3iet —1 — 3i.
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