Maths XP Contrdle n°2 du Vendredi 18/10/2024 Thiaude P.
55 minutes Calculatrice autorisée en mode examen (total sur 20 pts)

Exercice 1 [3 points]
Démontrer que, pour toutn € N,ona: 6/19™ — 1.

Exercice 2 [4 points]
Démontrer que, pour tout n € Z, on a : 4|n*(n? + 3).

Exercice 3 [4 points]

Pour toutn € Non pose a,, = 10n* — 10n + 8, b,, = 5n — 3 eton note 7;, le
reste de la division euclidienne dans Z de a,, par b,,.

Déterminer 7;, en fonction de n en distinguant, si nécessaire, plusieurs cas.

Exercice 4 [4 points]

Pourtoutn € N,onposea,, = 3n*+ 6n+ 10eth, =n®*+n + 8.

Un éleve affirme : « pourtoutn € N, a, = b,, [n+ 2] ».

Si cette affirmation est fausse trouver un contre-exemple, sinon la démontrer.

Exercice 5 [3 points]
Déterminer le plus petit entier naturel non nul d tel que : 13¢ = 1 [10].
En déduire le chiffre des unités de 1317°,

Exercice 6 [2 points]

Un éléve dit : « pour tout entier relatifa, ona: 1+ a + a* + a® + a*|a® — 1».
Si cette affirmation est fausse trouver un contre-exemple, sinon la démontrer.
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Corrigé
Exercice 1
Démontrer que, pour toutn € N,ona: 6|19" — 1.

Soitn € N.
Ona:19"=(19-3x6)"=1"=1 [6]
Ona:19" =1 [6], autrement dit: 6/19™ — 1.
Conclusion: vn € N, 6(|19™ — 1.

Autre méthode On peut effectuer une démonstration par récurrence mais c’est beaucoup plus long.

Exercice 2
Démontrer que, pour tout n € Z, 4|n*(n? + 3).

Méthode 1 (conseillé)
On procede par disjonction de cas suivant le reste modulo 4 de n :

e1¥cas:n =0 [4]
n?(n?+3) = 0%2(02+3) = 0 [4]
Ona:n?(n? + 3) = 0 [4] autrement dit 4|n*(n? + 3).

e2*™cas:n =1 [4]
n2n?2+4+3)=12(12+3)=1x4=4=4-4=0[4]
Ona:n?(n? + 3) = 0 [4] autrement dit 4|n*(n? + 3).

¢3*™ cas:n =2 [4]
n?(n?+3)=2%2122+3)=4x7=0[4]
Ona:n?(n? + 3) = 0 [4] autrement dit 4|n*(n? + 3).

e 4™ cas:n = 3 [4]
n?(n?+3)=3%(32+3)=9x12=09-2%x4)x(12—-3%x4)=1x0=0 [4]
Ona:n?(n? + 3) = 0 [4] autrement dit 4|n*(n? + 3).

Conclusion
vn € Z,4|n*(n? + 3)

Autre méthode
Soit n € Z.
On procede par disjonction de cas suivant la parité de n.

e si n est pair
Il existe k € Z tel que n = 2k, alors : n* = (2k)? = 4k? par conséquent 4|n?
4|n? donc 4 divise tout multiple de n” en particulier : 4|n*(n? + 3).

* si n est impair

Il existe k € Ztelquen = 2k + 1,
alors:n*+3=Qk+1)>+3=4k*+4k+1+3 =4k*+4k+4=4k*+k+1)
par conséquent 4|n? + 3

4|n? + 3 donc 4 divise tout multiple de n? + 3 en particulier : 4|n*(n? + 3).

Conclusion
vn € Z,4|n*(n? + 3)
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Exercice 3
vneN, a, = 10n* —10n + 8, b, = 5n — 3, r,, est le reste de la division euclidienne de a,, par b,,.
Déterminer r,, en fonction de n en distinguant si nécessaire plusieurs cas.

A l'aide de la calculatrice on peut conjecturer que :sin > 3 alorsr, = n + 5.

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP | NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP i
APP SUR + POUR &Tb1

Graphl Graph2 Graph3 A Y1 Y2 Y3
2 9 ) -3 ERREUR
IN\Y1810X-10X+8 1 3 2 0
I\Y285%X-3 - - £ :
I\Ys3Breste(Y1,Y2) ; %gg 17 9
I\Y4= 22 10
6 308 27 11
\Ys= ? 48 |32 12
N\Ys= 8 568 37 13
- 9 728 42 14
E\Y?= 10 lses w7z |is
E\Ys=
X=0

Soitn € N,on a:
a, =10n*-10n+8=10n?-10n+8—- (n+5)+n+5=10n* —-11n+3+n+5

=2n-1)5n-3)+n+5=02n—-1)b,+n+5
Pourtoutn € N,a, = 2n— 1)b, + n + 5.
Regardons a quelle conditionsurnona 0 <n+5 < b, c'est-a-dire0 < n+5<5n—-3:
— la premiére relation d’ordre est toujours vérifiée
— pour la deuxieme on a les équivalences:n+5<5n—3<5+3<bn—ne8<4nsn>2
Résumons :pourn > 3,ona:a, = (2n—1)b, +n+5avec0 < n+5< b,,donc:7r, =n+5.

Les casn € {0; 1; 2} doivent étre étudiés séparément :

eSin=0,alorsa, = 10(0)>—10(0) + 8 =8, b, = 5(0) — 3 = —3.
Ona:8=(-2)%x(-3)+2avec0< 2<|—3|doncry = 2.
eSin=1,alors:a; = 10(1)*-10(1)+8=8,1=5(1)—-3 =2.
Ona:8=4x2+0avec0 <0< 2doncr; =0.

eSin=2,alors:a, =10(2)?—-10(2) +8=40—-20+8=28,b, =5(2) -3 =7.
Ona:28=4x7+4+0avec0<0< 7doncr, =0.

Conclusion

ro=2,r1 =71, =0etpourtoutn >3ona:r, =n+b5.

Exercice 4
vn € N,a, =3n*+ 6n+10,b,, = n*+n + 8.Unéléve : « pourtoutn € N, a,, = b,, [n + 2] ».
Si cette affirmation est fausse, trouver un contre-exemple, sinon la démontrer.

Recherche avec la calculatrice :

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP [)|[oRrAL FLOTT UTO ReEL RAD P 8
APP SUR + POUR &Th1
Graphi Graph2 Graph3 X Y2 Y3 Y4
2 0 10 ) ) )
I\Y183X+6X+10 1 19 10 1 1
2 2 3y 14 2 2 Il semble que
INY2BX“+X+8 3 55 20 0 0 , .
I\YaBreste(Y1,X+2) 4o ez Ja fy )Y la réponse soit
3 . .
E\Y4Breste(Y2,X+2) 6 154 50 2 > affirmative...
E\Ys= ? 199 64 1 1
— 8 250 80 0 0
\Y6= 9 307 |98 10 10
E\Y?= 10 370 118 10 10
BE\Ys=
b X=0
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Soitn € N,ona:
a, —b,=3n2+6n+10— (n?+n+8)=3n?+6n+10—n>—-n—-8=2n?+5n+2
=n+2)2n+1)

Ona:a, —b,=Mn+2)(2n+ 1) doncn + 2|a,, — b,, autrement dit: a,, = b, [n + 2].

Conclusion: vVn € N,a,, = b,, [n + 2] donc I'affirmation de cet éléve est exacte.

Exercice 5 [4 points]
Déterminer le plus petit entier naturel non nul d tel que : 13% = 1 [10]. En déduire le chiffre des unités
de 13175,

13'=13=13-10=3 [10]

132=32=9[10]

133=33=27=27-2x%x10=7[10]

134=34=81=81-8x10=1[10]

donc:d = 4.

La division euclidienne de 175 par 4 s’écrit: 175 =43 X 4+ 3avec0 € 3 < 4.

Ona: 13175 = 1343x4+3 = 1343x4 x 133 = (139" x 133 =18 x7=1x7=7 [10]
donc le chiffre des unités de 137> est 7.

Le sujet pouvait accélérer la résolution en se contentant de trouver d’ € N \ {0} tel que 134 = +1 [10].
131 =13=13-10=3[10] 132=32=9=9-10=—1 [10]

doncd’' = 2.

La division euclidienne de 175 par 2 donne 175 =87 x 2 + 1.

Ona: 13175 = 1387X2+1 = 1387%2 x 131 = (132)8” x 13 = (-1)8” x3=(-1) x 3= -3 =7 [10]
donc le chiffre des unités de 1317> est 7.

Exercice 6
Un éléve dit : « pour tout entier relatifa,ona: 1+ a + a* + a3 + a*|a® — 1».
Si cette affirmation est fausse, trouver un contre-exemple, sinon la démontrer.

Recherche a I'aide de la calculatrice :

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP |

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP i
APP SUR + POUR &aTb1

Graphl Graph2 Graph3 A Y1 Y2 Y3

P -3 61 244 | ERREUR

IN\Y1B1+X+X+X"+X -2 11 -33 ERREUR

-4 1 =2 ERREUR

n\Y28x°-1 0 1 -1 ERREUR
1 5 0 0
l\YsEreste(Ya.Yi) > = 2 :
\Y4= 3 121 |22 |o
E\Ys= Y 341 1023 | o
— 5 781 3124 | o
\Ys= 6 1555 | 7775 |
E\Y?= ? 28014 | 16806 | o

B\Ys=
X=-3

A l'aide de la calculatrice, on peut conjecturer que, pour a € N \ {0} la réponse est positive mais ne
permet pas d’analyse pour a < 0.

Soita €Z,ona:
1+a+a’?+a®+aH)1—-a)=14+a+a*+a’+a*—-a—-ad*>—-ad®>—a*—-a°>=1-a°

Résumons: (1 +a+a?+a®+a*)(1—a) =1-ad.

llexistek € Z telque:1—a® =k(1+a+a?+a®+a*),asavoirk =1 —a, donc

1+a+a?+a®+a*1—-ab autrementdit: 1+ a +a? + a® + a*| — (1 — a®) ou encore :

1+a+a?+a®+a*a®—1.

Conclusion
va €Z,1+ a+ a? + a® + a*|a® — 1 donc I'affirmation est vraie.
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L'égalité (1+ a+a?+ a®+a*)(1 —a) = 1 — a® (*) peut s’obtenir a travaillant dans R et en
remarquant que : 1 + a + a? + a® + a* est la somme des termes consécutifs de la suite ggéométrique de
premier terme 1 et de raison a.

Sia # 1, laformule de la somme donne :

1—ab

l1+a+a?+a®+a*=1x
dou:(1+a+a?+a®+a*+a®>)(1—a)=1-ad.
Cette égalité reste vraie lorsque a = 1: d'unepart (1 +1+ 12+ 13+ 1%+ 1%)(1 — 1) = 0 et d’autre
part:1—1°=1—-1=0.
I suffit ensuite, sans autre explication sur la copie, de justifier I'égalité (x) par développement.

1—a
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