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1h   Calculatrice interdite    Total sur 20 points 

 

 

Camille JORDAN 
 
(1838−1922) 

 
 
Mathématicien français, 
est à l’origine d’une méthode qui simplifie 
considérablement l’étude des matrices 
carrées. 
 

 

 
Exercice 1 [10 points]     

On considère la matrice à coefficients réels 𝐴 = ൭
1 1 0
0 1 1
0 0 1

൱, 𝐼 désigne la matrice identité 

d’ordre 3, et on pose 𝐵 = ൭
0 1 0
0 0 1
0 0 0

൱. 

 

1. Calculer 𝐴ଶ puis vérifier que : 𝐴ସ = ൭
1 4 6
0 1 4
0 0 1

൱. 

2. Vérifier que 𝐵ଷ = ൭
0 0 0
0 0 0
0 0 0

൱. 

 

3. On admet que : 

∀𝑛 ∈ ℕ, (𝐵 + 𝐼)௡ = ෍ ቀ
𝑛
𝑘

ቁ 𝐵௞

௡

௞ୀ଴

 

En déduire que, pour tout entier naturel 𝑛 ∈ ℕ : 

(𝐵 + 𝐼)௡ = 𝐼 + 𝑛𝐵 +
𝑛(𝑛 − 1)

2
𝐵ଶ 

 

4. Déterminer la forme explicite de 𝐴௡. 
 
Exercice 2 [10 points]    

On considère les matrices carrées à coefficients réels : 𝐴 = ቀ
3 1
4 0

ቁ  et 𝑃 = ቀ
1 1
1 −4

ቁ. 
 

1. Montrer que 𝑃 est inversible et déterminer son inverse. 
 

2. Calculer : 𝐷 = 𝑃ିଵ𝐴𝑃. 
 

3. Démontrer par récurrence que : ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐴௡ = 𝑃𝐷௡𝑃ିଵ. 
 

4. Donner la forme explicite de 𝐴௡. 
 

5. Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, on note 𝑠௡ la somme des coefficients de 𝐴௡. 
 

a. Vérifier que 𝑠଴ = 2ଵ et 𝑠ଵ = 2ଷ. 
 

b. L’affirmation suivante est-elle exacte : « ∀𝑛 ∈ ℕ, ∃𝑘௡ ∈ ℕ tel que : 𝑠௡ = 2௞೙  » ?   
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Corrigé 
Exercice 1   
 

𝐴 = ൭
1 1 0
0 1 1
0 0 1

൱, 𝐼 est la matrice identité d’ordre 3, 𝐵 = ൭
0 1 0
0 0 1
0 0 0

൱. 

 

1. Calculer 𝑨𝟐 puis vérifier que : 𝑨𝟒 = ൭
𝟏 𝟒 𝟔
𝟎 𝟏 𝟒
𝟎 𝟎 𝟏

൱. 

[Non rédigé]     𝑨² = ൭
𝟏 𝟐 𝟏
𝟎 𝟏 𝟐
𝟎 𝟎 𝟏

൱ puis : 𝑨𝟒 = 𝐴ଶ × 𝐴ଶ = ൭
𝟏 𝟒 𝟔
𝟎 𝟏 𝟒
𝟎 𝟎 𝟏

൱ 

2. Vérifier que 𝑩𝟑 = ൭
𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎

൱. 

[Non rédigé]  𝑩𝟐 = ൭
𝟎 𝟎 𝟏
𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎

൱  puis 𝑩𝟑 = 𝐵 × 𝐵² = ൭
𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎

൱ 

3. On admet que : 

 ∀𝒏 ∈ ℕ, (𝑩 + 𝑰)𝒏 = ෍ ቀ
𝒏
𝒌

ቁ 𝑩𝒌

𝒏

𝒌ୀ𝟎

 

En déduire que, pour tout entier naturel 𝒏 ∈ ℕ, on a : (𝑩 + 𝑰)𝒏 = 𝑰 + 𝒏𝑩 + 
𝒏(𝒏ି𝟏)

𝟐
 𝑩𝟐 

 

Montrons que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ :  

 (𝐵 + 𝐼)௡ = 𝐼 + 𝑛𝐵 +
𝑛(𝑛 − 1)

2
𝐵ଶ (∗) 

 

Procédons par disjonction de cas suivant que 𝑛 ⩾ 3 ou bien 𝑛 ∈ {0; 1; 2}. 
 

1er cas : 𝒏 ⩾ 𝟑  
La formule du binôme de Newton donne : 

(𝐵 + 𝐼)௡ = ෍ ቀ
𝑛
𝑘

ቁ 𝐵௞

௡

௞ୀ଴

= ቀ
𝑛
0

ቁ 𝐵଴ + ቀ
𝑛
1

ቁ 𝐵ଵ + ቀ
𝑛
2

ቁ 𝐵ଶ + ෍ ቀ
𝑛
𝑘

ቁ 𝐵௞

௡

௞ୀଷ

 (∗) 

Or, on a : 

 

• ቀ
𝑛
0

ቁ 𝐵଴ = 1 × 𝐼 = 𝐼 
  

• ቀ
𝑛
1

ቁ 𝐵ଵ =
𝑛!

1! (𝑛 − 1)!
𝐵 =

𝑛 × (𝑛 − 1)!

1 × (𝑛 − 1)!
𝐵 = 𝑛𝐵 

  

• ቀ
𝑛
2

ቁ 𝐵ଶ =
𝑛!

2! (𝑛 − 2)!
𝐵² =

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)!

2 × 1 × (𝑛 − 2)!
𝐵² =

𝑛(𝑛 − 1)

2
𝐵² 

 
  
• si 𝑘 ⩾ 3, alors 𝐵௞ = 𝐵ଷା௞ିଷ = 𝐵ଷ𝐵௞ିଷ = 0ଷ𝐵௞ିଷ = 0ଷ 
 

donc (∗) s’écrit : 

(𝐵 + 𝐼)௡ = 𝐼 + 𝑛𝐵 +
𝑛(𝑛 − 1)

2
𝐵ଶ + ෍ ቀ

𝑛
𝑘

ቁ 0ଷ

௡

௞ୀଷ

= 𝐼 + 𝑛𝐵 +
𝑛(𝑛 − 1)

2
𝐵ଶ 

On a donc bien : ∀𝑛 ∈ ℕ tel que 𝑛 ⩾ 3 : 

(𝑩 + 𝑰)𝒏 = 𝑰 + 𝒏𝑩 +
𝒏(𝒏 − 𝟏)

𝟐
𝑩𝟐 

2e  cas : 𝒏 ∈ {𝟎; 𝟏; 𝟐}  

• pour 𝑛 = 0, d’une part (𝐵 + 𝐼)଴ = 𝐼 et d’autre part 𝐼 + 0𝐵 + 
଴(଴ିଵ)

ଶ
 𝐵² = 𝐼 + 0ଷ + 0ଷ = 𝐼 

    donc (∗) est vérifiée 
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• pour 𝑛 = 1, d’une part, (𝐵 + 𝐼)ଵ = 𝐵 + 𝐼 et d’autre part : 𝐼 + 1𝐵 + 
ଵ(ଵିଵ)

ଶ
 𝐵² = 𝐼 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐼  

   donc (∗) est vérifiée 
 

• pour 𝑛 = 2, d’une part : (𝐵 + 𝐼)ଶ = 𝐵² + 2𝐵𝐼 + 𝐼² = 𝐵² + 2𝐵 + 𝐼 et d’autre part :  

   𝐼 + 2𝐵 + 
ଶ(ଶିଵ)

ଶ
 𝐵² = 𝐼 + 2𝐵 + 𝐵² = 𝐵² + 2𝐵 + 𝐼 donc (∗) est vérifiée. 

 
On a donc bien : ∀𝑛 ∈ ℕ tel que 𝑛 ∈ {0; 1; 2} : 

(𝑩 + 𝑰)𝒏 = 𝑰 + 𝒏𝑩 +
𝒏(𝒏 − 𝟏)

𝟐
𝑩𝟐 

 

Conclusion :  

∀𝒏 ∈ ℕ, (𝑩 + 𝑰)𝒏 = 𝑰 + 𝒏𝑩 +
𝒏(𝒏 − 𝟏)

𝟐
𝑩𝟐 

 

Le fait que la question soit très guidée permet aussi d’effectuer une démonstration par récurrence.  
 

4. Déterminer la forme explicite de 𝑨𝒏. 

Remarquons que : 

𝐵 + 𝐼 = ൭
0 1 0
0 0 1
0 0 0

൱ + ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ = ൭
1 1 0
0 1 1
0 0 1

൱ = 𝐴 

donc, pour tout 𝑛 ∈ ℕ : 

𝐴௡ = (𝐵 + 𝐼)௡ = 𝐼 + 𝑛𝐵 +
𝑛(𝑛 − 1)

2
𝐵² = ൭

1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ + 𝑛 ൭
0 1 0
0 0 1
0 0 0

൱ +
𝑛(𝑛 − 1)

2
൭

0 0 1
0 0 0
0 0 0

൱ 

  

       = ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ + ൭
0 𝑛 0
0 0 𝑛
0 0 0

൱ + ൮
0 0

𝑛(𝑛 − 1)

2
0 0 0
0 0 0

൲ = ൮
1 𝑛

𝑛(𝑛 − 1)

2
0 1 𝑛
0 0 1

൲ 

Résumons : 

∀𝒏 ∈ ℕ, 𝑨𝒏 = ൮
𝟏 𝒏

𝒏(𝒏 − 𝟏)

𝟐
𝟎 𝟏 𝒏
𝟎 𝟎 𝟏

൲  

Pour 𝑛 = 4, on obtient : 

𝐴ସ = ൮
1 4

4(4 − 1)

2
0 1 4
0 0 1

൲ = ൭
1 4 6
0 1 4
0 0 1

൱ 

 
ce qui est en accord avec l’indication sur 𝐴ସ donnée à la question 1. 
 

Exercice 2   

𝐴 = ቀ
3 1
4 0

ቁ , 𝑃 = ቀ
1 1
1 −4

ቁ 
 

1. Montrer que 𝑷 est inversible et déterminer son inverse. 
 

det(𝑃) = ቚ
1 1
1 −4

ቚ = 1 × (−4) − 1 × 1 = −4 − 1 = −5 
 

det(𝑃) ≠ 0 donc 𝑃 est inversible. Posons 𝐵 = ቀ
−4 −1
−1 1

ቁ, on a : 

𝑷ି𝟏 =
1

det(𝑃)
𝐵 =

1

−5
ቀ

−4 −1
−1 1

ቁ =
1

5
ቀ

4 1
1 −1

ቁ = ൮

𝟒

𝟓

𝟏

𝟓
𝟏

𝟓
−

𝟏

𝟓

൲ 
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2. Vérifier que 𝑫 = 𝑷ି𝟏𝑨𝑷  est une matrice diagonale. 
 

𝐴𝑃 = ቀ
3 1
4 0

ቁ ቀ
1 1
1 −4

ቁ = ቀ
3 + 1 3 − 4
4 + 0 4 − 0

ቁ = ቀ
4 −1
4 4

ቁ 
  

𝑃ିଵ𝐴𝑃 = ൮

4

5

1

5
1

5
−

1

5

൲ ቀ
4 −1
4 4

ቁ = ൮

16

5
+

4

5
−

4

5
+

4

5
4

5
−

4

5
−

1

5
−

4

5

൲ = ൮

20

5
0

0 −
5

5

൲ = ቀ
4 0
0 −1

ቁ 

  
On a donc : 𝑫 = 𝑷ି𝟏𝑨𝑷 = ቀ

𝟒 𝟎
𝟎 −𝟏

ቁ, et c’est bien une matrice diagonale. 
 

3. Démontrer par récurrence que : ∀𝒏 ∈ ℕ, 𝑨𝒏 = 𝑷𝑫𝒏𝑷ି𝟏. 
 

Pour tout 𝑛 ∈ ℕ on considère la proposition : « 𝐴௡ = 𝑃𝐷௡𝑃ିଵ » . 
 

• initialisation 
D’une part 𝐴଴ = 𝐼ଶ et d’autre part 𝑃𝐷଴𝑃ିଵ = 𝑃𝐼ଶ𝑃ିଵ = 𝑃𝑃ିଵ = 𝐼ଶ donc 𝐴଴ = 𝑃𝐷଴𝑃ିଵ, 𝑃଴ est vraie. 
 

• hérédité 
Soit 𝑘 ∈ ℕ tel que 𝑃௞ est vraie : 𝐴௞ = 𝑃𝐷௞𝑃ିଵ et montrons que 𝑃௞ାଵ est vraie. 
On a : 𝐴௞ାଵ = 𝐴𝐴௞ = 𝐴𝑃𝐷௞𝑃ିଵ, or 𝐷 = 𝑃ିଵ𝐴𝑃 donc 𝑃𝐷 = 𝐴𝑃 puis 𝑃𝐷𝑃ିଵ = 𝐴 donc : 
𝐴𝑃𝐷௞𝑃ିଵ = 𝑃𝐷𝑃ିଵ𝑃𝐷௞𝑃ିଵ = 𝑃𝐷𝐼ଶ𝐷௞𝑃ିଵ = 𝑃𝐷𝐷௞𝑃ିଵ = 𝑃𝐷௞ାଵ𝑃ିଵ. 
On a : 𝐴௞ାଵ = 𝑃𝐷௞ାଵ𝑃ିଵ donc 𝑃௞ାଵ est vraie. 
 

Conclusion : 
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que :∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑃௡ est vraie, 
autrement dit : ∀𝒏 ∈ ℕ, 𝑨𝒏 = 𝑷𝑫𝒏𝑷ି𝟏.  
 

4. En déduire l’écriture explicite de 𝑨𝒏. 
Soit 𝑛 ∈ ℕ, on a : 

𝐴௡ = 𝑃𝐷௡𝑃ିଵ = ቀ
1 1
1 −4

ቁ ቀ
4 0
0 −1

ቁ
௡

൮

4

5

1

5
1

5
−

1

5

൲ = ቀ
1 1
1 −4

ቁ ൬
4௡ 0
0 (−1)௡൰ ൮

4

5

1

5
1

5
−

1

5

൲ 

       = ቀ
1 1
1 −4

ቁ ൮

4௡ାଵ

5

4௡

5
(−1)௡

5
−

(−1)௡

5

൲ =

⎝

⎛

4௡ାଵ + (−1)௡

5

4௡ − (−1)௡

5
4௡ାଵ − 4(−1)௡

5

4௡ + 4(−1)௡

5 ⎠

⎞ 

Conclusion : 

∀𝒏 ∈ ℕ, 𝑨𝒏 =

⎝

⎛

𝟒𝒏ା𝟏 + (−𝟏)𝒏

𝟓

𝟒𝒏 − (−𝟏)𝒏

𝟓
𝟒𝒏ା𝟏 − 𝟒(−𝟏)𝒏

𝟓

𝟒𝒏 + 𝟒(−𝟏)𝒏

𝟓 ⎠

⎞ 

 

5. Pour tout 𝒏 ∈ ℕ, on note 𝒔𝒏 la somme des coefficients de 𝑨𝒏. 
 

a. Vérifier que 𝑠଴ = 2ଵ et 𝑠ଵ = 2ଷ. 
 

     𝐴଴ = 𝐼ଶ = ቀ
1 0
0 1

ቁ donc 𝑠଴ = 1 + 0 + 0 + 1 = 2 = 2ଵ, on a bien : 𝒔𝟎 = 𝟐𝟏. 

     𝐴ଵ = 𝐴 = ቀ
3 1
4 0

ቁ donc 𝑠ଵ = 3 + 1 + 4 + 0 = 8 = 2ଷ, on a bien : 𝒔𝟏 = 𝟐𝟑. 
 

b. Démontrer que, pour tout 𝒏 ∈ ℕ il existe 𝒌𝒏 ∈ ℕ tel que : 𝒔𝒏 = 𝟐𝒌𝒏. 
     Soit 𝑛 ∈ ℕ, on a :  

𝐴௡ =

⎝

⎛

4௡ାଵ + (−1)௡

5

4௡ − (−1)௡

5
4௡ାଵ − 4(−1)௡

5

4௡ + 4(−1)௡

5 ⎠

⎞ 
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   donc 

𝑠௡ =
4௡ାଵ + (−1)௡

5
+

4௡ − (−1)௡

5
+

4௡ାଵ − 4(−1)௡

5
+

4௡ + 4(−1)௡

5
 

      =
4௡ାଵ + (−1)௡ + 4௡ − (−1)௡ + 4௡ାଵ − 4(−1)௡ + 4௡ + 4(−1)௡

5
=

2 × 4௡ାଵ + 2 × 4௡

5
 

      =
2 × 4௡(4ଵ + 1)

5
=

2 × (2ଶ)௡ × 5

5
= 2 × 2ଶ௡ = 2ଶ௡ାଵ 

 

On a donc : 𝑠௡ = 2ଶ௡ାଵ = 2௞೙  avec 𝑘௡ = 2𝑛 + 1 ∈ ℕ. 
 

Conclusion : ∀𝒏 ∈ ℕ, il existe 𝒌𝒏 ∈ ℕ tel que 𝒔𝒏 = 𝟐𝒌𝒏, à savoir 𝒌𝒏 = 𝟐𝒏 + 𝟏. 
 
 


