Maths XP  Contréle n°5 Mardi 19/05/2026 Thiaude P.
1h Calculatrice interdite  Total sur 20 points

Camille JORDAN

(1838—1922) Mathématicien francais,
est a I'origine d’'une méthode qui simplifie
considérablement I’étude des matrices

carrées.
Exercice 1 [10 points]
1 1 0
On considere la matrice a coefficientsréelsA =10 1 1 |, I désigne la matrice identité
0O 0 1

0 1 0
d’ordre 3, et on pose B = (0 0 1).
0 0 O

1 4 6
1. Calculer A% puis vérifierque: A*={0 1 4.
0 0 O
2. Vérifierque B3 =(0 0 0|

0 0 O
3. Onadmet que:

n
VneN,(B+ " = Z (Z)B"
k=0
En déduire que, pour tout entier naturel n € N :
n(n—1)
(B+ D" =I+nB+TBZ

4. Déterminer la forme explicite de A™.

Exercice 2 [10 points]

On considere les matrices carrées a coefficients réels : 4 = (i (1)) etP = G _14)

Montrer que P est inversible et déterminer son inverse.
Calculer: D = P~ 1AP.
Démontrer par récurrence que : Vn € N, A" = PD"P~1,

Donner la forme explicite de A™.

i & W DNPR

Pour tout n € N, on note s,, la somme des coefficients de A™.
a. Vérifier que s, = 2l et s; = 23.

b. L’affirmation suivante est-elle exacte : « Yn € N, 3k, € N tel que : s,, = 2n » ?

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.



Corrigé

Exercice 1
1 1 0 01 0
A=<0 1 1>,Iestlamatriceidentitéd'ordre3,B=(O 0 1).
0 0 1 0 0 O
1 4 6
1. Calculer A? puis vérifierque: A*=(0 1 4.
0 0 1
1 2 1 1 4 6
[Non rédigé] A’=(0 1 2|puis:A*=4%2x4%*=(0 1 4
0 0 1 0 0 1
0 0 O
2. VérifierqueB3=(O 0 0).
0 0 O
0 0 1 0 0 O
[Non rédigé] B=|0 0 0] puisB3=BxB*=|0 0 0
0 0 O 0 0 O
3. Onadmet que:
n
VnEN,(B+I)"=Z(Z)B"
k=0
- . . n(n_l) 2
En déduire que, pour tout entier natureln € N,ona: (B+ " =1+ nB + B

Montrons que, pour toutn € N :

(B+1)"=1+nza+@32 ()

Procédons par disjonction de cas suivant que n > 3 ou bienn € {0; 1; 2}.

1*cas:n >3

La formule du bindbme de Newton donne :
n

@7 = (= () () () ) () o

k=0 k=3
Or,ona:
-(8)B°=1x1=1
ny g n! nx(m-1!
'(1)B oD T Ixmon 2=
n B n! , nn-1)n-2) . nn-1) ,
'(2)32_2!(71—2)! S Ixixm_p 2 =37 B

esik > 3,alors BX = B3*k=3 = B3pk=3 = 0,B*"3 = 0,

donc (*) s’écrit :
n

nn-—1) n nn—1)
n _— 2 — 2
(B+D"=1+nB+—— B+k23(k)o3 I+nB +———B
Onadoncbien:Vn € Ntelquen > 3:
nn—-1) ,
B+D"*"=1+nB+———B

2
2° cas:n€{0;:1;2}

0(0-1)

e pourn =0, d’une part (B +1)° = et d’autre part I + 0B +

donc () est vérifiée

BZ=I+03+03=I
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) 1 ) 1a-1) o,
e pourn =1, dune part, (B +1) =B+Ietdautrepart:l+1B+TB =]/+B=B+1

donc (*) est vérifiée

epourn = 2,d'unepart: (B+1)2 =B*+ 2Bl + I* = B>+ 2B + I et d’autre part :

2(2-1
1+ 2B +%B2 =1+ 2B + B> = B> + 2B + I donc (*) est vérifiée.

On adonc bien:vVn € N tel quen € {0; 1; 2} :
nn—-1) B2

(B+D"=I+nB+——

Conclusion :
nn-1) ,
— B

Le fait que la question soit tres guidée permet aussi d’effectuer une démonstration par récurrence.

vneN,(B+D"=I1+nB+

4. Déterminer la forme explicite de A™.

Remarquons que :
0 1 0 1 0 0 1 1 0
B+I=<O 0 1>+(0 1 O)=(0 1 1)=A
0 0 O 0 0 1 0 0 1

donc, pour toutn € N :

n(n—1) , 1 0 O 0 1 0 nn—1) 0 0 1
A'=B+DN)"=1+nB+———B“=(0 1 0]+n|o0 1]|+———(0 0 O

0
2 0 0 1 0 0 O 2 0 0 O
100 /0 n 0 [0 o # 1 n @
=0 1 0)+{0 O + =
001 \o o o \00O 0 0 1 n
0 0 0 0 0 1
Résumons :
nn-1
1 n ( )
vn € N, A" = 2
0 1 n
00 1
Pourn = 4, on obtient :
1 4 4(47_1) 1 4 6
A% = =
01 (8 0 1‘)
0 O 1

ce qui est en accord avec I'indication sur A* donnée a la question 1.

Exercice 2
(3 1 (1 1
A= (4 0)’P _(1 —4)
1. Montrer que P est inversible et déterminer son inverse.

det(P)zﬁ _14|=1><(—4)—1><1=—4—1=—5

det(P) # 0 donc P est inversible. Posons B = (:411 _11), ona:
4 1
1 L -4 -1y _1m 1 5 5
-1 = — = — =
P _det(P)B —5(—1 1 ) 5(1 —1) 1 1
5 5
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2. Veérifier que D = P~1AP est une matrice diagonale.

ap=( )G 2)=Gio i20=G )
¢ 1 l,4 4,4 /20
prap=|0 %G =1: 2 1 i)=Y s)=G D)
5 73 575 T35S 0 -3

4
0

3. Démontrer par récurrence que : Vn € N, A" = PD"P~1,

Onadonc:D = P71AP = ( _01), et c’est bien une matrice diagonale.

Pour tout n € N on considére la proposition : « A" = PD"P~1 » .

e initialisation

D’une part A° = I, et d’autre part PD°P~1 = PI,P~1 = PP~ = [, donc A = PD°P™1, P, est vraie.
e hérédité

Soit k € N tel que Py est vraie : A¥ = PD¥P~1 et montrons que Py, est vraie.

Ona:A¥*! = A4k = APD*P~?, or D = P7YAP donc PD = AP puis PDP™* = A donc:

APD¥P~' = pDP~'PD*P~' = PDI,D*P~' = PDD*P~! = pD**1p~1,

Ona:A¥*1 = pp**1p=1 donc P, est vraie.

Conclusion :

Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que :Vn € N, P, est vraie,
autrement dit : Vn € N, A" = PD"P~1,

4. En déduire I'écriture explicite de A™.
Soitn € N,ona:

41 4 1
) L1 4 0\ g g /1 1 (4” 0 ) E g
Am = ppnp-l = (1 _4) (0 _1) 117 (1 —4) 0 (b¥/\1 _1
5 5 >
gt g 4 (-0 47— (-D)" \
~(t 1y 5 |- > >
1 - cor Cn A —4(-D)" 4" 4 4(—1)”/
5 5 5 5

Conclusion :
4_n+1 + (_1)11 4n — (_1)11

5 5
vn €N, A" =
" 41— 4(—1)" 4" 4 4(-1)"
5 5

5. Pourtoutn € N, on note s,, la somme des coefficients de A™.

a. Vérifier que s, = 21 et s; = 23.

A°=Iz=((1) (1))d0ncso=1+0+0+1=2=21,onabien:So=21-
Al:A:(i é)doncsl=3+1+4+0=8=23,onabien:s1=23.

b. Démontrer que, pour tout n € N il existe k,, € Ntelque:s, = 2kn,
Soitn € N,ona:

4n+1 + (_1)71 4_71 _ (_1)71 \

e 5 5
AW 4(—1)" 4"+ 4(—1)"/
5 5
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donc

AL (—DM AN — (—DM AL 4 (1) 47 4 4(—1)"
- s f 5
A (D AT (D) AT (=D AT+ AR 2 X A 42 X 4T

Sn

5 5
_2x4M4M+1)  2x (28" x5 on  comid
= z = z =2X2"=2

Onadonc:s, = 22" = 2kn gveck,, = 2n+ 1 € N.

Conclusion : Vn € N, il existe k,, € N tel que s,, = 2*», 3 savoir k,, = 2n + 1.
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