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Exercice 1  [4 pts] Démontrer que : ∀𝑛 ∈ ℕ, 7|23௡ − 9௡ + 133. 
 
Exercice 2 [4 pts] Déterminer le reste de la division euclidienne de 8ଵ଻ଷ par 5. 
 
Exercice 3 [4 pts]  
1. Montrer que 6 n’a pas d’inverse modulo 8. 
2. Soient 𝑎 ∈ ℤ, 𝑚 ∈ ℕ∗ tels qu’il existe 𝑑 ∈ ℤ ∖ {−1; 1} vérifiant : 𝑑|𝑎 et 𝑑|𝑚. 

Montrer que 𝑎 n’a pas d’inverse modulo 𝑚.  
 

Exercice 4 [4 pts]  
Les questions 1. et 2. sont indépendantes. 
1. Quel est le chiffre des unités de 3ଶ଴ଶହ ? 
2. Montrer que 3ଵ଴ ≡ 49 [100] puis déterminer les deux derniers chiffres de 

3ଶ଴ଶହ. 
 

Exercice 5 [4 pts]  
Les questions 1. et 2. sont indépendantes. 
 

Soient 𝑎, 𝑏 et 𝑐 trois entiers relatifs tels que : 𝑎² + 𝑏² = 𝑐². 
 

1. Dans cette question on se propose de démontrer que : 𝟑|𝒂𝒃𝒄. 
a.  Montrer que, pour tout 𝑥 ∈ ℤ,  𝑥ଶ ≡ 0 𝑜𝑢 1 [3]. 
b.  Montrer que : si 𝑎 ≡ 0 [3] ou 𝑏 ≡ 0 [3], alors : 3|𝑎𝑏𝑐. 
c.  On suppose que : 𝑎 ≢ 0 [3] et 𝑏 ≢ 0 [3], justifier que 𝑎² + 𝑏² ≡ 2 [3] 
  puis établir une contradiction. 
d.  Justifier que : 3|𝑎𝑏𝑐. 
 

2. Etude de la divisibilité de 𝒂𝒃𝒄 par 𝟓 dans un cas particulier. 
Dans cette question, 𝑛 est un entier relatif. 
a. Vérifier que : (𝑛ଶ − 1)ଶ + (2𝑛)ଶ = (𝑛ଶ + 1)ଶ. 
b. On pose : 𝑎 = 𝑛² − 1, 𝑏 = 2𝑛 et 𝑐 = 𝑛² + 1 ; a-t-on : 5|𝑎𝑏𝑐 ? 
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Corrigé 
Exercice 1   Démontrer que : ∀𝑛 ∈ ℕ, 7|23௡ − 9௡ + 133. 

Soit 𝑛 ∈ ℕ. 
Raisonnons modulo 7 :  
23 ≡ 23 − 3 × 7 ≡ 23 − 21 ≡ 2 [7]  
9 ≡ 9 − 1 × 7 ≡ 2 [7]   
133 ≡ 133 − 20 × 7 ≡ 133 − 140 ≡ −7 ≡ −7 + 1 × 7 ≡ 0 [7]   
On en déduit que : 
23௡ − 9௡ + 133 ≡ 2௡ − 2௡ + 0 ≡ 0 [11]  
On a : 23௡ − 9௡ + 133 ≡ 0 [7], donc : 7|23௡ − 9௡ + 133. 

Conclusion :  ∀𝒏 ∈ ℕ, 𝟏𝟕|𝟐𝟑𝒏 − 𝟗𝒏 + 𝟏𝟑𝟑. 
 

Autre rédaction dite « accélérée » 
Soit 𝑛 ∈ ℕ, on a : 

23௡ − 9௡ + 133 ≡ (23 − 3 × 7)௡ − (9 − 7)௡ + 133 − 19 × 7 ≡ 2௡ − 2௡ + 0 ≡ 0 [7] 
On a : 23௡ − 9௡ + 133 ≡ 0 [7], autrement dit : 7|23௡ − 9௡ + 133. 
Conclusion : ∀𝒏 ∈ ℕ, 𝟏𝟕|𝟐𝟑𝒏 − 𝟗𝒏 + 𝟏𝟑𝟑. 
 

Exercice 2  Déterminer le reste de la division euclidienne de 𝟖𝟏𝟕𝟑 par 𝟓 
8ଵ = 8 ≡ 3 [5] 
8ଶ ≡ 3ଶ ≡ 9 ≡ 4 [5] 
8ଷ = 8 × 8ଶ ≡ 3 × 4 ≡ 12 ≡ 2 [5] 
8ସ = (8ଶ)ଶ ≡ 4ଶ ≡ 16 ≡ 1[5] 
Posons la division euclidienne de 173 par 4 : 
 

1 7 3  4 
−1 6   4 3 

 1 3   
 −1 2   
  1   

  

Il en résulte que : 𝟏𝟕𝟑 = 𝟒𝟑 × 𝟒 + 𝟏. On a :  
8ଵ଻ଷ = 8ସଷ×ସାଵ = 8ସଷ×ସ × 8ଵ = (8ସ)ସଷ × 8 ≡ 1ସଷ × 8 ≡ 1 × 8 ≡ 8 ≡ 3 [5]  
8ଵ଻ଷ ≡ 3 [5] avec 0 ⩽ 3 < 5 
Le reste de la division euclidienne de 𝟖𝟏𝟕𝟑 par 𝟓 est : 𝟑. 
 

Exercice 3  
1. Montrer que 𝟔 n’a pas d’inverse modulo 𝟖. 

Montrons qu’il n’existe pas 𝑛 ∈ ℤ tel que : 6𝑛 ≡ 1 [8]. 
 

Tableau de congruence modulo 8 : 
 

𝑛 ≡ 0 1 2 3 4 5 6 7 
6𝑛 ≡ 0 

≢ 1 
6 
≢ 1 

12 
≡ 4 
≢ 1 

18 
≡ 2 
≢ 1 

 

24 
≡ 0 
≢ 1 

30 
≡ 6 
≢ 1 

36 
≡ 4 
≢ 1 

42 
≡ 2 
≢ 1 

  
Par disjonction de cas : ∀𝑛 ∈ ℤ, 6𝑛 ≢ 1 [8] donc 𝟔 n’a pas d’inverse modulo 𝟖. 
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2. Soient 𝒂 ∈ ℤ et 𝒎 ∈ ℕ∗ tels qu’il existe 𝒅 ∈ ℤ ∖ {−𝟏; 𝟏} tel que : 𝒅|𝒂 et 𝒅|𝒎. 
Montrer que 𝒂 n’a pas d’inverse modulo 𝒎.  
 

Supposons qu’il existe 𝑏 ∈ ℤ vérifiant : 𝑎𝑏 ≡ 1 [𝑚], c’est-à-dire tel qu’il existe 𝑘 ∈ ℤ 
vérifiant : 𝑎𝑏 = 1 + 𝑘𝑚, qui s’écrit aussi : 𝑎𝑏 − 𝑘𝑚 = 1. 
On a 𝑑|𝑎 et 𝑑|𝑚 donc 𝑑 divise toute combinaison linéaire de 𝑎 et 𝑚, en particulier : 
𝑑|𝑎𝑏 − 𝑘𝑚, c’est-à-dire : 𝑑|1. Or les seuls diviseurs de 1 sont −1 et 1, donc 𝑑 = −1 ou 
𝑑 = 1 ce qui est en contradiction avec l’hypothèse 𝑑 ∈ ℤ ∖ {−1; 1}, il faut donc rejeter 
la supposition d’existence de 𝑏 ∈ ℤ vérifiant 𝑎𝑏 ≡ 1 [𝑚]autrement dit 𝑎 n’est pas 
inversible modulo 𝑚. 
 

Conclusion : 𝒂 n’a pas d’inverse modulo 𝒎. 
 

Exercice 4 Quel est le chiffre des unités de 𝟑𝟐𝟎𝟐𝟓 ? 
1. Raisonnons modulo 𝟏𝟎. 

3ଵ ≡ 3  [10] 
3ଶ = 9 ≡ 9 − 10 ≡ −1  [10] 
On a : 
3ଶ଴ଶହ = 3ଶ×ଵ଴ଵଶାଵ = 3ଶ×ଵ଴ଵଶ × 3ଵ = (3ଶ)ଵ଴ଵଶ × 3 ≡ (−1)ଵ଴ଵଶ × 3 ≡ 1 × 3 = 3 [10] 

3ଶ଴ଶହ ≡ 3 [10] avec 0 ⩽ 3 < 10 donc le reste modulo 10 de 3ଶ଴ଶହ est 3 autrement dit 
le chiffre des unités de 3ଶ଴ଶହ est 3. 
 

2. Montrer que 𝟑𝟏𝟎 ≡ 𝟒𝟗 [𝟏𝟎𝟎] puis déterminer les deux derniers chiffres de 𝟑𝟐𝟎𝟐𝟓. 
3ଵ ≡ 3 [100] 
3ଶ ≡ 3ଶ ≡ 9 [100] 
3ହ = 3 × 3ଶ × 3ଶ ≡ 3 × 9 × 9 ≡ 3 × 81 ≡ 243 ≡ 43 [100] 
3ଵ଴ = (3ହ)ଶ ≡ 43ଶ ≡ 1849 ≡ 1849 − 18 × 100 ≡ 1849 − 1800 ≡ 49 [100] 
On a donc bien :  3ଵ଴ ≡ 49 [100]. 
On a : 3ଶ଴ = (3ଵ଴)ଶ ≡ 49ଶ ≡ 2401 ≡ 2401 − 24 × 100 ≡ 1 [100] 
On a : 3ଶ଴ଶହ = 3ଶ଴×ଵ଴ଵାହ = 3ଶ଴×ଵ଴ଵ × 3ହ = (3ଶ଴)ଵ଴ଵ × 3ହ ≡ 1 × 43 ≡ 43 [100] 
3ଶ଴ଶହ ≡ 43 [100] avec 0 ⩽ 43 < 100 donc le reste modulo 100  de 3ଶ଴ଶହ est 43 
autrement dit : les deux derniers chiffres de 𝟑𝟐𝟎𝟐𝟓 sont 𝟒 puis 𝟑.  

 

Exercice 5 
Soient 𝑎, 𝑏 et 𝑐 trois entiers relatifs tels que : 𝑎² + 𝑏² = 𝑐². 
 

1. Dans cette question on se propose de démontrer que : 𝟑|𝒂𝒃𝒄. 
a.  Montrer que, pour tout 𝒙 ∈ ℤ,  𝒙𝟐 ≡ 𝟎 𝒐𝒖 𝟏 [𝟑]. 
 

  Tableau de congruence modulo 3 
 

𝑥 ≡ 0 1 2 
𝑥² ≡ 0² 

≡ 0 
1² 
≡ 1 

2² 
≡ 4 
≡ 1 

  

Par disjonction de cas, la dernière ligne montre que : ∀𝒙 ∈ ℤ,  𝒙𝟐 ≡ 𝟎 𝒐𝒖 𝟏 [𝟑]. 
 

b. Montrer que : si 𝒂 ≡ 𝟎 [𝟑] ou 𝒃 ≡ 𝟎 [𝟑], alors : 𝟑|𝒂𝒃𝒄. 
Supposons que 𝑎 ≡ 0 [3] ou 𝑏 ≡ 0 [3] 
− si 𝑎 ≡ 0 [3], alors 3|𝑎 donc 3|𝑎𝑏𝑐 
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− si 𝑏 ≡ 0 [3], alors 3|𝑏 donc 3|𝑎𝑏𝑐. 
Dans tous les cas on a bien : 𝟑|𝒂𝒃𝒄. 
  

c. On suppose que : 𝒂 ≢ 𝟎 [𝟑] et 𝒃 ≢ 𝟎 [𝟑], justifier que 𝒂² + 𝒃² ≡ 𝟐 [𝟑] puis 
établir une contradiction. 
On suppose 𝑎 ≢ 0[3] et 𝑏 ≠ 0 [3] : 
𝑎 ≢ 0 [3] revient à dire : 𝑎 ≡ 1 𝑜𝑢 2 [3], donc d’après 1. cela revient à dire 
𝑎² ≡ 1 [3],  
𝑏 ≢ 0 [3] revient à dire : 𝑏 ≡ 1 𝑜𝑢 2 [3], donc d’après 1. cela revient à dire 
𝑏² ≡ 1 [3] Il vient alors : 𝑎² + 𝑏² ≡ 1 + 1 ≡ 2 [3].  
Or, 𝑎² + 𝑏² = 𝑐², donc : 𝑐² ≡ 2 [3] ce qui est en contradiction avec 1. : un carré est 
congru à 0 ou 1 modulo 3, jamais à 2. 
Supposer 𝑎 ≢ 0 [3] et 𝑏 ≢ 0 [3] amène donc une contradiction. 
 

d. Justifier que : 𝟑|𝒂𝒃𝒄. 
Remarquons que, d’après la question c., il est impossible d’avoir simultanément  
𝑎 ≢ 0 [3] et 𝑏 ≢ 0 [3] donc : 𝑎 ≡ 0 [3] ou 𝑏 ≡ 0 [3], puis d’après b. on en 
déduit que : 𝟑|𝒂𝒃𝒄. 

 

2. Etude de la divisibilité par 𝟓 de 𝒂𝒃𝒄 dans un cas particulier. 
Dans cette question, 𝑛 est un entiers relatifs. 
 

a.  Vérifier que : (𝒏𝟐 − 𝟏)𝟐 + (𝟐𝒏)𝟐 = (𝒏𝟐 + 𝟏)𝟐. 
  On a : 

(𝑛ଶ − 1)ଶ + (2𝑛)² = (𝑛ଶ)ଶ − 2(𝑛ଶ)(1) + (1)ଶ + 4𝑛² = 𝑛ସ − 2𝑛ଶ + 4𝑛ଶ + 1 
= 𝑛ସ + 2𝑛² + 1 = (𝑛ଶ)ଶ + 2(𝑛ଶ)(1) + (1)² = (𝑛ଶ + 1)ଶ 

 

  On a donc bien : (𝑛ଶ − 1)ଶ + (2𝑛)ଶ = (𝑛ଶ + 1)ଶ. 
 

b.  On pose : 𝒂 = 𝒏² − 𝟏, 𝒃 = 𝟐𝒏 et 𝒄 = 𝒏² + 𝟏 ; a-t-on : 𝟓|𝒂𝒃𝒄 ?  
  Il s’agit de savoir si : 5|(𝑛ଶ − 1)2𝑛(𝑛ଶ + 1), c’est-à-dire si : 5|2𝑛(𝑛ସ − 1). 
 

  Tableau de congruence modulo 5    

𝑛 ≡ 0 1 2 3 4 
2𝑛 ≡ 0 2 

≡ 1 
4  
≡ −1 

6 
≡ 1 

8 
≡ 3 

𝑛ସ − 1 ≡  0ସ − 1 
≡ −1 

1ସ − 1 
≡ 0 

2ସ − 1 
≡ 15 
≡ 0 

3ସ − 1  
≡ 80 
≡ 0 

4ହ − 1 
≡ (−1)ସ − 1 
≡ 1 − 1 
≡ 0 

2𝑛(𝑛ସ − 1) ≡ 0 × (−1) 
≡ 0 

1 × 0 
≡ 0 

(−1) × 0 
≡ 0 

1 × 0 
≡ 0 

3 × 0 
≡ 0 

 

  Par disjonction de cas la dernière ligne du tableau de congruence montre que : 
  ∀𝑛 ∈  ℤ, 5|2𝑛(𝑛ସ − 1), autrement dit que : 𝟓|𝒂𝒃𝒄.  


