P Intégration d’aprés bac Pondichéry 2001

1. Pourtoutn € N*, on pose :
1 1
I,=—| (1—-x)"e *dx
nlJ,
On rappelle que : pourtouta € Retn € Nonal'implication: 0 <a<1=>0<a” 1.
a. Rechercher une primitive F; de f; : x = (1 — x)e ™ sur R sous la forme F;(x) = (ax + b)e™

1
ou a et b sont des constantes réelles, en déduire que [; =—.
e

b. Prouver que, pour toutn € N* :
1

0L, <— | e ¥dx
nlJ,
c. Endéduire lim I, .
n-—-+oo
d. Al'aide d’une intégration par parties montrer que, pour toutn € N* :

1
Lnyq = mrDl Iy
2. On considere la suite (a,,) définie par a; = 0 et, pour toutn € N*:

(_1)n+1
Qpy1 = Ap + (n + 1)|

a. Démontrer par récurrence que :
1
vn € N, a, =—+ (1",
e

b. En déduire la limite de la suite (a,).

Corrigé

1. Pourtoutn € N*, on pose :
1 1
I,=—| (1—-x)"e *dx
nlJ,

On rappelle que, pourtouta € Retn € Non al'implication: 0 <a<1=>0<a” < 1.

a. Rechercher une primitive F{ de f; : x » (1 — x)e * sur R sous la forme F;(x) = (ax + b)e™™

1
ou a et b sont des constantes réelles, en déduire que I; =—.
e

Vx ER, fi(x) = (1 —x)e ™ et F(x) = (ax + b)e™ .
Rappel : (uv) =u'v+v'u et (e*) =u'e"
Fi(x) =ae™™ + (—1e*(ax + b)
F{(x) =ae™ — (ax + b)e™
Fi(x) = (a — (ax + b))e‘x
F{(x) =(a—ax—b)e™
F/(x) =(—ax+a—b)e™
Or, dire que F; est une primitive de f; sur R revient a dire que : Vx € R, F{ (x) = f;(x)
d’ou par identification :
{afb=11‘:’{1fbi1‘:’{zz(1)
Onadonc:Vx € R, F;(x) = xe™.
F; est continue sur R donc en particulier sur [0; 1]
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1t 1 1
ﬁf (1-x)le™dx = ] (1—-x)e™*dx = f fi()dx = [Fy ()] = [xe ™15
1 1

=lel—0e%=1x-—0=-—
e e

Résumons : I; =—

1 1
b. Prouver que, pourtoutn € N*: 0 < I,, < o fo e *dx.
En déduire que (I,,) est convergente et préciser sa limite.

Soitn € N,onapourtoutx € [0;1],0<x<1donc0>—x>-1,1>—x+12>0
autrementdit: 0 <1 —x < 1donc:0 < (1 —x)" < 1 puis en multipliant pare™ > 0:
0 < (1—x)"e™ L e™, puis en intégrant dans I'ordre croissant des bornes :

1 1
f 0dx <f (1—-x)"e *dx <f e *dx
0 0 0

1 1
< f (1—-x)"e ™ dx < f e *dx
0 0

1 1 (! ) 1 (1 1
—X0<—] A—x)"e"dx <— | e ¥dx <—>0)
nlJ, nlJ, n!
1

n!

1
0< I, <— | e *dx
nlJ,

Conclusion :
1 1
vneN', 0<I,<— | e *dx
n!J,

c. En déduire lim I,
n—+oo

Soitn € N*,ona:
1
1 1
f eFdx=[-e*lj=—e"4+e’=--+1=1-=
0 e e
donc I'inégalité obtenue en b. s’écrit aussi :
1 1
vne N0, < <1——)

n! e

Or, pourtoutn € N*, n! > n: lim n! = 4oco puis par limite d’'un quotient : lim 1= 0,
n-+oo n—+oco n!

1 1
lim [—(1 ——)] =0
n-+oo [n! e

a(1-2)

n <
1

lim 0= lim [—( ——)] 0
n!

n-+oo n-+oo

puis :

Résumons :

vn e N*, 01

donc d’apres le théoreme des gendarmes : lim I,, = 0.

n—+oo
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1

d. Alaide d’une intégration par parties montrer que, pour toutn € N*: I,,,; = m —1I,.

Soitn € N*,ona:

1 1 )
_ _a\n+1l,—x
I = (n+ 1)!,];) (1 =x)™ e dx

On pose : u(x) = (1 —x)n*t v(x)=e*
uwx)=—Mm+1DA-—x)" v(x) =—e7*

u' et v’ sot continues sur [0; 1] donc on peut utiliser la formule d’intégration par parties :
1

flu(x)v’(x)dx = [u@)v()]} —f u' (x)v(x)dx

0 0

fl(l —x)"le¥dx = [-(1 —x)"le™*]] — fl(n +1)(1 —x)"e *dx

0 0

f (1—x)"leXdx=—(1—-1)"le 1+ (1 -0)""1e— (n+ 1)f (1—x)"e *dx
0 0

1 1 1
f (1—x)"leXdx=—0+1%x1—-(n+1)xn!x Ef (1—x)"e ™ dx
0 Jo

1
f 1-—x)"leXdx=1-(n+ D!,
0

Puis en multipliant chaque membre par ek

- [ (1= yrierdx = (1—(n+ D)
0
1

(n+1)! (n+1)!
Lnyq = m—ln
Conclusion :
i} 1
vn e N’ 1,4 =m—ln

2. On considére la suite (a,,) définie par a; = 0 et, pour toutn € N* :
(_1)n+1

pi1 =y +—
n+1 n (n+1)|

1
a. Démontrer par récurrence que : Vn € N*, a,, = > + (DI,

1
Pour tout n € N* on considere la proposition B, : « a,, = ’ + (=)™, »

e initialisation
D’une part:a; =0,
d’autre part :
LUV SUSPVE R S
donc : P; est vraie.
e hérédité
Soit k € N* tel que P, est vraie et montrons que Py, est vraie.
On a, d’apres I’hypothése de récurrence :

ay = 2 + (=11
e
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Puis :

(_1)k+1 1 (_1)k+1
Qg1 = Qg +m = z-l- (—1)k1k +m

=%+(—1)’< (Ik + )=%+(—1)" <1k—

(—=1D*

1
) = -+ (D (lir)

(k + 1! k + 1)!

1
=3 + (=D,

1 k+1 ;
Onadonc:ag,, = ’ +(—=1)* 41, Pryq est donc vraie.

Conclusion :
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que : Vn € N, P, est vraie ;

1
autrement dit: Vn € N*, a,, = - +(—-1D"I, .

b. En déduire la limite de la suite (a,,).
Soitn € N*,ona:—1 < (—1)" < 1, puis en multipliantpat I, > 0: -1, < (-1)"I, < I,

1 1 1 1
puis en ajoutant - a chaque membre : ’ -1, < " +(=D"I, < ’ +1,

1
autrement dit : A -1, <a, < A +I,.

Or, on a montre que : lirirl I, = 0,donc:
n—>+4oo
I (1 1)— I <1+1)—1
n—l>I-|l-loo e n) n—lgloo e n _e
Résumons :
1 1
vn € N*,E—In < an <z+ln
I (1 1)— I (1+1)—1
noteo\e ") T niie\e T ) T e
donc d’apres le théoréeme des gendarmes :

. 1
lim a, =—
n—+oco e
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