X

Préparation bac : calcul d’une intégrale

est In u, donc en notant F I'une des primitivesdex —» 1 — o1 ona:

Ex 01* Vx ER F(x) =x — ln(u(x))
On cherche a calculer : soit finalement :

=fln5 1 dx VxER F(x)=x—In(e*+1)

o e +1 3. Ona:
Pour tout x € R, on pose : In5
I = f)dx
fO) =— . ° .
e*+1 avec f continue sur [0;In5 ] et F est I'une des primitives de f sur cet
1. Déterminer des constantes réelles a et b telles que : intervalle donc:
e* In5
VXE]R,f(X)=(l+bX1+ex f(x)dx:[F(x)](l)
2. En déduire une primitive, au choix, de f sur R. Or 0
3. Déterminerl | te de 1.
éterminer la valeur exacte de [F(O]3
Corrigé = [x — In(e* + 1)]}1>
1. Soita € R,ona: =In5—1In(e™®+ 1) — (0 — In(e® + 1))
b x e* a(l +e%) N be* a+ae*+be* (a+b)e*+a = %ng - in(65 +11)2— 0+In(1+1)
a = = = =In5—-In6+1In
X X X X X
l1+e 1+e l1+e 1+e 1+e —In5—1In(2 x 3) + In(2)
On doit donc avoir pour tout réel x : =In5—(n2+1n3)+In2
1 _(at+ble*+a —In5-In2—In3+1In2
1+e* 1+e* =In5—-1n3

autrement dit :

0e*+1 (a+b)e*+a Finalement:I =In5 —1n 3.

1+e* 1+e*
e . NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP
Par dentifcation on obient

a=1 a=1 a=1 (S
terszo=livrzo=lio [ [ - ]dX=ln(5)—ln(3)
0 e +1
v ER _1 ex -------------------------------------------------- ;-
YERJO=1-G0T

Onadonc:

2. Pourtout x € R, posons: u(x) =e* +1,dou:u’(x) = e*.
Ona, pourtoutx ER:
e* u' (x)

=1
e*+1 u(x)

Or,

I
I’'une des primitives de x = 1 est x = x et I'une des primitive de u: (u>0)
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Ex 02* e¥

On pose : X ——estx e In(u(x)), c’est-a-dire : x = In(e* + 2).
' 1 1 _x e*
1 e . . 7 P
_ f dx et B = f dx Comme de plus x — s est continue sur [0; 1], on en déduit :
0 x 2 0 ex + 2 1 ex
1. Calculer 24 + B. f prans i [In(e* + 2)15
2. Calculer B. Or 0
3. Déterminer la valeur de A. [ln(ex+2)](1,
. =In(e! +2) —In(e® + 2)
Corrige =1In(e + 2) — In(1 + 2) = In(e + 2) — In(3)
1. Ona: oAt B Donc: B = In(e + 2) — In(3).
_ 2[1 dx + fi * dx 3. Calculons A.
0o e¥+2 0o e¥+2 On amontré que 24+ B =1, or B =In(e + 2) — In(3) donc :
1 1 1 e* 2A+In(e+2)—In(3) =1 24=1-1In(e +2) +In(3)
=f 2 X — dx +f p dx 11 3
o e*+2 o e +2 (:>2A=1+ln< >®A=—+—ln< )
fi 2 1 g e+2 2 2 e+?2
= dx +f dx Conclusion :
01ex+22 ,?ex+2 4 1+1l ( 3 )
=—+=In
_ f ( 4 ¢ )dx 272 \e+2
o \e*+2 e*+2 Autrement dit :
flex +2
= X 1
0o e*+2 f 1 p 1 1 ( 3 )
=f11dx cer+2 T2 2 er2
-
=1-0 ey 1,1 3
=1 I [z Jox=2+21n(5)
Conclusion:24+ B = 1. .

.....................................................

2. Calculons B.

1 eX
B =
foe"+2

Enposant u(x) = e* + 2,onau'(x) = e* donc:

vieRr - = LW
x "e* + 2 ulx)

I
Or, I'une des primitives de u: (u > 0) est Inu donc I'une des primitives de
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Ex 03* [d’apreés bac]
1 xn

dx

Pourtoutn € N, on pose: u =f
P "oy 1+x

1. Calculer:

1
Uy = dx
0 J;,1+x

2. Démontrer que pourtoutn € N :
1

n+1
3. Démontrer que la suite (u,,) est décroissante.

Up1 T Uy =

4. Démontrer que la suite (u,,) est minorée par 0.

Déduire des questions précédentes que la suite (u,,) est convergence et
déterminer sa limite.

Corrigé
1 xn
vneNu, = dx
" J;1+x
1. Calculd [l —=—a
. Calculdeuy = —dx
! 0 0 1+x

L'une des primitivesdex » —estx » In(x + 1) etx = —_ est continue
1+x 1+x
sur [0;1] donc:
Uy =[In(x+ 1] =1 +1)-In(0+1)=In2-In1=In2-0=1In2

Finalement : ug = In 2.

2. Démontrons que pour toutn € N:u,,.q +u, = 1

Soitn € N,ona:
J-l xn+1d J-l xn p J-l xn+1 xn 4
u +u, = X + X = + x
LTI T ) 1+ x o 1+x o \14+x 1+x

1.n+1 n 1.n 1

X + x x"(x+1 x+1
=f _dxzf def o x

o 1l+x o 1+x 0 x+1

J-1 " 14 J-1 "y X+ 1 qn+1 onti 1 .
= X = = = —_ = —_
Ox * Ox * n+l], n+l n+1 n+l

1
T n+1 )
On adonc bien:VEN:un+1+un=F

3. Démontrons que (u, ) est décroissante.
Soitn € N,ona:

1xn+1 1 XM 1 xn+1 xT
—u, = dx — dx = - dx
Unt1 ™ Un J;1+x * J;1+x * J;<1+x 1+x>

B 1xn+1 —xn 3 lxn(x _ 1)
=| ——dx=| —=dx
0 0

1+x 1+x

xM(x—1
Or,pour0<x<1onax”>0,x—1<0et1+x>0donc1(Tx)<0

puis en intégrant dans I'ordre croissant des bornes :
J‘l xM(x —1)
0

dx <0
1+x x

autrement dit: u, .1 —u, < 0.
Pour tout n € N,u,,.1 — u, < 0 donc (u,,) est décroissante.

4. Démontrer que la suite (u,,) est minorée par 0.

Pourtout x € [0;1] ettoutn € N,ona:x > 0doncx™ > 0.
n

X
Ona:x>0doncx+1>1> Odoncm> 0.
Puis en intégrant dans I'ordre croissant des bornes :
1 xn 1
dx >f 0 dx
J; 1+x 7 J,

autrement dit: u,, > 0. Pour toutn € N, u,, > 0 et 0 est une constante donc
la suite (u,,) est minorée par 0.

5. La suite (u,) est décroissante et minorée par 0 donc (u,,) est convergente.
Notons £ sa limite. Ona vu que ,pour toutn € N,u, 1 +u, = ﬁ donc les
deux membres de cette égalité ont méme limite.

Oru,,q = fetu, »fdoncu,q +u, = 2¢ etni+1 — 0donc 2¢ =0dou
£=0.
Conclusion :

lim u, =0
n—-+oo
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Ex 04* [suite et intégrale, d’apres bac]
Pour tout n € N, on pose :

n
u, = f e *dx
0
On ne cherchera ni a déterminer une primitive de x — e~ sur [0;+o[
ni a déterminer la formule explicite de u,,.

1. Etudier le sens de variation de la suite (u,,).
2. Justifier que pourtout x € Rona: —x% < —2x + 1, en déduire que la suite

. , e
(u,,) est majorée par 7
3. Lasuite (u,) est-elle convergente ?
Corrigé
n
vneN,u, = f e~ dx
0

1. Etudier le sens de variation de la suite (uy,).

0 _y2 . - .
Remarquons que : uy = fo e * dx = 0 puis en utilisant la calculatrice:

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP |

1
Y
[[(e*)ax
0.7468241328

On peut donc conjecturer que « (u,) est croissante ».
Soitn € N,ona:

Upt+1 — Up

n+1 5 n 5
=f e * dx—f e *dx
0 0

n+1 5 0 5
=f e * dx+f e *dx
0

n

0 5 n+1 5
=f e * dx+f e *dx

n 0

n+1 5
=f e * dx (Chasles)
n

Or, pour tout X € R, eX > 0 donc pour tout x € R, e x> 0,
puis en intégrant dans I'ordre croissant des bornes on obtient :

n+1 5
f e *dx>0

n
autrement dit: u, > 0.

Pour tout n € N,u,,1 —u, > 0donc (u,) est croissante.

Justifier que pour tout x € Rona: —x? < —2x + 1, en déduire que la suite
e
(uy,) est majorée par pe

Soitx ER,ona:

x2=2x+1=(x)?%-2(x)(1)+ (1)? = (x — 1)?
Or le carré d’un réel est toujours positif ou nul donc: x> —2x+1 >0
autrement dit: —2x + 1 > —x?; on abien: Vx € R, —x? < —2x + 1 (¥).
La fonction exponentielle est croissante sur R donc on déduit de (*)

—x2 — . . P .
que:Vx € R e ™" < e 2**1 puis en intégrant dans 'ordre croissant

des bornes on obtient :
n

n
fe‘xzdx<f e 2*¥*tlgx
0 0
autrement dit :

n
un <J‘ e—2X+1dx
0

—2x+1 ax+b

X e estdelaformex — e avec a # 0, dont I'une des primitives

1 — _ 1
estx - e®*b donc I'une des primitives de x = e~ 2**1 est —e 2x+1

et comme de plus cette fonction est continue sur R donc en particulier sur

[0;n] on en déduit :
n

n 1
f e—2x+1dx — [__e—2x+1]
0 2 0

Or,
n
[_le—2x+1] — _le—2n+1 _ (_16—2(0)+1>
2 o 2 2
1 1 e 1 e
— —— -2n+1 _ —_— e —— -2n+1 < _
2¢ tae=773¢ 2
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Onadonc:

n e
Uy = f et lgx < —
0 2

e
donc:u, < p

e e e
Pourtoutn € N, u,, < > et > est une constante donc (u,) est majorée par .

3. Llasuite (u,) est-elle convergente ?
La suite (u,,) est croissante et majorée donc d’aprés le théoreme de
convergence monotone elle est convergente.

Complément On pourra démontrer dans quelques années que :

e v
lim un=f e dx =—
n—+oo 0 2

Ex 05* [intégration par partie, d’apres bac]
A Paide d’une intégration par parties, calculer :

f xsin(x) dx
0
Corrigé
Ona:
f x sin(x) dx = f u(x) v'(x)dx
0 0
On pose : ulx) =x v'(x) = sin(x)
u'lx) =1 v(x) = — cos(x) (convient)

Les fonctions u’ et v’ sont continues sur [0 ; ] donc on peut appliquer la formule
d’intégration par parties :

fnu(x)v’(x) dx = [u(x) x v(x)]§ — fnu’(x)v(x) dx
0

0
fnx sin(x) dx = [—x cos(x)]§ — fnl (—cos(x))dx
0 0

=[x cos(x)]§ + fncos(x) dx = [—x cos(x)]§ + [sin(x)]§
0

[—x cos(x) + sin(x)]§ = (—m cos(m) + sin(w)) — (—0 cos(0) + sin(0))
=—-nXx(-1)+0-0=m
Finalement : f:xsin(x) dx=m

HORHAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

[:{stincxmldx

Ex 06* [intégration par parties, d’aprés bac]
A Paide d’une intégration par parties, calculer :

1
I=f 2x3e " 1dx
0

. . 2_ 2_
Indication : Vx € R, 2x3e* 1 = x% x 2xe* 71,

Corrigé
Ona:
1 1
f x2 x 2xe* "ldx = f u(x) v'(x)dx
0 0
On pose : u(x) = x? v (x) = 2xe**1
u'(x) = 2x v(x) = e**~1 (convient)

Les fonctions u’ et v’ sont continues sur [0 ; 1] donc on peut appliquer la formule
d’intégration par parties :
1

1
f u()v'(x) dx = [u(x) X v(x)]} —f u'(x)v(x) dx
0 0

1 1
2_ 2_q11 2_
f x% x 2xe* tdx = [x*e* 7]~ f 2xe* " tdx
0 0 )

— [xzex2—1](1) _ [ex2—1](1) — [xzex2—1 _ ex2—1]0

— 12612—1 _ 612—1 _ (02602—1 _ 602—1)
1
=1e°—e°—(0—e‘1)=1><1—1+e'1=g

Finalement :

1 5 1
I=f 2x3e* " ldx = -
0 e

HORHMAL FLOTT AUTO REEL RAD HP n

1
L[2x3e“2‘1]dx =1

e
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Ex 07** [double intégration par partie, d’aprés bac]
A I'aide de deux intégrations par parties, calculer :

2w
I= f e* cos(x)dx
0

Corrigé
Ona:
21 21
f e* cos(x) dx = f ulx) v'(x)dx
0 0
On pose : ulx) = e* v'(x) = cos (x)

u'(x) =e* v(x) = sin(x) (convient)

Les fonctions u’ et v’ sont continues sur [0 ; Zn] donc on peut appliquer la
formule d’intégration par parties :

21 21
f u()v'(x) dx = [ux) x v(x)]3" — f u'(x)v(x) dx
0 0
21 21
f e* cos(x) dx = [e* sin(x)]3" — f e* sin(x) dx
0 L 0
I = e?" sin(2m) — e°sin(0) — f e* sin(x) dx
I=0—-0-—-K ’
I=-K

enposant: K = fozn e* sin(x) dx.

Calculons K = fo Tex sin(x) dx a I'aide d’une intégration par parties :

On pose : ulx) = e* v'(x) = sin (x)
u'(x) = e* v(x) = —cos(x) (convient)

Les fonctions u’ et v’ sont continues sur [0; 2] donc on peut appliquer la

formule d’intégration par parties :

2T

21
f u()v' (x) dx = [ulx) x v(x)]3" — f u'(x)v(x) dx
0 0

21
K = [e* X (— cos(x))]3" —f e*(—cos(x)) dx
0
21

K = [—e* cos(x))]3™ + f e* cos(x) dx
0

K = —e?" cos(2m) + €% cos(0) + I
K=—-ex1+1+1
K=—-e"+1+1

Or I = —K autrement dit K = —I, donc :
—I=—e*"+1+1

2] = e?™ -1
/= e’ —1
2
Finalement :
2w 2w __
I= f e*cos(x)dx =
0 2

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

2w
]e (e®xcos(X) )dX
267.2458278

.....................................................

2 v
L (e*xcos(X))dx=52

Remarque
On pourrait aussi effectuer une double intégration par parties en posant a chaque

fois v'(x) = e*.
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Ex 08* [suite et intégrale, exercice 2 « « sujet 0 janvier 2024 »]
L’exercice est constitué de deux parties indépendantes.

Partie |
Pour tout entier naturel n > 1, f, est la fonction définie sur [0; 1] par:
frn(x) = xme*

On note C, la courbe représentative de la fonction f;, dans un repére (0;7,)) du
plan. On désigne par (I,,) la suite définie pour tout entier n supérieur ou égala 1
par:

1
I, =f x"e* dx
0

1. a. Ondésigne par F; la fonction définie sur [0; 1] par: F;(x) = (x — 1)e”.
Vérifier que F; est une primitive de f;.
b. calculer ;.
2. Alaide d’une intégration par parties, établir la relation pour tout n supérieur
ouégalal:
Lyyr=e—(+ DI,
3. CalculerI,.

4. On considere la fonction mystere écrite dans le langage Python :

from math import e
def mystere(n):
a=1
L= [a]
for i in range(l,n):
a==e (1 + 1)*a
L.append(a)
return L

A I'aide des questions précédentes, expliquer ce que renvoie I'appel
mystere(5).

Partie Il
1. Surle graphique ci-dessous, on a représenté les courbes Cy, C,, C3, C1p, C29

et Czp:
[
y

[§%3
W

a. Donner une interprétation graphique de I,,.
b. Quelle conjecture peut-on émettre sur la limite de la suite (I,,) ?

2. Montrer que pour tout entier n supérieurou égalal,ona:
1
0< I, < ef x™dx
0

3. Endéduire lim I,.
n—-+o
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Corrigé

Partie |

vn € N*, vx € [0;1], f,(x) = x™e*, C,, courbe représentative de la fonction
f, dans un repére (0;7,)) duplanet:

1
In=f x"e* dx
0

1. a. Vx€[0;1],F;(x) = (x—1)e*
Vérifier que F; est une primitive de f;.
Fi(x) = (x — 1)e*
rappel : (uv)' =u'v +uv'
Fi(x) =1xe*+(x—1)xe*
Fi(x) =14+ x—1)e*
F{(x) = xe*
or,fi(x) = xte* = e*
Onadonc: Vx € [0;1], F'(x)(x) = fi(x).

Ona F; = f; sur [0; 1] autrement dit Fyest une primitive de fsur [0;1].

b. Calculde I4
I = f01 xe*dx = folfl(x) dx
La fonction f; est continue sur [0; 1] et F; est une primitive de f; sur cet
intervalle donc :

1

f fi()dx = [F ()] = [(x — De*]d = (1 — 1)e! — (0 — 1)e°
0

=04+1=1

Conclusion: I; = 1.
MORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MFP

I:(XE“]dx =1

2. ATaide d’une intégration par parties, établir la relation pour tout n
supérieurouégalal: [, =e— (n+ 1)I,.

Soitn € N*,ona:
1
Iniq =f x"leX dx
0
Onpose: u(x) =x"*! v'(x) =e*
u'(x) =+ Dx" v(x) = e* (convient)

Les fonctions u’ et v’ sont continues sur [0; 1] donc on peut utiliser la formule

d’intégration par parties :
1

1
f u()v'(x) dx = [u(x)v ()]} —f u' ()v(x) dx
0 0
1 1
f x"le¥ dx = [x"le*]} — f (n+ Dx™e* dx
0 0

1 1
f x"le¥ dx = [x"1e*] — (n + 1)f x"e* dx

0 0
Autrement dit :
Iy =1l — 01 —(n+ D, =e—0—+ DI, =e— (n+ DI,
Onadoncbien:vn e N, I,,,; =e — (n+ 1I,.
Calcul de I,
Pour n = 1,la relation de récurrence précédente donne :

L=e—-(1+1DL=e-2l,=e—2(1)=e—2
1223—2

MORMAL FLOTT AUTOD REEL RAD MP n

1
I ] (32" ) dx =e—2

from math import e
def mystere(n):
a =1
L = [a]
for i in range(1,n):
da =@ (i +1)*a
L.append(a)
return L

Expliquer ce que renvoie I'appel mystere(5).
mystere(5) renvoie la liste des nombres I, I, I3, Iy, Is.

Partie ll

a. Donner une interprétation graphique de I,,.
fn étant continue et positive sur [0; 1], I,, représente I'aire du domaine
située entre C,,, I'axe des abscisse et les droites verticales d’équations
respectives x = 0 (c’est I’axe des ordonnées) et x = 1 exprimée en u.a.
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b. Quelle conjecture peut-on émettre sur la limite de la suite (I,,) ? Ex 09 [d’apres Bac, extrait, suite et intégrale]
On peut raisonnablement penser que 'aire du domaine décrit en a. tend ¢

— n
vers zéro, autrement dit on peut conjecturer que : « lir_P L, =0». vn €N, I, = fl x (Inx)"dx
n—-4+oo

1. Calculer] = [ x dx.

. - PN 1_,
2. Montrer que pour tout entier n supérieurouégalal: 0 I, e fo x"dx 2. Alaide d’une intégration par parties, démontrer que

Pourtoutx € [0;1],0ona:x < 1, orlafonction exponentielle x - e* NI _ e? n+1 |
est croissante sur [0; 1] donc: e* < el, et comme e* > 0 on en déduit : Vn €N, Iy, = o g m
0 < e* < e, en multipliant chaque membre par x™ > 0 on obtient : 3. Endéduirel; et I,.
ATX0L " xeF Lx"Xxee 0L f,(0) Kexx™
puis en intégrant dans I'ordre croissant des bornes : Corrigé
1 1 1 1 e
1. CalculerIy = | xdx.
f0dx<ffn(x)dx<fexx”dx@[k](1,<ln<exfx”dx 0 fl 1
0 0 Lo . 0 x + xest continue sur [1; e] et 'une de ses primitives est x - > x? donc :
e 2
@k—k<ln<exf x"dx(:>0<ln<exf x™ dx ¢ dx = 1 2 _1 2 1(1)2_6 -1
0 0 XX=RY] 728 TV T
. N 1 1
On adonc bien, pourtoutn € N*: 0 </, <e fo x"dx. Conclusion :
2
3. Endéduire lim I,,. I = e —1
n—+oo 0= 2

On a, pour toutn € N* :

1 1
R 2 A
0 n+1 o n+1 n+1 n+1

1 1 2-1
donc I'inégalité obtenue a la question 2. s’écrit: 0 < I, < e X 1 L (X)dX =ET
Ona: lim (n+1) = +o,donc: lim L = lim =0 1
n-o+oo n-+oo n+1 N-+oo N

puis par limite d’'un produit: lim (e X i) =0 R
RESUMONS - note n 2. AVlaide d’une intégration par parties, démontrer que :

1 vnEN I, =S -,
VnEN*,0<In<exn+1 n e; n+1_2 2 n
lim 0= lim (e x 1 ) =0 Pourtoutn € N,ona: I, = [/ x (Inx)"dx.

n-+oo n-+oo n+1

o koo L Effectuons une intégration par partiesde I,,,; = ff x (Inx)"*1dx
donc par application du théoreme des gendarmes on en déduit que (I,,) est

. Pourtout x € [1;e], on pose :

convergente et que sa limite est 0 : w(x) = (In x)™+ V() = x
Ilim I, =0 1 x2

notoo wWx)=m+1D(Inx)" x < v(x) = 'y (convient)

u' et v’ sont continues sur [1; e] donc on peut appliquer la formule
d’intégration par parties :

feu(x)v’(x) dx = [u(x)v(x)]§ — feu’(x)v(x) dx
1 1
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On obtient

€ 1 e € 1 1
f x (Inx)"ldx = [— x*(In x)”“] - f (n+1D(Inx)" x —x = X x%dx
1 2 1 1 x 2

e 1 e e 1
f x (Inx)"ldx = [Exz(ln x)”“] - f (n+Dnx)™ x x X de
1 1 N
e? 1 n+1 (¢
Iny1 == (ne)™t —-12(In )™+ — —f x(In x)"dx
2 2 2 ),
e? 1 n+1
In+1=7><1n+1—§>(0n+1— > In
e? n+1
In+1 = 7 - 2 In
On a donc bien:
e n+1
VnE N,In+1 =7_Tln

En déduire I et I,.
Pour n = 0 on obtient :

e? 0+1 e2 1 e?—1 2e? e?—1 2e?—-(e?-1)
11=—— IO=———)( = — =
2 2 2 2 2 4 4 4
_e2+1
17 4

Pourn = 1 on obtient :

I_ez 1+1 _e2 I_Zez ez+1_2e2—(e2+1)_e2—1
) 2 1T 2 T 4 4 4 T4
_e2—1

I, =
2 4

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

2‘
[fxxane)yax =55

3. a. Démontrerque,Vx € [0;1] etVn € N*ona:

4. Démontrerque Vx € [0;1] etVn € N*,ona:1—x" K

Ex 10* [suite et intégrale, d’aprés bac ASIE Juin 2014, extrait]
1

1+4+x™

Soitn € N*, on note f;, la fonction définie sur [0;1] par: f,,(x) =

1

1+ xn dx.

1
Onpose : Vn € N*, I, = f fu(x)dx = f
0 0

1. Lesreprésentations graphiques de certaines fonctions f,, sont tracées :

conjecturer lim I,.
n—+oo

Av

.flO f50 flOO

Ja
h

0.5

0 0.5 1

2. Calculer la valeur exacte de I;.

14xm
b. En déduire que, pour tout entier natureln > lona: I, < 1.

T 14xn
Calculer l'intégrale :

fol(l —x")dx

6. Alaide des questions précédentes, démontrer que la suite (I,,) est

convergente et déterminer sa limite.
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Corrigé

vn e N*,vx € [0;1], f(x) =
1

vn e NI, = f fn(x)dx = f
0 0

1.

3.

1+ xm
1
dx

1+x"

Conjecturer lim I,,.
n—-+oo

. . . 1 .
La fonction f,, est continue et positives sur [0; 1] donc fo fn(x) dx représente

I'aire en u. a. du domaine plan délimité par la courbe représentative de f,,,
I’axe des abscisses, et les droites verticales d’équations respectives x = 0 et
x =1, oril semble que, lorsque n — +co,ce domaine se « rapproche de plus
en plus » d’un carré de c6té 1 donc on peut conjecturer que : nLiTm L, =1.

Calculer la valeur exacte de 1.
Pourn = 1 on obtient :

I fi ! d fild
S R T e N

1
La fonction x — E est continue sur [0; 1] etl'une de ses primitives sur

cetintervalle est x —» In(1 + x) donc:

1
1
f dx =[In(1+x)]=In(1+1)-In(1+0)=In2—-In1=1In2
o 1+x

Finalement : I; = In(2).

MORMAL FLOTT AUTO REEL RAD HFP u

r[_lf—x]d}{=ln(2]
a

a. Démontrerque,Vx € [0;1] etVn € N*ona:
Soitx € [0;1] etn e N*,ona:
1 14+ x" 1 1+x™"—-1 x™
1+x® 14+x" 14+x"  1+x" _1+ic”
n
x”>0,1+x”>Odoncﬁ>O,parconséquentzl—

1+xm <

7

1+x™ >

autrement dit : > 1.

1+4+x™

Onadoncbhien:Vx € [0;1] etVn e N*ona:

1+xm <

b. En déduire que, pour tout entier natureln > 1ona: I, < 1.

Soitn € N*, pourtout x € [0;1] on:
1

1+ xm
En intégrant dans I'ordre croissant des bornes, on en déduit :

1 1 1
dx< | 1d
f01+x” x\fo *
I, < [x]}, or: [x]} =1 —0 = 1donc pourtoutn € N*, I, < 1.

<1

Démontrerque Vx € [0;1] etVn € N*,ona:1 — x" < Toam
Soitx € [0;1] etne N*,ona:

1 1 1—x™mA+x™
C(1—x) = _( )( )
14 x" 14 x" 14+ xm
1=+ =X =% X
N 14 xn 14 xn

2n
Or, x?™ > 0°1 4 x™ > 0 donc . > 0, par conséquent :
1

1
1+x”_(1_xn)>0®1+x”>1_xn®1_xn<1+x”
Onadoncbien,Vx € [0;1] etVREN*:1 —x" K .
1+xm

Calculer Pintégrale : f01(1 — ™) dx.

La fonction x = 1 — x™ est continue sur [0; 1] et I'une de ses primitives sur
n+1

cet intervalle est x » x — ——donc :
n+1
1 1 1 1n+1 onti 1
1—x"dx =|x— =1- —-10-— =1-
L( ) [ n+1L n+1 < n+1> n+1
1
1
PourtoutnEN*,f 1-x"dx=1- .
0 n+1

Soitn € N*, onan montréen4.que Vx € [0;1],1 —x" <
1+xm

donc en intégrant dans I'ordre croissant des bornes :

1 1 1
_an
fo(l x)dx<f01+xndx

c’est-a-dire :
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Or,onamontré 3. b.que: I, < 1donc:

1

Tn+1 <h<l
On a donc, pour tout n € N* ;

o1 <L, <1

. . 1 L1 . N
Or, nl_l)rPOO(n + 1) = +oo donc nl_l)r_zloom = Nl_lglooﬁ = 0 puis par limite d’'une
différence: lim (1 — L) =1.
n-+oo n+1
Ona donc:
1
VneN*,l—n+1<In<1
nl—l>I-Poo(1 Tn+ 1) - nl—l>I-Poo 1=1

donc d’aprés le théoréme des gendarmes on en déduit que la suite (/) est

convergente et que sa limite est 1: lilll I,=1.
n—>4+oo

Ex 11 [estimation d’une aire, Python]

Vx €Ex € [0; 1],f(x) = xz—+1

On note Cy la courbe représentative de f dans un repére orthonormé du plan et
on se propose d’estimer 'intégrale : [ = folf(x) dx, c’est-a-dire d’estimer I'aire
du domaine du plan délimité Cr , I'axe des abscisses, I’axe des ordonnées et la
droite d’équation x = 1:

AN

7
0 1 T
On ne cherchera pas a obtenir une primitive de f sur [0; 1].

Vérifier que By(0; 1) et B, (1; %) appartiennent a Cr puis démontrer que
sur I'intervalle [0; 1] la droite (ByB,) est située sous Cr (au sens large), en
déduire que 0,75 < I.

On s’intéresse a la somme S(4) des aires des rectangles représentées ci-aprés

avec: vn € {0;1;2;3;4}, A, (2' 0) et By <%;f (%))

N

B
1031

Y

By
Bs
/ B/1

0 1
A() Al A2 A3 A/l

WV

Compléter sans justification le programme Python sachant qu’il calcule S(4) :

01 def f(x:float):

02 return 1/(x**2+1)
03 S=0

04 for n in range(4):
05 S=S+

06 print("S(4)=",S)

3. Adapter ce programme pour obtenir une valeur approchée de I en utilisant

1 000 rectangles et non plus 4 comme dans la question précédente, et en
notant S(1000) la somme alors obtenue.
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Corrigé dessous (au sens large) de Cy.
vxexe [0;1],f(x) =

1
I =f0f(x)dx

x> +1 En déduire que 0,75 < I
Pourtoutx € [0;1],0na:

1
—§x+1<f(x)

1. e Vérifions que By(0;1) et B, (1; %) appartiennent a C; donc en intégrant dans I'ordre croissant des bornes :

1 1 1
1 1 —_—
f(xs,) = f(0) = 1 =§=}’Bo donc By € Cf fo ( Tkl 1)dx < fo f(x)dx
f(xB4) =f(1) = 7 =5 = Y, donc By € Cf Or:
1 Ddx = 1x? _ 12 1 02 3 75
* Equation réduite de (BoB,) J;) <_§x + ) X=|"37 1~ - —p tiolm o) =20
L'équation réduite de (ByB,) s’écrity = ax + b avec:
1 On a donc bien: 0,75 < I.
P N/ 271 1
xp, —xg, 1—0 2 2. vne{0;1;2;3;4}:
b=yg =1 n n n
b=y = 1 i (3:0) et 5 (51 (3)
(BoBs) admet pour équation réduite: y = —~x + 1. 4 477 \4
y"B
eDémontrons que sur 'intervalle [0; 1] la droite (ByB/) est située sous 2 By
Cy (au sens large) By
Pour tout x € [0; 1], 0na: Bs
) ( 1 +1)_ 1 +x 2 1 +x—2 B,
flx 22X ) T 12 2T e+ 2
o 1x2 +(x—2)(x2+1)_2+(x—2)(x2+1)
T 2(x2 +1) 2(x24+1) 2(x2 +1) 0 1
24x3+x—-2x2 -2 x®—=2x*+x x(x*-2x+1 >
= g = - _ X > ) Ay Ay Ay A3 Ay T
2(x2+1) 2(x2 +1) 2(x2 + 1) . ’: )
x(x = 1)? Compléter le programme Python sachant qu’il calcule S(4) :
22+ 1) 01 def f(x:float):
Pourtoutx € [0;1],0na: 02 return 1/(x**2+1)
1 x(x —1)? 03 5=0
fx) — (—Ex + 1) =21 D 04 for n in range(4):
Or, pour tout x € [0;1],0na: 05 S=5+1/4*f((n+1)/4)
x(x — 1)2 06 print("S(4)=",S)

x>0(x—-1)?%2>0etx?+1>0donc m)

. o A r rogramm r nir une valeur roché I en utilisan
donc:—%x+1 < f(x). Par conséquent sur [0; 1], (ByB,) est située en dapter ce programme pour obtenir une valeur approchée de I en utilisant

1 000 rectangles et non plus 4 comme dans la question précédente, et en
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notant S(1 000) la somme alors obtenue.

01 def f(x:float):
02 return 1/(x**2+1)
03s=0
04 for n in range(1000):
05 S=S+1/1000*f((n+1)/1000)
06 print("S(1000)=",S)
On obtient, en faisant tourner le programme :

S(1000)= 0.7851481217307804
C’est une bonne valeur approchée de I. En adaptant ce programme a

1 000 000 de rectangles on obtient : S(1 000 000)= 0.7853979133973917
C’est une trés bonne approximation de I.
On pourra démontrer apres le bac que :

f f(x) dx = [arctan(x)]§ = arctan(1) — arctan(0) = %
0

utilisation commerciale strictement interdite — copie partielle autorisée avec indication obligatoire de la source : « mathsenclair.com — Thiaude P. »



