Maths Spé [JgIE17- Yol Thiaude P.

[d’aprés bac Asie Juin 2011, extrait, environ 45 minutes]
Le plan est rapporté a un repére orthogonal (0;1,7) .
1. Etude d’une fonction f

On considére la fonction f définie sur I'intervalle ]0; +oo[ par:

In(x)
X

f&x) =

a. Déterminer les limites de f en 0 et en +o.
b. Calculer la dérivée f' de f.
c. En déduire les variations de f.

2. Etude d’une fonction g
On considére la fonction g définie sur I'intervalle ] 0; 4o [ par :

_ (In(x))?
gx) = Y

a. Justifier que, pour tout x € ]0; +o[,ona:

(In(x))? <1nwz> )
- gy —=
x Vx

b. Déterminer la limite de g en 0 puis en +oo.

c. Calculer la dérivée g’ de la fonction g.
d. Dresser le tableau de variation de la fonction g.

3. Position relative de deux courbes
On note respectivement Cy et Cy les courbes représentatives de f et g dans (0; L,7).
Etudier la position relative de Cr et Cy.

Corrigé
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1. Etudede f
Vx € ]0;+oo[, f(x) =

a. Limitesde f en 0 et en +o.

In(x)

eoOna: }Ci_r;(l) In(x) = —oo (cours) donc par limite d’'un quotient on en déduit :
x>0
. In(x)
lim = —
x-0 x
x>0
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Conclusion : lim f(x) = —oo
x—0
x>0

. In(x
eona: lim )
xX—>+00 X

=0 (cours) .

Conclusion: lim f(x) = 0.
X—+00

b. Calcul de f'(x)

|
Fo) = )
u\' uv—7vu 1
Rappels : (;) = T et In'(x) = ;
1
=X x —1XIn(x)
flx) = 2 2
1-—1
) = x—?(x)
1—In(x)
Pour tout x € ]10; +oo [, f'(x) = 2

c. Variations de f
Un carré est toujours positif ou nul donc le signe de f'(x) est celui de son
numérateur : 1 — In(x). Cherchons pour quelles valeurs de x ona 1 — In(x) > 0.
Pour x € ]0; +o[, on a les équivalences :
1-In(x) >0 —In(x) > -1 In(x) <1 Ink) <In(e!) © In(x) < Ine)
Or, poura > 0etbh > 0onaléquivalence : In(a) < In(b) © a < b.
Donc:In(x) <In(e) ® x<e

Résumons :

e f'(x) > 0sur]0,e] etnes’annule qu’en e donc f est strictement croissante
sur cet intervalle

e f'(x) < Osur [e;+oo[ et nes’annule qu’en e donc f est strictement décroissante
sur cet intervalle

2. Etudede g

2
vx € 10; +o0[, glo) =

(1n<;c))2 . (M)Z

a. Justifier que, pourtout x € ]0; +[,ona: NF

Soitx > 0,ona:
) <ln(\/§)>2 (2
7 = &

On a donc bien:

2

i () _ 1, (nGY” _ anGoy”
& (V%) 47« x

Vx € ]10; +oo[,

(lnx)z_4 Invx\
o)
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b. Limitede gen 0 et en +o0

In(x))?
Vx € ]0; +oo[, g(x) =$
e limite lorsque x — 07
Ona: }Ci_r;(l) In(x) = —oo (cours) donc par limite d’un produit }Ci_r;(l)(ln(x))2 = 400
x>0 x>0

puis par limite d’'un quotient :
In(x))?

x—0
x>0

Conclusion: lim g(x) = + .
x—-07
e limite lorsque x = 400
Utilisons I'égalité obtenue a la question a.
Ona: lim vx = 4+, donc:

X—+ 00
In(+/x In X
lim ( ) = lim —— = 0 (cours)
x—+00 \/E X—+o00 X
puis par limite d’un produit :
2
In(v/x
lim < ( )> =0
X—+00 v;
et enfin :
2
In(v/x
lim [4( ( )>]=O
X—+00 VE
D’apres 'égalité obtenue a la question a., on en déduit immédiatement que :
lim g(x) =0.
xX—+0c0

c. Calculde g'(x)

2
e 10 1L ate) = 22

Calculons d’abord la dérivée de la fonction x = (In(x))?2.
1
Rappel : (u?)' = 2uxu’ et In'(x) = -

1
La dérivée de x = (In(x))? est donc x = 2In(x) X z

A présent calculons g'(x) :
u\' u'v—-vu
Rappel : (;) —_—

2
21In(x) x % X x — 1 x (In(x))?

g'(x) = -
y 21In(x) — (In(x))?

g'(x) = —
) In(x) X (2 — In(x))

g'(x) = =

vx € 10; +oo[, g’ (x) = In(x) X (22— In(x))

X
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d. Tableau de variation de g
Pour x > 0 on a les équivalences :
Inx) >0 In(x) >nlex>1,2-In(x) >0 —In(x) > -2 < In(x) <2
& In(x) <In(e?) ® x < e?
(poura > 0eth > 0onal’équivalence:In(a) < In(b) © a < b)
Le signe de g'(x) donne le sens de variation de g. On obtient finalement :

x 0 1 e 400
In(x) — 0 + +
2 —In(x) + + 0 —
g (x) — 0 + 0 —
Sens de +00 4 \
vacr;atlon \ 0 / o2 0
€g
(In(1))? 072 (In(e?))?* 22 4
gl)=—"—=—=0 et gle’) =——=—==—

1 1
3. Position relative de Cr et Cy,
Pour tout x > 0, posons h(x) = f(x) — g(x).

Etudier la position relative de Cr et C4 revient a étudier le signe de h(x).
Pourtoutx > 0,0ona:

In(x) (In(x))? _In(x) - (In(x))? _In(x) x (1 = 1In(x))
X

X X X

e’ e? e?

h(x) =
Tableau de signes de h(x) :

X 0 1 e +00
In(x) - 0 + +
1 —In(x) + + 0 -
h(x) — 0 + 0 —

4. On en déduit que :
esur ]0; 1[ etsur Je; +oo[, h(x) < 0 donc Cf est située en dessous de C,

esur ]1;e[, h(x) > 0 donc Cy est située au-dessus de C,,
e f(1) = lnil) =0=g)etf(e) = Ince) _ é = g(e) donc Cy et C, se coupent en deux

e
. , . 1
points de coordonnées respectives : (1; 0) et (e ; ;).
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2 \ —_— = ~—
By nG - ,
I\Ys3= /
IN\Y4= 'JE C
\Ys= / s
\Ys=
\Y?=

X=2.7182818 ¥Y=0.3678794
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[d’aprés Liban Mai 2012, extrait, 40 minutes]
Partie A
On considére la fonction g définie sur I'intervalle ]10; + oo [ par: g(x) = 2x3 — 1 + 2 In(x).

1. Etudier les variations de la fonction g surl'intervalle ]0; +oo .

2. Justifier qu’il existe un unique réel a tel que g(a) = 0.
Donner un encadrement de a d’amplitude 1073.

3. En déduire le signe de la fonction g sur I'intervalle ]0; +oo[.

Partie B
In(x)
x?
On note C la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthogonal (0;1,7).

On considére la fonction f définie sur l'intervalle ]0; +oo[ par: f(x) = 2x —

1. Déterminer les limites de la fonction f en 0 et en +co.
2. Justifier que f'(x) a méme signe que g(x).
3. En déduire le tableau de variations de la fonction f.

Corrigé
Partie A

Vx € ]0;+o[, g(x) = 2x3 — 1+ 2In(x)
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1. Variations de g sur ]0; +oo[
g(x) =2x3—1+2In(x)

1
Rappel : In'(x) = "

1
g’(x)=2><3x2—0+2><;
2
g'(x) = 6x*+ <
Le signe de g'(x) donne le sens de variation de g.

2 2
Pourx > 0,0na: 6x*> 0et - > 0, donc : 6x% + - > 0, autrement dit: g'(x) > 0.

Conclusion : g est strictement croissante sur ]0; +o[.

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.



2. Existence et unicité d’un réel a tel que g(a) = 0, encadrement d’amplitude 1073,
Déterminons les limites de g en 0 eten +o0. g(x) = 2x3 — 1+ 21In(x)
ex > 0F

On a d’une part : 91(i_r;(1) In(x) = —oo (cours) donc }Ci_r;(l) 2In(x) = —.
x>0 x>0
et d’autre part : }Ci_r;(l)(Zx3 -1)=-1.
x>0
Par limite d’'une somme, on en déduit : }Ci_r;(l)(Zx3 — 1+ 2In(x)) = —oo.
x>0
Conclusion : !CI_{I(} g(x) = —o,
x>0

e x > 400

Onad’une part: lim In(x) = +o (cours)donc lim 2In(x) = +o.

X—+ oo X—+
et d’autre part : lir_{l x3 = +o0 (cours) donc lirll (2x3 — 1) = +oo.
xX—+ 00 xX—+ 00
Par limite d’'une somme, on en déduit : lirll (2x3 =1+ 2In(x)) = +oo.
xX—+ 00

Conclusion : liT g(x) = .
x—+o00

Remarquons que :
e g est dérivable sur ]0; 4o [ donc continue sur cet intervalle
e g est strictement croissante sur ] 0; 4o [ donc strictement monotone sur ] 0; +oo [
* 0 est compris entre lim g(x) et lim g(x)
x—0 xX—+00

x>0
Résumons :

e g est continue sur ] 0; +oo [
e g est strictement monotone sur ]0; +oo [
* 0 est compris entre lim g(x) et lim g(x)
x—0 X—+00
x>0
donc d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires on en déduit qu’il
existe un unique @ € ]0; +oo[ tel que g(a) = 0.

A 'aide de la calculatrice, on obtient :
g(0,864) = —0,002 < 0 et g(0,865) = 0,0044 > 0 donc: 0,864 < a < 0,865.

. Signe de g sur l'intervalle ]0; +oo[
esix € ]0;al,alors 0 < x < a, or g est strictement croissante sur ] 0; +oo [
donc elle conserve le sens de la relation d’ordre sur cet intervalle, par conséquent :
g(x) < g(a), etcomme g(a) = 0 on en déduit que: g(x) <0

esix =a,alorsg(x) =0

*six € Ja;+o[,alors a < x, or g est strictement croissante sur ]0; +oo [

donc elle conserve le sens de la relation d’ordre sur cet intervalle, par conséquent :
g(a) < g(x), etcomme g(a) = 0 on en déduit que : 0 < g(x), autrement dit
gx)>0

Résumons:si€ ]0;a[,g(x) <0,g(a) =0,six € Ja; +o[,g(x) >0
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Partie B

Vx € ]0; 4+ [, f(x) = 2x—ln§c)
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On note C la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthogonal (0;1,7).

1. Limitesde f en 0 eten +

ex - 0F
Ona:limIn(x) = —o (cours) et lim x* = 0% donc par limite d’un quotient :
x—0 x—0
| A0 x>0
lim n(f) = —
x-0 x
x>0 :
. . .. e . n
Par ailleurs : lim 2x = 0 donc par limite d’une différence : lim [Zx — @] = +o0
x—0 x—0 x
x>0 x>0
Conclusion : lim f(x) = +oo.
x—0
x>0
e x »> 400
1 . - e s
Ona: lim Lf) = 0 (cours) et lim 2x = +4oo donc par limite d’'une différence :
X—+00 lx X—+0co
lim |2x — =32| = +oo.
X—+ o0 X

Conclusion: lim f(x) = +oo.

x—+ 00

2. Justifier que f'(x) a méme signe que g(x).

Vx € 10; ool £(x) = 2% — a2
In(x)
f(x) =2x— "
uy' uv—-vu
Rappel : (;) = 0z et In'(x) = Z
%X x* — 2x X In(x)
fl)=2- )
x — 2x In(x)
ff)=2-—+
1-21
i =2 - 2026
1—21In(x)
flx)=2- -
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, 2x3  1—2In(x)

f'(x) = x33 3
2x° —(1—-21
£10x) = x” —( - n(x))
3 _
£10x) = 2x 1;; 21In(x)
Or, 2x3 — 1+ 2In(x) = g(x) donc:
_ ey 9(x)
Vx € ]O,-l—OO[,f (x) - x3

Or, pour tout x € ]0; +oo [, x3 > 0 donc f'(x) est du signe de son numérateur g(x).

3. Tableau de variations de la fonction f
Le signe de f'(x) donne le sens de variation de f, or f'(x) et g(x) ont le méme signe et
le signe de g(x) a été obtenu a la question 1. d’ou le tableau de variation :

X 0 a +00
f'(x) - 9 +
sens de +o0 +00
variation \ /
de f f(a)
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IR ANIR] [d’aprés Amérique du Nord Juin 2015, 1h10]

Partie A
Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[par g(x) = In(x) + x — 3.

newNPE

Justifier que la fonction g est strictement croissante sur I'intervalle ] 0; +oo .
Déterminer les limites de g en 0 et en +oo.

Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a dans ]0; +oo[.
En déduire le signe de g(x) sur ]0; +oo[.

Justifier que 2 < a < 3 puis donner un encadrement de a d’amplitude 1073.

Partie B
Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]0; +oo[ par:

1.
2.

Fx) = (1 - %) (n(x) — 2) + 2

Déterminer la limite de la fonction f en 0.
a. Démontrer que, pour tout réel x de l'intervalle ]0; +oo[,ona:

gx)
x2

) =

b. En déduire le sens de variation de la fonction f sur I'intervalle ] 0; +oo[.

Partie C

On munit le plan d’un repére orthogonal, on note C la courbe représentative de f et
C' la courbe d’équation y = In(x).

Pour tout réel x de I'intervalle ]0; + [ on pose : h(x) = f(x) — In(x).

1.

Démontrer que pour tout réel x de l'intervalle 10; +oo[,ona:
2 —In(x
hx) = 221
Etudier le signe de h(x) sur ]0; +oo [, en déduire la position relative de C et C'.

X
) sur ]0; 4o [, en déduire une primitive de h

Déterminer une primitive de x —
sur ]0; +oo].

Calculer :

Interpréter graphiquement ce résultat.
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Corrigé
Partie A

Vx € ]0;4+0o[,g(x) =In(x) +x—3
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1. Justifier que g est strictement croissante sur ]0; +oo[
Vx € ]0;4+0o[,g(x) =In(x) +x—3

Rappel : In'(x) = %
, 1
g'(x) = 5 1
Le signe de g'(x) donne le sens de variation de g, or pour tout x € ]0; +oo[ : i> 0,

1
et1 > 0, donc: Z +1 > 0, par conséquent g'(x) > 0.
Pour tout x € ]0; 4+ [, g'(x) > 0 donc g est strictement croissante sur ]0; +o[.

2. Limitesde gen 0 eten +oo

ex - 07
On a d’une part : }Ci_r% In(x) = —oo (cours) et d’autre part : }Ci_r;(l)(x —-3)=-3
x>0 x>0
donc par limite d’'une somme : }Ci_r;(l)(ln(x) +x —3) = —oo.
x>0
Conclusion : !clll(} g(x) = —oo,
x>0

e x > 400

On a d’une part : lirll In(x) = 4+ et d’autre part : lirll (x—3) =4
X—+00 X—+00

donc par limite d’'une somme : lim g(x) = +oo.
X—+00

Conclusion: lim g(x) = +oo.

x—+ 00

3. Existence et unicité d’une solution ¢ a g(x) = 0 dans ]0; +oo[
e g est dérivable sur ]0; 4o [ donc continue sur cet intervalle
e g est strictement croissante sur ] 0; 4o [ donc strictement monotone sur ] 0; +oo [
* 0 est compris entre lim g(x) et lim g(x)
x—0 X—+00
x>0
Résumons :

e g est continue sur ] 0; +oo [

e g est strictement monotone sur ]0; +oo [

* 0 est compris entre lim g(x) et lim g(x)
x‘98 x—+00
x>
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donc d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires on en déduit qu’il
existe un unique @ € ]0; +oo[ tel que g(a) = 0.

4. Signe de g(x) sur ]0; +oo[
esix € ]0;al,alors 0 < x < a, or g est strictement croissante sur ] 0; +oo [
donc elle conserve le sens de la relation d’ordre sur cet intervalle, par conséquent :
g(x) < g(a), etcomme g(a) = 0 on en déduitque: g(x) <0
esix =a,alorsg(x) =0
*six € Ja;+o[,alors a < x, or g est strictement croissante sur ]0; +oo [
donc elle conserve le sens de la relation d’ordre sur cet intervalle, par conséquent :
g(a) < g(x), etcomme g(a) = 0 on en déduit que : 0 < g(x), autrement dit
glx)>0
Résumons :
sur ]0;al, g(x) <0,g(a) =0,sur Ja; +o[,g(x) >0

5. Justifier que 2 < a < 3 puis donner un encadrement de & d’amplitude 1073,
g(2) = —-0,307<0etg(3) = 1,098 >0donc2 < a < 3.

A 'aide de la calculatrice, on obtient :
g(2,207) = —0,001 < 0 et g(2,208) = 8,7 x 107> > 0donc: 2,207 < a < 2,208.

Partie B
Vx € 10; +oo[, f(x) = (1 —%) (In(x) — 2) + 2

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP DNORHHL FLOTT AUTO REEL RAD MP |

Graphl Graph2 Graph3

nvyig(1i-i)anco-2)+2 [ &/

1. Limitede fen 0

On a d’une part : }Ci_r;(l) In(x) = —oo (cours) donc }Ci_r;(l)[ln(x) —2]=—-
x>0 x>0
.1 . 1
et d’autre part : lim - = +o0, donc lim (1 — —) = —o0,
x-0x x—0 X
x>0 x>0

Par limite d’un produit on en déduit :
1 1
lim (1 — ;) (In(x) — 2)] = +o0, donc: }Ci_r;(l) [(1 - ;) (In(x) —2) + 2] = +00
x>0

x—0

Conclusion : !Ci_r}(}f(x) = +o00,
x>0
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g(x)
x

2. a. Démontrer que: Vx € ]0; +o[, f'(x) =

1
vx € 10 +oo[, f(x) = (1 - =) In(x) - 2] + 2
1
Rappel : (wv)' =u'v +v'u, In'(x) == etladérivéedex » —estx » ——
X x "
1 1 1
f'@) = = (n() - 2) +;<1 _;) 40
ln(x) — 2 1 x—-1

fllx) =———+=X
x? x b
Inx) -2 x-1
f’(X) = 2 + 2
ln(xx) -2+ xx— 1
f'x) = 2
1) = In(x) :zx -3

Or, pour tout x € ]0;+oo[, g(x) = In(x) + x — 3, donc:
vx € 10; +oo[, f'(x )_g(x).

b. Sens de variation de f sur ]0; +oo[
Un carré est toujours positif ou nul donc le signe de f'(x) est celui de son
numérateur : g(x).
En utilisant le tableau de signes de g(x) obtenu a la question 4. Partie A :
esur ]0;a], g(x) < 0donc f'(x) < 0 etcomme f'(x) ne s’annule qu’une fois
on en déduit que f est strictement décroissante sur ]0; ]
esur [a;+[, g(x) > 0donc f'(x) > 0 et comme f'(x) ne s’annule qu’une fois
on en déduit que f est strictement croissante sur [a; +oo[.

Partie C

Repére orthogonal, C : courbe représentative de f, C' : courbe d’équation y = In(x).
Vx € ]0;+oo[, h(x) = f(x) — In(x)
2—In(x)

1. Démontrer que Vx € ]0; +[,ona: h(x) =
Soitx € ]0;+o[,0ona:

h(x) = f(x) —In(x) = <1 — %) (In(x) = 2) + 2 — In(x)

-1 (InGx) — 2) +x(2 —In(x)) _ (x — D (In(x) — i) + 2x — x In (x)

_xIn(x) —2x —In(x) + 2+ 2x — xIn(x) 2 —In(x)
X X

Conclusion :
2 —In(x)
Pourtoutx € ]0; +o[,h(x) = ——
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2. Signe de h(x) sur ]0; +oo[ puis position relative de C et C’
Vx € ]0; +o [, onax > 0donc le signe de h(x) est celui de son numérateur 2 — In(x).
Cherchons pour quelles valeurs de x ona 2 — In(x) > 0.
Pour tout x € ]0; +oo [ on a les équivalences :
2—-In(x) >0 —In(x) > -2 In(x) <2 © In(x) <In(e?) © x < e?
(poura > 0ethb > 0onaléquivalence:In(a) < In(b) © a < b)
On en déduit :

X 0 e? + 00
signe de h(x) + 1] —
position relative de C et C' || C au-dessus de C' | C en dessous de C’

3. Primitive de x — X sur ]0; +oo[ puis primitive de h sur ]0; +oo[

1
Pour x € ]0; +0oo[, on pose u(x) = In(x), alors u'(x) = S
Ona:
In(x)
= —XIn(x) = u' (x)u(x)
b b

N 1 . In(x
Or, une primitive de u'u est Euz donc une primitive de x — ) sur ]0; +oo[

est:x o % (In(x))?.
2 —In(x) 2 In(x) _ o 1 In(x)

Pourtoutx € ]0;+o[,h(x) = ———=——
X X X X X

donc en notant H une primitive de h sur ]0; +oo[ on a, pourtoutx € ]0; +oo[ :
1
H(x) = 2In(x) — E(ln(x))2

4. Calcul puis interprétation graphique de :

e?
2—In(x
1 X

D’apres ce qui précede, on a les égalités :

I = fe 27 = fe h(x) dx = [H(x)]¢" = H(e?) — H(1)
1 1

X
Or,
1 1 1
H(e?) = 21In(e?) —E(ln(ez))z =2X?2 _EXZZ = 4—§><4= 4-2=2
1 1
H(1) =21n(1) —E(ln(l))z =2 X o-zxo2 =0-0=0
Donc: I = 2.
Vérification

MORHAL FLOTT AUTO REEL RAD HP n

92 2-1n{H}
HEESE
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Sur l'intervalle [1; 2] la courbe C est située au-dessus de la courbe C’'donc I est 'aire
en unité d’aire du domaine plan situé entre ces deux courbes et les droites verticales
d’équations respectives x = 1 et x = e?.
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SUEE A2 [d’aprés Antilles-Guyane Juin 2017, 1h]
Dans tout I'exercice, n désigne un entier naturel strictement positif.
Le but de I’exercice est d’étudier I’équation d’inconnue le réel strictement positif x :

ln(x) 1
( n) ;
Partie A
Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]0; +oo[ par:
ln(x)
fx) =

On admet que f est dérivable sur l'intervalle ] O; +oo[.Sur ’ANNEXE, a rendre avec la

copie, on a tracé la courbe représentative Cr de la fonction f dans un repere orthogonal

1 1 1
ainsi que les droites D53, D, et Dg d’équations respectives y = 3V =3 ety = T

1. Etudier les variations de la fonction f.
2. Déterminer son maximum.

Partie B
1
1. Montrer que, pour n > 3, I'équation f(x) = — possede une unique solution a,, dans

I'intervalle [1; e].
2. D’apres ce qui précede, pour tout entier n > 3, le nombre réel a,, est solution de
I’équation (E,,).
a. Sur I’ANNEXE marquer sur I’axe des abscisses les nombres a5, a, et ag puis
conjecturer le sens de variation de la suite (a;,).
b. Soitn > 3, comparer f(a,) et f(a,+1), en déduire le sens de variation de («,,).
c. Montrer que (a,,) est convergente. Il n’est pas demandé de déterminer sa limite.

3. On admet que pour tout n > 3, I'’équation (E,,) possede une autre solution £3,, telle
que: 1 < a, < e < B, etque lasuite (,,) est croissante.
a. Sur TANNEXE marquer sur I'axe des abscisses les nombres 3, B, et fs

B3

b. Etablir que, pour tout entier naturel n supérieur ou égala 3,ona: B, >n 3

c. En déduire la limite de la suite (5;,)-

ANNEXE

i

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.



Corrigé
n est un entier naturel strictement positif.

(E,) : ln(x) 1

Partie A

Tl

vx € 10; +oo[, () = )

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP []l NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP []

Graphl Graph2 Graph3

CNZY- Rt V-

E\Y2=
I\Y3=
IN\Y4=
E\Ys=

\Ys=
EI\Y?=
B\Ys=

On admet que f est dérivable sur ] 0; +oo[.
En ANNEXE : la courbe représentative Cr de la fonction f dans un repere orthogonal.

1. Etudier les variations de f

|
Fo) =

u "ou'v—v'u ) 1
Rappels : (;) =7 et In'(x) = .

l><x—1><ln(x)

.f (x) - xz
1) = 1-— ln(x)

1—-In(x)
Vx € ]0;+oo[, f'(x) = —z

Un carré est toujours positif ou nul donc le signe de f'(x) est celui de son numérateur :
1 — In(x). Cherchons pour quelles valeurs de x ona 1 — In(x) > 0.
Pour x € ]0; +oo[, on a les équivalences :

1-lnx) >0 —-Inx)>-1eoh(x)<leh(x)<lnlfe) ox<e
(a>0etb > 0onaléquivalence:In(a) < In(b) © a < b)

Résumons :

e f'(x) > 0sur]0,e] et nes’annule qu’en e donc f est strictement croissante
sur cet intervalle

e f'(x) < Osur [e;+o[ et nes’annule qu’en e donc f est strictement décroissante
sur cet intervalle

2. Maximum de f sur ]0; +oo[
D’aprés la question précédente, f admet pour maximum f(e) sur ]0; +oo .
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ln(e) 1

Or, f(e) =

1
Conclusion : f admet pour maximum 5 sur ]0; +oo].

o .

Partie B

1
1. Montrer que, pour n > 3, I'équation f(x) = — possede une unique solution «a,, dans

intervalle [1;e].
e on ad’'une part:

ln(1) 1
f(l) = =0< ;
et d’autre part :
In(e) 1
fler=="=¢

or,n>3ete = 2,7doncn > e puis : —<— donc : f(e)>—

e f est dérivable donc continue sur ] O, +oo [, donc f est continue sur[1;e]
e f est strictement croissante sur ] — oo0; 1], donc f est strictement monotone sur

[1;e]
Résumons :

e f est continue sur [1;e]

e f est strictement monotone sur [1;e]

1
» —est compris entre f(1)etf(e)

donc d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires on en déduit que

1
I’équation f(x) =— admet une unique solution a,, dans [1; e].

2. Pour tout entier n > 3, le nombre réel a,, est solution de I’équation (E},).

a. Sur FANNEXE marquer sur I'axe des abscisses les nombres a3, a, et as puis
conjecturer le sens de variation de la suite («,,).
Conjecture : « la suite (a,,) est strictement décroissante ».

b. Pour n > 3 comparer f(a,,) et f(«,,.1), en déduire le sens de variation de («,,)
Soit n un entier naturel tel que n > 3.

1 1 1
Ona: f(a,) = n@n) _1 (par définition de (a,,)), et de méme f(a,41) =

an n+1
1
Or,3gn<n+ 1ldonc: —> 7 c'est-a-dire : f(a,) > f(ay+1) (%).

Supposons a,, < Ap4q - Ay et a, 41 appartiennenta [1; e] sur lequel f est

strictement croissante donc conserve le sens de la relation d’ordre, par conséquent

f(a,) < f(ay4q1) ce quiest incompatible avec la relation d’ordre (*) donc il faut

rejeter la supposition a,, < @41, par conséquent on peut affirmer que a,, > a, 1.
> 3, a, > a,4+q donc: (a,) est strictement décroissante.
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c. Montrer que («a,,) est convergente. Il n’est pas demandé de déterminer sa limite.
Pourtoutn > 3,onaa, € [1;e] donc 1 < a, : lasuite (a,) est minorée par la
constante 1.

La suite (a;,) est décroissante et minorée donc d’aprés le théoréeme de convergence
monotone elle est convergente.

3. On admet que pour tout n > 3, I'’équation (E,,) possede une autre solution £3,, telle
que: 1 < a, < e < B, etque lasuite (,,) est croissante.
a. Sur ’ANNEXE marquer sur I'axe des abscisses les nombres 33, 5,4 et 5.

b. Etablir que, pour tout entier naturel n supérieur ou égala3,ona: 8, >n % .
Soitn > 3.
1
Ona:1< Byetf(B,) = n(Bn) _ = qui donne : In(B,,) = '[;n
n

De méme : In(f5

_bBs
===

Or, (8,,) est croissante donc minorée par son premier terme f3, d’'ou: 5, > 3.
En prenant le logarithme népérien de chaque membre : In(8,,) > In(f3).

Or, In(8,) =&Et In(B3) :%donc:in s —, puis : ﬁ—Xn > B33 X n,
autrementdit: f,, > n % ,
Conclusion
B
3 ﬂn - 33

b. En déduire la limite de la suite (8,,).
Ona:f3>0et3 >O,donc:%> 0.
On en déduit que :

lim (nx%) = 400

n—+oo

B3 . s - .
Or, pourtoutn > 3ona: f, >nX S donc d’apres le théoreme de comparaison

on en déduit que : la suite (f3,,) diverge vers +o.

ANNEXE
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SR E [Liban Mai 2018 1h20]

On considére, pour tout entier n > 0, les fonctions f;, définies sur l'intervalle [1;5] par:
In(x)
xn

falx) =
On admet que f,, est dérivable sur [1;5].

Pour tout entier n > 0, on note C,, la courbe représentative de la fonction f,, dans un
repere orthogonal. Sur le graphique ci-dessous sont représentées les courbes C,, pour n

appartenant a {1 1233 4} :

/N y
0;51
x
O 1 5
1. Montrer que, pour tout entier n > 0 et tout réel x de lI'intervalle [1;5] :
. 1 —nlIn(x)
falx) = Tt

2. Pour tout entier n > 0, on admet que la fonction f,, admet un maximum sur [1;5].
On note 4,, le point de la courbe C,, ayant pour ordonnée ce maximum.
Montrer que tous les points A,, appartiennent a une méme courbe I' d’équation :

y =< In()

3. a. Montrer que, pour tout entier n > 1 et tout réel x de I'intervalle [1;5] :

In(x) In(5)
x™ < x™

0<

b. Montrer que pour tout entiern > 1:

[myl-s
L xn S 5n-1

c. Pour tout entiern > 0, on s’intéresse a I'aire, exprimée en unités d’aire, de la surface
sous la courbe f,,, c’est-a-dire I'aire du domaine du plan délimité par les droites
d’équationsx =1, x =5,y = 0 et la courbe C,,.

Déterminer la valeur limite de cette aire quand n tend vers +oo.
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Corrigé
Pour tout entiern > 0 :

e f,, est définie sur [1;5] par: f,(x) =

* C,, estla courbe représentative de f,, dans un repéere orthogonal
e sont représentées les courbes C,, pour n appartenant a {1 ;253 ;4} :

In(x)

xn

0,51
xXr
O 1 5 §
1. Montrer que, pour tout entier n > 0 et tout réel x de I'intervalle [1;5] :
. 1 —nln(x)
fa(x) = T il
In(x)
fo(x) = o
uy' uv—vu 1 1
Rappel : (—) = ———,In'(x) = — etladérivéede x » x™ est x » nx"
117 v X
, 7 Xx" - nx™ 1 x In(x)
fn(x) = (xn)z
, x" 1 —nx™ 1in(x)
fn(x) = xZn
) x" (1 —nlnk))
fn (x) = n—1,2n—-(n-1)
x"1x
) 1 —nlIn(x)
fa() = — g
1—nlIn(x)

vx € [1;5],fn(x) =

xn+1

2. Pour tout entier n > 0, on admet que la fonction f,, admet un maximumsur [1;5].
On note 4,, le point de la courbe C,, ayant pour ordonnée ce maximum.
Montrer que tous les points A,, appartiennent a une méme courbe I' d’équation :

1
y=< In(x)
Le signe de f,, (x) donne le sens de variation de f,,.

Pourtoutx € [1;5],x > 0donc x™"1 > 0 par conséquent le signe de £,/ (x) est celui
de son numérateur : 1 — nln(x).
Cherchons pour quelles valeurs de x ona: 1 —nln(x) > 0.
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Pourtoutx € [1;5] on ales équivalences:

1 1

1-nln(x) >0 —nln(x) > -1 nlnx) <1 <Inlx) < - < In(x) < In <eﬁ)
1
S x<en

(a>0etb > 0onaléquivalence:In(a) < In(b) © a < b)

1

n>1donc:0<%<%=}0<%<1<=e°<e%<el<=1<eﬁ<e

Ore =~ 2,718,donc:1 < e% < 2,719 < 5, par conséquent : e% € [1;5].

Ona :

* sur [1 ; e%] , [n(x) > 0 et comme f;] ne s’annule qu’une fois on en déduit que f; est
strictement croissante sur cet intervalle

* sur [e% ; 5] , [n(x) < 0 et comme f;] ne s’annule qu’une fois on en déduit que f; est
strictement décroissante sur cet intervalle

Il résulte des deux points précédents que f,, admet pour maximum f, (e%).

Ona:

1
Wom(en) 1oLl
f(eﬁ): = n :l:ﬂ:— —_=
n <e%)" e%xn el e n e mnxe
. . LR |
On a donc, avec les notations de I'exercice : 4,, (en ; @)

s )« . 1
Montrons que A,, appartient a la courbe d’équation y = - In(x) :

1 l( ) 1 l(l) 1 1 1
— X =—X njl=—xXx—= =
e X4, e n\e e n nxe Yan

1 1
Ona:y,, == In(x,, ) donc A, appartient a la courbe d’équation y = ~In(x).

3. a. Montrons que, pour tout entier n > 1 et tout réel x de I'intervalle [1;5] :

In(x In(5

0@ InGE)

X X
Soitx € [1;5],0na:1< x <5, orlafonction In est strictement croissante
sur ]0; +oo [ donc elle conserve le sens de la relation d’ordre sur cet intervalle,
par conséquent : In(1) < In(x) < In(5). Comme In(1) = 0 on obtient :
0 < In(x) < In(5), puis en divisant par x™ > 0 :
0 In(x) In(5)

< <

xS xS xn

autrement dit :
In(x) In(5)
x™ < x™

0<

Conclusion

Vnentiertelquen > 1etVx € [1;5],0na:
In(x) In(5)

<—a <

xn
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b. Montrer que pour tout entiern > 1:

Soit n un entier telquen > 1,ona:

fsl 5 ! 5
—dx=fx‘"dx=[ ]—
1 Xt 1 —n+1]
B 1 <1 1)_ 1(1 1)_1<1+1)
 —(m-1\5n1 qn-1) o —1\5n-1 1) -1\ 5n-l

1 " 1
_n—1< _5"‘1)

On a donc bien, pour tout entiern > 1 :

[Larto-s
A 5n-1

c. Pour tout entier n > 0, on s’intéresse a l'aire, exprimée en unités d’aire,
du domaine du plan délimité par les droites d’équations x =1, x =5,y =0
et la courbe C,,. Déterminer la valeur limite de cette aire quand n tend vers +oo.

Vx € [1;5],fn(x) = II;(::)

frn est positive sur [1;5]donc I'aire du domaine situé sous la courbe exprimé en u. a.

est:
5 >In(x)
j;fn(x)dx=j; e dx

Or, pour tout x € [1;5]on amontré en a. que :
In(x) In(5)

X X
xn

|
|
:r—x
+
—
=
3|>—x
[y
e—
mw;
|
|
:r—x
+
—
=
3|>—x
[y
e—
[

xn
donc en intégrant dans I'ordre croissant des bornes :

5 5In(x 5In(5
dex<f (n)dx<f ()dx
1 x 1

n
1 X

c’est-a-dire :

>In(x) > 1
O<f — dx<ln(5)f — dx
1 X 1 X

Or, on a montré en b. que :
USRS
;. xn T ho 5n-1

X

donc:

Rappelons que, sig > 1, alors lim qN = 400

N—>+o00
Ona: lim (n—1) = 400, donc: lim 5" ' = lim 5" = 40
n—-+oo n—»+oo N—-+o0
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. . . 1 . : 1
dongc, par limite d’'un quotient: lim —— = 0, puis: lim (1 —— ) = 1.
n—+oo 5771 n—-+oo sn-1

. . : 1

D’autre part, par limite d’un quotient: lim — = 0.
n-+ocon-1

Par limite d’un produit on en déduit :

_ 1 1
nl—IHIoo [ln(S) X n—1 (1 - 5"‘1)] =0

Résumons :

n o 5n—1

( >In(x) 1 1
Vn>1,ona:0<f dx <In(5) x (1 )
{ 1 X n—1

1 1
lim 0= lim [1n(5)>< (1— 5n—1)] —0

k n—-+oo n—+0co n—1

donc d’apres le théoreme des gendarmes on en déduit que :

. >In(x)
lim - dx =0
n—+4oo 1 X
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SUEIE AN [d’aprés Amérique du Nord Mai 2013 1h15]

Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]0; +oo[ par:

1+ In(x)
X)=—
fo) = ——
On donne ci-dessous sa courbe représentative C dans un repere orthogonal du plan :
y 71
Ly
O I 1 T

1. a. Déterminer la limite de f en 0, interpréter en terme d’asymptote.
b. Déterminer la limite de f en +oo, interpréter en terme d’asymptote.

2. a. Montrer que, pour tout réel x appartenant a I'intervalle ]0; +oo[ :

, —1 - 2In(x)
f'(x) = v

b. Démontrer que f admet un maximum sur ]0; +oo[ et préciser ce maximum.

3. a. Démontrer que la courbe C a un unique point d’intersection avec I’axe des abscisses,
en préciser les coordonnées.

b. En déduire le signe de f(x) sur I'intervalle ]0; +oo[.

4. Pour tout entiern > 1, on note [, I'aire, exprimée en unités d’aires, du domaine du plan
délimité par I’axe des abscisses, la courbe C et les droites d’équations respectives x = i
etx =n.

a. Pour tout réel x appartenanta ]0; +oo[, on pose :

—2 —In(x)

—

F(x) =

Montrer que F est une primitive de f sur ]0; +oo[.
b. Exprimer I,, en fonction de n.

c. Déterminer la limite de [,, et interpréter graphiquement le résultat obtenu.
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Corrigé

1+ In(x
Vx € ]0;+00[,f(x) :T()
Courbe représentative C dans un repéere orthogonal du plan:
Y
Ly
O I 1 x
1. a. Limite de f en 0, interprétation en terme d’asymptote
On a d’une part : }Ci_r;(l) In(x) = —oo (cours), donc }Ci_r;(l)(l +In(x)) = —o0.
x>0 x>0
D’autre part : }Ci_r;(l) x* = 0% (cours)
x>0 .
donc par limite d’un quotient : }Ci_r;(l) +;(x) = —
x>0
Conclusion : gclll(} f(x) = —o0.
x>0

On en déduit que la droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale de C.

b. Limite de f en +oo, interprétation en terme d’asymptote

1 In(x
Pour tout x € ]0;+o[,ona: f(x) :x_2+ ;2).

.1 .1 -
Ona: lim = =0 (cours) et lim Lf) = 0 (cours) donc par limite d’'une
X—>+00 X x>+ X
somme: lim f(x)=0.
X—+ 00

On en déduit que la droite d’équation y = 0 est une asymptote horizontale de C
au voisinage de +o.

2. a. Montrer que, pour tout réel x appartenant a l'intervalle 10 ; +oo[ :

—-1-21
flx) = o nt)
1+1
Fay =0
uy' uv-—v'u 1

Rappels : (;) i et In'(x) = Z

, (O + %) x* — 2x(1 + In(x))
fllx) = TOL
1) = X — 2x(31c4+ In(x))

oy x(1— 2(1 + In(x))
[ = x X x3
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1—-2-2In(x)

x3

)=

—1—2In(x)
vx € 10; +oo[, f'(x) =

x3

b. Maximum de f sur ]0; +oo[
Pour toutx € ]0; +[,ona:x > 0donc: x> > 0, par conséquent le signe de f'(x)
est celui de son numérateur : —1 — 2 In(x).
Cherchons pour quelles valeurs de x ona: —1 — 2In(x) > 0.
Pour x € ]0; +oo[ on a les équivalences :

1
—1-2In(x) >0 -2In(x) >1 e 2In(x) < -1 e In(x) < —3

1 1
< In(x) <In <e_5) Sx<e 2

(poura > 0, b > 0 on al’équivalence : In(a) < In(b) © a < b)

Résumons :

1
esur]0;e 2], f'(x) > 0 et nes’annule qu’une fois donc f est strictement

croissante sur cet intervalle
1
esur [e 2;+oo[, f'(x) < 0 etnes’annule qu’une fois donc f est strictement

décroissante sur cet intervalle

On en déduit que f admet un maximum sur ] 0; +oo [, a savoir
_1 1 1 1
1+ 1+(-3) 5
f<e )_ _1\? B -1 _6_1__ % 2
(2) Z

. a. Montrer que C a un unique point d’intersection avec I'axe des abscisses, en préciser
les coordonnées.

Il s’agit de résoudre I'équation f(x) = 0.

Pour x € ]0; +o[, on a les équivalences :

B 1+ln(x)_ B B B 4
f(x)—0®7—0®1+ln(x)—0<:)ln(x)——1<:>ln(x)—ln(e )

b} e

N =
=] ®

2_
1

ox=e !

C a un unique point d’intersection avec I’axe des abscisses, de coordonnées (e~1; 0).

b. Signe de f(x) sur I'intervalle ]0; +oo[

1 1
e f est strictement croissante sur ]0;e” 2[ et ]0;e 1[ < ]0;e” z[ donc f est

strictement croissante sur ]0; e~1[ donc elle conserve le sens de la relation d’ordre ;
or, pour x € ]O;e_%[ ona:0<x< e_%, donc: f(x) < f(e_%) et comme

f (e_%) = 0 on en déduit: f(x) < 0.

e f ne s’annule pas sur Je~!; +oo[ et est continue sur cet intervalle donc f(x) garde
un signe constant sur cet intervalle, or e_é €le 4o etf (e_%) = g >0

Résumons : Vx € 10;e™1[, f(x) < 0etVx € Je 1;+oo[, f(x) > 0.
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4. Pour tout entiern > 1, on note I, I'aire, exprimée en unités d’aires, du domaine du plan

1
délimité par I'axe des abscisses, la courbe C et les droites d’équations respectives x = —
e

etx = n.
i . —2-In(x)
a. Pour tout réel x appartenanta ]0; +[, on pose: F(x) = ——.

Montrer que F est une primitive de f sur ]0; +oo[.

F est différence et quotient de fonctions dérivables sur ] 0; +oo [ donc elle est
dérivable sur son domaine de définition ]0; +oo|.

u\' u'v-—7vu ) 1
Rappel : (;) =7 et In'(x) = .
(-0- %) x —1(=2 — In(x))
Fi() = -
-1+ 2+ In(x
P = L2
) 1+ In(x)
Py =—pm—
1+In(x)

Or, pour toutx € ]0;+co[,0ona: f(x) = 2z donc pour tout x € ]10; +oo[,
F'(x) = f(x), autrement dit F est une primitive de f sur ]0; +oo[.
b. Exprimer I,, en fonction de n.

. , - 1
La fonction f étant positive sur [; ;n],ona:

1) _—2-In(m) —2—1In (%)

= || FGdx = [FGR = FG0 - F (5 - T
e ¢ e
:—2——In(n)_ (—2—-In(e™)) xe= —E—M— (—2-(-D)xe
n n n
2 In(n) 2 In(n)
= —— — +e=¢e———
n n n n
Conclusion :
2 In(n)
vn>1,1,=e———
n n

c. Limite de I,, et interprétation graphique
In(n)

.2 :
Ona: lim —= 0 (cours)et lim
n—-+oon n-+oco N

différence, on obtient :
_ < 2 ln(n))
lim |e ——— =e
n—+oo n n

Conclusion: lim I,, = e.
n—-+oo

Le domaine délimité par I'axe des abscisses, la courbe C et qui est situé a droite de la
droite d’équation x = 1 a pour aire : e unités d’aire.

= 0 (cours) donc par limite d’une
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