Terminale Spé Maths Défis

Thiaude P.

bIi¥l Démontrons que : Vi € N, 8" — 5" est un multiple de 3.

Corrigé
Pour tout entier naturel n, on considére la proposition B,: « 8" — 5"est un
multiple de 3 ».
e initialisation
Vérifions que P, : « 8° — 59 est un multiple de 3 » est vraie.
Ona:8°—-5°=1—-1=0=0x3donc8® —5%est un multiplede 3 :
P, est donc vraie.
e hérédité
Soit k € N tel que Py : « 8% — 5% est un multiple de 3 » est vraie
(hypothese de récurrence)
Démontrons que Py : « 88T — 58*1 est yun multiple de 3 » est vraie.
On a: 8% — 5% est un multiple de 3 (H.R.) donc il existe a € Z tel que
8k — 5% = 3¢, d’ou 8% = 3a + 5.
Ona:

gk+l — 5k+1 = 8 x 8k — 5 x 5k = 8(3a + 5%) — 5 x 5*

= 24a + 8 X 5% — 5 x 5¥ = 24q + 3 x 5% = 3(8a + 5%)

Il existe a’ € Z tel que 8%t — 5%*1 = 3¢/, 4 savoir a’ = 8a + 5%, donc
gk+1 — 5k+1 est un multiple de 3, autrement dit P, est vraie.

Conclusion

Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que,
pour tout n € Z, P, est vraie, autrement dit :

vn € N, 8" — 5™ est un multiple de 3.

m Déterminer le sens de variation de (u,,) définie paretuy = 1 et:
(Un)*

vneNu, .1 =————

n+1 (un)z + 1

Corrigé
2

Pour tout x € Ron pose: f(x) =
pose: f(x) =5

On a, pour toutn € N, u,.1 = f(u,). La fonction f est définie et
dérivable sur R.

uy' uv—-v'u

Rappel : (;) = T
u(x) = x? u'(x) = 2x
v(x) =x*+1 v'(x) = 2x

oy 2x(x® 4+ 1) = 2x(x?)
f1e = % + 1)?

oy 2%+ 2x —2x°
Fe)=—/a1ye

. _ 2x
f'x) = GIr1e

Un carré est toujours positif ou nul donc f'(x) est du signe de son
numérateur 2x, par conséquent f est croissante (strictement) sur
[0; +oo[.
Pour tout n € N, on considere la proposition B, : « 0 < Up41 < Uy »
e initialisation
Montrons que Py : « 0 < u; < uq » est vraie.

ul 12 1
Vw41 1241 2
Onadonc 0 < uy < ugy autrement dit P, est vraie.

Ona: u

et upg =2

e hérédité
Soit k € N tel que Py, : « 0 < Up4q < Uy » estvraie (H.R.), démontrons
que Priq i« 0 < Upyp < Ugyq »estvraie.Ona:0 < upyq <up (H.R.)
Comme f est croissante sur [0; +oo [, elle conserve le sens de la relation
d’ordre sur cet intervalle, on en déduit: f(0) < f(u, + 1) < f(uy)
c’est-a-dire :
02
02+1
0 < Upiz < Upsr
Par conséquent Py, 4 est vraie.

S Ug+1)+1 S U +1

Conclusion

Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que :
vn € N, P, est vraie autrementdit: Vn € N,0 < u,41 < uy.

On en déduit en particulier que : Vn € N, u,,,1 < u,, ce qui montre que la
suite (u,,) est décroissante.
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m Soit (u,) tellequeuy=1etvn e N, u,,; =u, +2n+1.
Démontrer que : Vn € N, u,, = n* + 1.

Corrigé

Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P,: « u, = n* + 1 ».

e initialisation
Vérifions que Py : « uy = 0% + 1 » est vraie.
Uy =1 =0+ 1= 0%+ 1donc P, est vraie.

e hérédité

soit k € N tel que P, : « u, = k* + 1 » est vraie (hypothése de récurrence)

démontrons que Py,q : « Ug4q = (kK + 1)? + 1 » est vraie.
u, = k*+1(H.R.)

En ajoutant 2k + 1 a chaque membre, on obtient :
w+2k+1=k*+1+2k+1

Uepr = KP+2k+1+1
or,k*+2k+1 = (k+ 1)*donc:
U1 = (k + 1)? + 1, autrement dit : Py, est vraie.

Conclusion
Par principe de récurrence : Vn € N, P, est vraie autrement dit :
vneNu,=n?>+1

m On consideére la suite (u,,) définie par: uy = 2 et pour toutn € N,

Upi1 = /Uy + 7.Démontrerque:Vn €N, 2 < u, < U1 < 4.
En déduire le sens de variation de (u,,).

Corrigé

Pour tout n € N on considere la proposition P, : « 2 < U, < Upqq < 4.

e initialisation

Ona:u; =+v2+7=+9=3.

Comme 2 < uy < Uy < 4 on en déduit que P, est vraie.

e hérédité

Soitk € Ntelque Py, : « 2 < uy < Up4q < 4 » estvraie (hypothese de

récurrence) et montrons que Py, : « 2 < Upyq < Upqz < 4 » estvraie.
Ona:

2 < U < Ug4q < 4 (H.R) donc en ajoutant 7 a chague membre :
Iy, +7<up1 +7<4+7

Oy, +7<u +7<11

La fonction racine carrée est croissante sur [0; +oo [ donc:

VO < Jup +7 < e, +7 < V11

puis en remarquant que V9 = 3 etV11 = 3,3, on obtient :
2<3<Ju +7 < +7<V11<4

= 2 < Upsq1 < Ugao < 4 donc Py q estvraie

Conclusion

Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que,
pour toutn € N, P, est vraie, autrement dit: Vn € N, 2 < u,, < uy4q < 4.
En particulier : Vn € N, u,, < u,4; donc (u,,) est croissante.

m Démontrer par récurrence que :

2 2
n“n+1
13 + cee + n3 = ¥
4
Corrigé
Pour tout n € N on considere la proposition
2 2
n“n+1
Pn T« 13 +...+n3 :%»

e initialisation
12(1+1)*  1x4

On a d’une part : 13 = 1 et d’autre part : = 1 donc P; est

vraie.
e hérédité

. 3 5 kZ(k+1)? .
Soit k € N tel que Py, : «1° + -+ k> = —— » (hypothése de
récurrence).

. 3 5 (k+1)2(k+2)? :
Démontrons que Py yq : «1° 4+ -+ (k+ 1)° = — est vraie.

k2 (k+1)2
Ona: 13+ +k3= %
donc:
k%(k + 1)
B+ +k3+ (k+1)3 =%+(k+1)3
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_k2(k+1)? N 4k +1)° kK2(k+1)?+4k+ D%k + 1)

4 4 4
_ (k+1)%[k? + 4(k + 1)] _ (k + 1)*(k? + 4k + 4)

4 4
or, (k+2)? = k* + 4k + 4 donc :

(k + D%k +2)?

P+ k3+k+1)3 = 2

autrement dit Py 1 est vraie.

Conclusion
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que,
pour toutn € N, P, est vraie, autrement dit :
2 2
n“n+1
R\ (0} 17+ 0 LD
m Un éléve obtient avec ChatGPT :

Donne sans aucun commentaire une formule pour la
somme :

1/(1*2)+1/(2*3) +..+1/(n*(n+1))

R S S
—~i(i+1) n+1
C'est-a-dire que :
1 1 1 1

+ 4+ tr—=1-—
1x2 2x3 nn+1) n+1

Si cette affirmation est juste, la démontrer, sinon trouver un contre-
exemple.

Corrigé
Pour toutn € N \ {0} on considere la proposition P, :
n

Z 1 — 1 1
ii+1) =~ n+1

i=1

e initialisation
n

z 1 B 1 1 1 1 1
, 1i(i+1)_1><(1+1)_ 2 2 1+1
=
donc P; est vraie.
e hérédité
Soit k € N tel que Py, est vraie (hypothése de récurrence), montrons que
Pryq:
n+1
Z 1 —1 1
«,1i(i+1)_ n+2
i=
est vraie.
Ona:
k
z 1 =1 ! H.R
, 1i(i+1)_ k+1 (H.R.)
=
Ona:
k+1
Z 1
ui(i+1)
i=1
k

1 1

_;i(i+1)+(k+1)((k+1)+1)
1 1

S L Y

(enutilisant l'H.R.)

=1_(1<J1r1_(k+1)1(k+2))

1% (k+2) 1
_((k+1)(k+2)_(k+1)(k+2))
. k+2-1
(k+ D(k +2)
k+1

=1

C(k+Dk+2)
1

k+2
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Onadonc:
k+1

Z 1 —1 1

: 1i(i+1)_ k+2
i=

donc P; 44 est vraie.

Conclusion
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que :
pour toutn € N \ {0}, P, est vraie autrement dit :

n
1 1
memo Y to=1-
" \{},ll(l+1) n+1
=

L’affirmation de ChatGPT est donc vraie.

Pour toutn € N, on pose:

2n+3
u, =
" n+1
En revenant a la définition d’une limite montrer que la suite (u,,)
converge vers 2.

Corrigé
[] Recherche
Ve>0,Ang e NNVvneN:n>ny = |lu, — 2| <e¢?

| 2|_|2n+3 |_ 2n+3 2n+1)| |2n+3-2(n+1)
tn T ln+1 T n+1 n+1 | n+1
_|2n+3—2n—2‘_| 1 |_ 1
B n+1 T ln+1l n+1
0< <
n+1 €
1
n+1>-
£
1
n>-—-—1
£
[l

1
Notons n, le premier entier naturel strictement plus grand que - —1.

Soitn € Ntelquen >ngy,ona:

1 1 1
nxnyg>——-1=sn>--1en+1>-
€ € €

Ona:

1
n+1 >'E >0

1
n + 1 et —sont non nuls et de méme signes donc leurs inverses sont
&

rangés dans 'ordre inverse :
1

n+1
1 1 1 .y "y ;s ;.
etcomme— > 0,0n a: |— = — donc l'inégalité précédente s’écrit :
n+1 n+1 n+1
| 1
n+1
lu, — 2| <e

<ég

<

Onadonc:
Ve > 0,3Iny € N (n, est le premier entier naturel strictement plus grand

1
que;—l)tel que,VneEN,n>ny = |lu, — 2| <e¢
Cela exprime que la suite (u,) converge vers 2.

Remarque
Vx € R, on note E(x) I'entier relatif vérifiant E(x) < x < x + 1, on dit

que E(x) est la partie entiere de x et que E est la fonction partie entiere.

1 i .
Dans notre exemple,ona:ny = E (E - 1) + 1, qui, on pourrait le

montrer, est un entier positif ou nul donc appartient bien a N.

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.



[Exercice avec recherche]

2up+1
On pose up = 0 et pourtoutn € N, u,, .1 = ”

n
en fonction de n puis démontrer par récurrence cette conjecture.

Corrigé

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP 1
APP SUR + POUR &Tb1

[/

0
1

2
3

ﬂé:ﬂ:“"”‘“o’:

y

n=0

On obtient successivement :
0 0x2 _ 0 3°9-1

=0=-= ===
tho 1 1x2 2 30+1
_2u0+1_2(0)+1_1 2 31-1
m—1m+z_ 0+2 2 4 3141
1
_hq+1_26)+1 2_,. 2 4 8 3°-—1
=2 i, 5 °"575 10 32+1
24 é 13
2w +1 2(2)+ I s+l 5 13 5 13x5_
e 4., 4., 1475714 5x14
5 5 5
_26_33—1
28 3341
PR B HH 3n_1
Pour tout n € N, on considere la proposition B, : « u,, = 341 »

e initialisation
30 -1 B 1-1 B 0
3041 141 2

P, est vraie

> : conjecturer u,,

13

14

e hérédité
soit k € N tel que Py, est vraie (hypothese de récurrence) et démontrons
que Py, 1 est vraie.

Ona:
3k—1
2u +1 2x3k+1 +1 N
k+1=uk+2_ 3% 1 (en utilisant H.R.)
FF 12
23 —-1) 3*+1 2x3k-2+3%+1
__3+1 3k+1_ 3k+1
3k—1+26k+1) 3k —1+2x3k+2
3k+1 3k+1 3k+1
_3x3F—1 31
3x3k4 1 3kl 4
On adonc:
3k+1_1

Ut = 3k+1 4 1
par conséquent Py, 4 est vraie.
Conclusion

Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence
que : Vn € N, P, est vraie autrement dit :

VnEN,un=3n+1
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m On pose uy = 14 et pour toutn € N,
Upsr = 7un +4

1. Calculer u,.

2. Démontrer par récurrence que pour toutn € N :
7<un+1<un<14‘

3. En déduire que (u,) est convergente et déterminer sa limite £.

Corrigé
NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP 1
APP SUR + POUR &Tb1
1 uw
0 14
1 10
2 8.2857
3 7.551
Y 7.2362
5 7.1012
- 7.043Y
7 7.0186
: 7.008
9 7.0034
10 7.9015
n=0
1. Ona:
3 3
Uy =7u0+4=7(14)+4=6+4= 10
u, = 10
2. Pourtoutn € N on considére la proposition
P,:«7 < Upyq < <14 »

e initialisation

Uy = 14, u; = 10,donc: 7 < uy < ug < 14 : Py est vraie.

e hérédité

Soit k € Ntel que Py : « 7 < Up4q < Uy < 14 » est vraie (hypothése
de récurrence),

Démontrons que Py, 1 : «7 < Upyn < Upqq < 14 » est vraie.

Ona:7 < Upyq < Uk < 14 (H.R.), en multipliant par; > 0 on obtient :

X7<—Xuk+1<—><uk<—><14

S
3 3 3 3
7 7 7 =7

3 3
3<7uk+1<7uk<6
puis en ajoutant 4 :
3 3
3+4<7uk+1+4<7uk+4<6+4

7 < Upyz < Upyq < 10
Or10 < 14donc7 < Upyp < Upy1 < 14 : P44 estvraie.

Conclusion
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que
pour toutn € N, P, estvraie,i.e.:VREN,7 < u,,1 <u, < 14.

Onamontréque:Vn € N,7 < u,4q1 < U, < 14 on en déduit que :

evVn € N,u,,; < u, donc la suite (u,) est décroissante

evVn € N,7 < u, donc la suite (u,) est minorée par 7

On en déduit, d’apres le théoréme de convergence monotone, que la

suite (u,,) est convergente.

On note ¥ la limite de la suite (u,).

Ona: lim (n+ 1) = 4o0o,donc: lim u,,; = lim uy =+.
n—+oo n—+oo N—+0o0

3
D’autre part : hm un ==/
n-+ 7

puis par limite d'une somme :
] 3 3

n1—1>r-Poo (7un + 4) = 7£ + 4

par passage dans :
3

vneN,u,,1 = ;un +4

on obtient :
1€3€+4{’38448464x787
= — —3 ——t = S =6 = (—1 = - =
7 7 7 4

Conclusion: £ = 7.
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On se donne deuxréelsaetb, a = 1.
On consideére la suite (u,,) de premier terme u, telle que, pour tout
entier natureln : u,, ., = au, + b.
Pour toutn € N, on pose :
b

1—-a

V,=U, —

e démontrer que (v,,) est géométrique, préciser son premier terme et sa
raison

e exprimer v,, en fonctionden,n € N

¢ en déduire que, pour toutn € N :

b
1—a

u, =(ug— x a™ +
" ( 0 ) 1-a
e on suppose que a € ] — 1; 1[, montre que (u,,) est convergente et

préciser sa limite

ab b ab—»b b(a—1)
uoa—l_a 1_a=u0a—1_ =wa—-————=aup+b=u
b(1—a) b
Un+1 = Unt1 — 7 =aun+b_1T=an 1—a _1_a
b—ab—>b ab b
=““n+ﬁ=““n‘1_a=“(“n‘1_a)=‘“’n
v0=u0—1_a
n b n
vn=voxq =<u0—1_a)><a
b b n b
un=vn+—1_a=(uo—1_ )xa +1—a
Conclusion

b
VnEN,un=<uo—1_a)xan+

1—a

e on suppose que a € ] — 1; 1[, montre que (u,,) est convergente et

préciser sa limite

a €]—1;1[, autrementdit—1 < a < 1,orsi—1 < g < 1alors lirP q"=0
n—-+oo

donc lim a™ = 0 puis par limite d’un produit :
n—+oo

b
lim (uo— )xan]=0
n—-+o
puis par limite d’'une somme :

b b b
lim [(uo—l a)xan+ ]=

n—+oo

Conclusion
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On consideére les suites (u,,) et (v,,) définies par leurs premiers
termes respectifs uy = 5, vy = 1 et, pour tout n entier naturel :

4 1 1 4

Up+1 — Eun +§vn et Vn+1 = Eun +§vn

1. Déterminer u, et v, puis u, et v,.
2. Pour tout n entier naturel on pose :

a. Conjecturer I'’expression de s,,, n € N, puis démontrer cette
conjecture.
b. Montrer que (d,,) est géométrique et préciser sa raison puis
exprimer d,, en fonction de n.
c. Déduire des questions précédentes u,, et v,, en fonction de n.
d. Montrer que (u,) et (v,,) sont convergentes et ont la méme
limite £, a préciser.
Corrigé
uy = 5, vy = 1 et, pour tout n entier naturel :
4 1 1 4
Un+1 = Eun + Evn et vy = Eun + Evn
1. Déterminer u, et v puis u, et v,.
4 1 4 1 20 1 21
U, =§u0 +§U0 =§(5) +§(1) =?+§=?
1 4 1 4 5 4 9
nE=gutgn =G g =gte=g
4 21 1.9 84 9 8449 93
X e e X5 T s 5T 95 T 25

2. Pour tout n entier naturel on pose : s, = u,, + v, etd, =
a.

Sp,=u, +v,etd, =u, —v,

1,21 4 9 21 36_57
= - X — —_ f— _— —_— —
V25X s T5 5T 25725 25

Conjecturer la nature de (s,,) puis la démontrer.
50=u0+170=5+1=6

21 9 30
Sl :u1+v1 :?‘}'_:_:6

oy ay 93,57 150256 _
2l T V2 = e T o5 T 25 T 25x1

u, — v,.

On constate que sy = 51 = 55 = 6.

Pour tout n € N, on considére la proposition B, : « s,, = 6 ».
e initialisation

On a déja obtenu s, = 6 donc P, est vraie.

e hérédité

Soit k € N tel que Py : « s = 6 » (hypothése de récurrence)

est vraie et démontrons que Py 44 : « Sg41 = 6 » est vraie.

Ona:
1 1
Skl = Ui ¥ Viers = g Ui T gV Fpthe T gV, = U + Vi = Sk
Or, d’aprées I’hypothese de récurrence, s, = 6, donc on obtient

Sk+1 = 6 par conséquent Py, est vraie.

Conclusion

Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence

que, pour toutn € N, P, estvraiedonc:Vn € N, s,, = 6.

. Montrer que (d,,) est géométrique et préciser sa raison puis

exprimer d,, en fonction de n.

Ona:

4 1 1 4
Apt1 = Uny1 — Upg1 = gun + gvn - (gun + gvn)

4 1 1 4 3 3 3
= - _gvnzgun_gvnzg(un_vn)

3
Pourtoutn €N, d, ;1 = P d,, donc la suite (d,,) est géométrique

3
de raison E' par conséquent, pour toutn € N :
n

3
dy = do x q" = 4% )

Résumons :
n

3
VnEN,dn=4-><(§>
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c. Déduire des questions précédente u,, et v,, en fonction de n. m (u,,) est définie par uy = 6 et pour toutn € N :

Soitn € N, d’apres ce qui précede : u _upt 12
Uy, +V, =6 U, + 1, =6 LT, + 2
4 Z\"e 5 64 3\" Pour tout n entier naturel on pose :
T X<_> n =07 X<_> u, —3
5 5 __n
n Vn = u, +4
Up + Uy =6 . Up =6—3—-2X <§> e calculer u, et u, : la suite (u,,) est-elle monotone ?
< b =3 —2x% <§> < 3\ e calculer v, sous forme de fraction irréductible
n 5 kvn =3—-2% <_> e montrer que (v,,) est géométrique, préciser sa raison
" 5 e exprimer v,, puis u,, en fonction de n (on admet que Vvn € N, v,, # 1)
U, =3+2x <§> e déterminer la limite éventuelle de (u,,)
g 31" Corrigé
v, =3—-2X (—) -
lk” 5 Uy =6 et VnEN,unJ,l:lZl;_l_lzz,vn:Z"_l_i
Conclusion : n n
( 3\ e calculer u, et u, : la suite (u,,) est-elle monotone ?
un=3+2x<§) u,+12 6412 18 9
u = = e
vneN, 3\ YT u+2 642 8 4
kvn=3—2x<§) u, +12 57
u - —_— ot = —
2Ty 42 17
d. Montrer que (u,,) et (v,,) sont convergentes et ont méme limite £ Uy < ug donc (up) n’est pas croissante
a préciser U, > u, donc (u,) n'est pas décroissante
3 ) ) " La suite (u,) n’est ni croissante, ni décroissante donc (u,,) n’est pas
-1< s <1,or,si—1<gqg<1alors nl_lgloo q" =0 monotone
.3\ Y 3\" * calculer v, sous forme de fraction irréductible
: - = X |- = 0
sonﬁ 7.1):_1512'0? (5) 0, puis "l_l’;P‘,"’d(i ' (5) ) 0 - g — 3 i A i i
ar limite d’une somme on en ew?).n 0T U t4 6+4 10
nl—i>r-Poo (3 t2x (§> > =3 e montrer que (v,,) est géométrique et préciser sa raison
S, e Soitn € N,ona:
et par limite d’une différence : ’
P 3\ un+12_3 u, +12  3(u, +2)
lim <3_2X(§>>=3 v =un+1_3=un+2 =un+2 un+2
_ ke M U 4 W12 T w412 4, +2)
Conclusion . . Uy + 2 U, + 2 Uy + 2
nl—l}Poo Un = nl—l}Poo Vn =3
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u, +12 - 3(u, + 2)

Uy + 2 _up, +12-3u —6>< Uy + 2
un+12+4(un+2) U, +2 u, +12 + 4u, + 8
U, + 2
_ —2u, +6 —Z(un—3) ZXun—3 2
5w, +20  5(u, +4) 57w, +4 5"
2
Pourtoutn € N,ona: v, , = — < Un donc (v,,) est géométrique de
. 2
raison (— E) .
e exprimer v,, puis u,, en fonction de n
Soitn € N.
. o 3 2
(vy,) est géométrique donc v, = vy X q", or vy, = To etq =— s donc
(-9
= —X|——
=107 \Ts
Or,

U, — 3

u, +4

v (u, +4) =u, —3

U, Xv, +4v, =u, —3
U, X, —u, = -3 —4v,
u,(v,—1) = -3 -4y,

Up =

_ -3 —4v,
Yn = v, — 1
3 2\"
L _3t4um 3+axqpx (-3)
" 1—v, 3 2\"
1—EX§§
3+5x(-¢)
vn € N,u, = 3 N
1-15%(~35)
Vérification Pour n = 2, cette formule donne :
3_|_12 4
U, = —130 245 (calculatrice)
1—s5X5% 17
10— 25

e montrer que (u,) est convergente et préciser sa limite

2
—1<—E<1or,5| —1<g<1lalors lim q"

n—+oo

. 2\" .
donc lim (_E) = 0, par conséquent :

n—-+oo
(6 2\"
Jim (2x(-3)
li 3 6 2y" =3
pim +§X(‘§) =

De méme, on montrerait que :

im (1-x(-2)") =1
notw\ 010\ 5) )7

donc par limite d’'un quotient :

puis :

6 2\"
o 3+5x(-5)
im =3
(D)
10 5
Finalement :
lim u, =3
n—-+oo
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On pose u, = 1 et, pour tout n entier naturel :

3u, +1
u =—
1. Soit f la fonction définiesur ] —1; +oo[ par:
£0x) 3x+1
xX) =
x+1
Déterminer le sens de variationde fsur] —1; 4oo[.
2. Calculer u,.
3. Démontrer par récurrence que, pour toutn € N :
1< Uy < Upig S 3
4. En déduire que (u,) est convergente et déterminer sa limite.
Corrigé
NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP ' NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP |
DEUXIEME CONDITION SI NECESSRIRE APP SUR + POUR &Tb1
Graphl Graph2 Graph3 i u
TYPE: SUITE(?) SUITE(n+2) ;
nMin=0 2 2.3333
1u(n+1)B(3*xu(n)+1)/(u(n)H|| -
u(9)Bel 2 32132
- 41
EJ( 1)=N ? 2.4142
vin+l)= 8 2.4142
viB)= 9 2.4142
v(1)= 10 24142
~win+l)= n=0

1. f est quotient de deux fonction affines donc elle est dérivable sur son

ensemble de définition, c’est-a-diresur ] —1; +oo[

3 1

fe) = xx:I
ulx) =3x+1 u'(x)=3
vx)=x+1 v'(x)=1

, _3(x+1)—1(3x+1)
f1e) = (x + 1)2

, _ 3x+3—-3x—-1
fe ==

9 =Gy
Pourtoutx € ] —1;+oo[, f'(x) > 0 donc f est (strictement)
croissante sur | — 1; 4+oo][.
Ona:
CBug+l 341 4
ML 1+1 2
u, = 2

Pour tout n € N on considére la proposition
P,i«l<<u, <upy <3»

e initialisation

Ona:1g1g23,oruyg=1etu; =2,doncl <uyy<u; <3

par conséquent P, est vraie.

e hérédité

Soit k € N tel que P;, : «1 < uy, < Upy4q < 3 » estvraie (hypothese de

récurrence) et démontrons que Pyyq: « 1 < Upyq < Upqz < 3 »est

vraie.

Les nombres 1, uy, u, 4+, et 3 appartiennent tous a l'intervalle

] — 1; 4+oo[ surlequel f est croissante donc conserve le sens de la

relation d’ordre.

Ona: 1< ur <ugeq <3donc: (1) < fur) < flugsr) < F(3)
Or,

3(L+1 4 3u, +1
1 _— — O — 2 —_— —
F =22 = Fn) = 3 =
3upyq +1 33)+1 10
fUgsr) = Yo + 1 = Uy f(3) = 341 4 2,5

On aobtientdonc: 2 < Upy1 < Ugyz < 2,5
donc:1 <2< Uk SU2 < 25<K<3d0U: T K Upyq S Uy <3
par conséquent Py 1 est vraie.

Conclusion
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que,
vn € N, P, est vraie, autrementdit:Vn € N, 1 < u,, < u,41 < 3.
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4. En déduire que (u,) est convergente et déterminer sa limite.

e pour toutn € N, u,, < u,4+, donc (u,,) est croissante
e pour tout n € N, u,, < 3 donc (u,) est majorée par la constante 3

Il est important de traiter séparément les deux conséquences de
«VneN, 1<y, <up <3»

La suite (u,) est croissante et majorée donc d’apres le théoreme de
convergence monotone elle est convergente.
Notons ¥ sa limite et rappelons que, pour toutn € N :
3u, +1
Unit = T *)
On ad’une part : nl_iHloo(n + 1) = +oo donc
nl—iHloo Unt1 = Nl—i>r-|r-loo Un = ¢
et d’autre part,ona:
ngrpm(3un +1)=32+1et ngrpw(un +1)=¢+1
donc par limite d’'un quotient :
o 3u,+1 3¢+1
im =
n-+oo U, + 1 £+1
Par passage a la limite de I'égalité (*) on obtient :
34+1
f+1
+1)=3¢+1
P+£-3¢—-1=0

2 —-2¢0-1
donc £ est solution de I’équation x> — 2x — 1 = 0.
x*—2x —lestdelaformeax®+ bx +caveca=1,b = -2,

¢ = —1, de discriminant
A=b?>—4ac=(-2)>-41D(-1)=4+4=8
VE=VB=VAX2=VAx2=2V2

A > 0 donc x? — 2x — 1 admet deux racines réelles distiinctes :

—b—VA _+2-2V2 _2(1-v2) _

PR i 1-vV2~-04
—b+VA +2+2v2 2(1++2
. = _ _20V2) L g
2a 2(1) 2

Or, par passage a la limite des inégalités de la question 3. on obtient
1 < £ < 3 donc x4 est rejeté et x, est accepté.

Finalement: £ = 1 + /2.

Pour toutn € N, on pose :

4n+ 3
u, =
" o n+1
En revenant a la définition d’une limite démontrer que lim u, = 4.
n—+oo
Corrigé
Question :

«Ve>0,In, € Ntelque : Vn € N,sin > ng alors |u, —4| < e»?

4n+ 3 4|_|4n+3 4(n+1)_|4n+3—4(n+1)

n+1 n+1 n+1 n+1
_4n+3—4n—4|_|—1 _| 1
B n+1 Cn+ 1l n+1
Or,pourx < 0Oona:|x| =—xdonc:
1 _ ( 1 )_ 1
n+1l n+1) n+1

Dire : |u, — 4| < € revient donc a dire :ﬁ < g, Cest-a-diren+1 >§
ou encoren > i —1.

Notons n, le premier entier naturel strictement plus grand que i —1.

Soitn € Ntelquen >ny:ona:n > ngyetn, >§—1 doncn >§—1

doncn+1 >§> 0 puis ﬁ<£etenfin lu, — 4| < e.

Résumons

Ve > 0, il existe ng € N, n, est le plus petit entier naturel strictement plus
1

grand que ;—1te|que:Vn ENn>ny = |u,—4l<e

ce qui montre que lim u, = 4.
n—+oo
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m On pose uy = 10 et, pourtoutn e N:u,,; = 1, 5u, + 3. en multipliant par 1,5 > 0 on obtient : 1,5u;, < 1,5uj41
puis en ajoutant 3 : 1,5u;, + 3 < 1,5u,41 + 3

1. Calculer u, puis démontrer par récurrence que (u,,) est croissante. S i
c’est-a-dire : Uy 41 < Ugy donc Py, 4 estvraie.

2. Ecrire un programme Python qui demande a l'utilisateur d’entrer un
réel A puis affiche le premier entier naturel n tel que, pour tout
entier naturel n, si n > ng alors u,, > A. (en admettant qu’un tel
n, existe)

Conclusion
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que,
pour toutn € N, P, est vraie autrement dit : Vn € N, u,, < 14,41

ce qui montre que la suite (u,,) est croissante
3. Démontrer par récurrence que : Vn € N,u, = 16 X 1,5™ — 6. . oy e , 3 )
2. Programme Python qui demande a I'utilisateur d’entrer un réel A puis

affiche le premier entier naturel n, tel que, pour tout n € N, si
n > ng alors u,, > A (en admettant qu’un tel n, existe)

En déduire que :
VAER,Iny € Ntelque:VYn € N,sin > ngalorsu,, > A

Corrigé A=eval(input("réel A="))
uy=10etvneN, u,,4, =1,5u, + 3 U=10
NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP ORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP
- DNDITIS wxee Dfoer Son +povg sre =+ [  n=0
Graphl Graph2 Graph3 i - 5 —A-
TYPE: SUITE() SUITE(n+2) - 4 while U<=A:
nMin=0 : 30 U=1.5*U+3
u(0)E10 d o |diss W I
u(1)= § |1i2628 print(“ne=",n)
iwwvin+l)= 3 404.06
v(B)= 4 609.09
vi(l)= 10 916,64 3. Démontrer par récurrence que :Vn € N,u, =16 x 1,5" — 6.
bbb n=0 vn € N on consideére la proposition B, : « u,, = 16 X 1,5" — 6 »
1. Calculer u; puis démontrer par récurrence que (u,,) est croissante. y initiali=soation _
u;=15xXu,+3=15%x10+3=15+3 =18 16 Xx1,5°—-6=16%Xx1—-6 =10 = uy : P, est vraie
u; =18 * hérédité
Pour tout n € N, on considére la proposition P, : « U, < Up4q » Soit k € N tel que Py : « u = 16 x 1,5% — 6 » est vraie (hypothése
T de récurrence), montrons que Py q : « Uppq = 16 X 1,557 — 6 » est
initialisation vraie
Ona:10 € 18,0ruy, = 10 et u; = 18,donc uy < u;4 : Py est vraie. Ona:uy, = 16 X 1,5% — 6 (H.R).
hérédité En multipliant pat 1,5 on obtient :
Soit k € N tel que Py, : « u, < ug4q » est vraie (hypothese de 1,5u, = 1,5(16 x 1,5% — 6)
récurrence), montrons que Py,q @ « Up;q1 < Ugyo » €stvraie. 1,5u, = 16 x 1,5%*1 —15x 6
On a: uy < Ugsq (hypothése de récurrence) 1,5u, = 16 x 1,51 —9
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Puis en ajoutant 3 :

1,5u, +3 =16 x 1,5t -9 + 3
Upsr = 16 X 1,5¥1 — 6

Par conséquent Py, est vraie.

Conclusion

Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que

pour tout n € N, P, est vraie autrement dit :
vneNu,=16x1,5"—-6

En déduire que :
VA € R, il existe ng € N tel que : Yn € N, sin > ny alors u,, > A.

1,5> 1or,sig > 1alors lirP q" = +oodonc lim 1,5" = +o0
n—->+0oo

n—-+oo
d’ou lirP (16 x 1,5™) = 400 puis par limite d’'une différence :
n—->+o0o
lim (16 x 1,5™ — 6) = 0 autrement dit: lim wu, = +oo.
n-+oo n-+o

En revenant a la définition de la divergence vers +oo0 on obtient :
VA € R, il existeny € Ntelque:Vn € N,sin > nyalorsu, > A
ce qui est précisément ce que nous devions justifier.
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[d’aprés bac]

Onposeuy =vyg=1let:Vvne N,u,,; = u, +v, et v,,1 = 2u, +v,.

On admet que pourtoutn € N,u,, > 1etv, > 1.
1. Calculer u; et v,.
2. Déterminer le sens de variation de (u,,).

3. Démontrer par récurrenceque:Vn € N,u, >n+ 1.
En déduire la limite de (u,,).

4. Justifier que : « pour tout réel 4, il existe ny € N tel que : pour tout

n € N, sin > ngyalorsu,, > A ». Le programme Python suivant

demande d’entrer A puis détermine le plus petit entier naturel n :

el 3
A=eval(input("A="))
n=90
while

U,V=

n=n+1
print("ne=",n)

Recopier sur la copie, en les complétant, les lignes 4 et 5
puis a I'aide de ce programme, déterminer le plus petit n
correspondanta A =1 000 000.

Corrigé
Ug=v9g=1,vne N u,,s =u, +v, et v,,1 =2u, +v,
pourtoutn e N, u, >1etv, > 1

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP
DEUXIEME CONDITION SI NECESSAIRE APP SUR + POUR &Tb
Graphli Graph2 Graph3 v
TYPE: SUITE(n) SUITE(n+2) é
nMin=0 ?
1u(n+1)Bu(n)+v(n) it
u(0)B1 99
= 169 239
u(1) 4g | 577
Bv(n+1)B2u(n)+vin) 985 1393
vip)El 2378 | 3363
vi1)= 5741 | 8149
~win+l)=

Calculer uq et v4.
u1:u0+v0:1+1:z v1:2u0+v0:2(1)+1:3

Déterminer le sens de variation de la suite (u,,).
Soitne€N,ona:upy1 —up,=u, +v,—u, =v, > 1.

Pour toutn € N, u,,,; —u, > 0 donc (u,) est strictement croissante.
Démontrer par récurrence que : pourtoutn € N,u, >n+ 1.

En déduire la limite de (u,,).

Pour tout n € N on considére la proposition P, : « u, >n+ 1 ».

e initialisation

ug=1et0+1=1doncuy > 0+ 1, P, est vraie

* hérédité

Soit k € N tel que Py : « u, > k + 1 » est vraie (hypothése de
récurrence), montrons que Py 1 : « Upyq = k + 2 » est vraie.
Ona:u, > k + 1 (hypothese de récurrence) et v, > 1.

En ajoutant membre a membre, on obtient: u, + v, > (k+ 1) + 1,
c’est-a-dire : ux4q > k + 2, donc Py, est vraie.

conclusion
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que,
pour toutn € N, P, est vraie, autrementdit:Vvn € N,u,, > n + 1.

Par limite d’'une somme on a immédiatement : lim (n+ 1) = +oo.
n—-+oo

vneNu, >n+1
Ona 1\ jim (n+1) = 4o donc d’apres le théoreme de
n—+oo

comparaison on en déduit : lim wu,, = +oo.
n—+oo

La suite (u,) diverge vers +o, en revenant a la définition d’une limite
on obtient

« pour tout réel 4, il existe ny € N tel que : pour toutn € N, sin > n,
alorsu, > A ».

Ligne4 while U<=A: Ligne 5 U,V=U+V,2*U+V

Pour 4 = 1000 000 on obtient ng = 16. 15 470832 | Ge58E
vérification avec la calculatrice : 16 1.61E

u(16)=1136689
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[d’aprés bac]
On pose vy = 0 et pourtoutn € N :
1

2—-v,

Vn+1 =

1. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul,

ona:0<v,<1.

b. Démontrer que, pour tout entier naturel n :
(vn B 1)2

v —VUn =
n+1 n z_vn

c. Démontrer que (v,,) est convergente.

2. Pourtoutn € N, on pose:
1

v,—1

w, =

Démontrer que (w,,) est arithmétique, en préciser la raison et le
premier terme, exprimer w,, puis v,, en fonction de n.

3. Déterminer lim v,,.
n—-+o

Justifier que : « pour tout réel € > 0, il existe ny € N tel que :

vn €N, sin > nyalors |v, — 1| < &e».

Déterminer le plus petit de ces entiers ny en fonction de &.

Corrigé
On pose vy = 0 et pourtoutn € N :
1
D =
n+1 2 _ vn

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP
DEUXIEME CONDITION SI NECESSAIRE APP SUR + POUR &Tb1

W

1
-2
3
Y

5

Graphl Groph2 Graph3 L v
TYPE: SUITE(M) SUITE(n+2) |W 0
u(1)= 1 3
wn+1)B5505y 2 Z
v(D)E0 3 3
v(l)= 4
- 1 y |
W(n+DB o 5
w(0)B

w(l)= n=0

1. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul,

ona:0<v,<1.
Pour toutn € N \ {0} on considere la proposition
P,:«0<v, <1n»

e initialisation (pourn = 1 et nonn = 0)

1 11
T Ty, T 2-0 2

Ona:0<%<1donc0<v1<1:P1estvraie.

e hérédité

Soit k € N\ {0} tel que Py : « 0 < v, < 1 » est vraie (hypothése de
récurrence) et montrons que Py,q : « 0 < v < 1 » est vraie.
Ona:0 < v, <1(H.R.)doncen multipliant pat —1 < 0:

0> —v, >—1,puisenajoutant1:2>2 -7y, > 1

Les nombre %, 2 — v, et 1 sont non nuls et de méme signe donc en
prenant peurs inverses on inverse le sens de la relation d’ordre :

11 _1
2 2-v, 1
1< 1 <1
@—
22—,

1
0< 5 < k1 < 1
Py, 1 est vraie.

Conclusion

Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence
que, pour tout n € N \ {0}, P, est vraie, autrement dit :

vneN, 0<v, <1

Démontrer que, pour tout entier naturel n :

(vn_l)z
vn+1_vn:2_—vn
Soitn € N,ona:
1 1 v, (2 —vy)
v"H_v":Z—vn_v":Z—vn_ 2 —v,
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_ 1—v,(2 —vp) _ 1-2v, + vnz _ (Un)z - Z(Un)(l) + (1)2

2—v, B 2—v, 2—v,
(vn - 1)2
 2-v,
On a donc bien :
(v, — 1)
Vn € N'vn+1 -V, = Zn——‘l)n

c. Démontrer que la suite (v,,) est convergente.
eonamontréena.que:Vn € N, 0 <v, <1,etcommev, =0
ona:vn €N, 0 < v, < 1donc lasuite (v,) est majorée par la
constante 1
* Ona montré en b. que:

(vn - 1)2

2—-v,

or,(v,—1)>*>0et2—wv, >0doncv,,; — v, > 0.

vn € N, v, .1 — v, > 0 donc la suite (v,) est croissante

vne N, v, — v, =

La suite (v,) est croissante et majorée donc d’apres le théoreme
de convergence monotone elle est convergente.

2. Pourtoutn € N, on pose:

1
v,—1
Démontrer que (w,,) est arithmétique, en préciser la raison et le
premier terme, exprimer w,, puis v,, en fonction de n.

Soitn € N,ona:

1 1 1 1
Wn+1 Wn - vn+1 _ 1 vn _ 1 - 1

w, =

v, —1
Z—Un_l "
1 1 1 1

1 2-v, v,-1 1-Q2-v,) v,—1

2—v, 2-v,
2—v, 1

2—v,

_2-y 1 1-w

:—1+vn v, —1

vn—l_vn—l_vn—l

vn € N, w,,,; —w, = —1 et —1 est une constante donc la suite
(w,,) est arithmétique de raison (—1).
Ona:
1 1
Wo = 3T 1
et pourtoutn € N :
wp=wy+nr=—-1+nx(-1)=-n-1
Résumons:vVn € Nyw,, = —n—1.
Or
1
W, =
"oy, -1
1 1
v,—1=—
n Wn
+1 !
v —_— — = —
"w, n+1
Résumons :
1

vneNv, =1———
n n+1

3. Déterminer lim v,,.

n—-+o
Justifier que : « pour tout réel ¢ > 0, il existe ny € N tel que :

vn € N, sin > nyalors |v, — 1| < € ».

Déterminer le plus petit de ces entiers n, en fonction de «.

On a: lim (n+ 1) = +o donc par limite d’un quotient
n—-+oo

lim =
no+ton + 1
puis par limite d’une différence :
1
lim <1 — ) =1
n—-+oo n+1

Conclusion: lim v, = 1.
n—->+oo

En revenant a la définition d’une limite, et du fait que (u,) converge
vers 1, on peut affirmer que : « pour tout réel € > 0, il existe n, € N
tel que:Vn € N, sin > ny alors |v, — 1] < € ».
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Recherche

vy —1) = |1 - — 1| ‘ ! ‘ !
Vn B n+1 |l n+1l n+1
. . T 1

dire que |v,, — 1| < € revient a dlrem <¢

1
n+1>-
£
1
n>—-—-—1
£

1
Notons ng le plus petit entier naturel strictement plus grand que — —1.
&

Soitn € N tel que n > n,.
1
Ona:n >ngetng >§—1doncn>§—1,doncn+1 >;

On obtient alors :
1

n+1
1

n+1

1——-1
[ n+1 I<e
v, — 1| < ¢

Onadonc:Ve > 0,3n,y € N (ng plus petit entier naturel strictement

<ég

<g

1
supérieur a - —1 convient) telque:Vn EN,n > ny = |v, — 1| < &.
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