I [Classique] a, b et ¢ sont trois réels strictement positifs, (a — b)* (b —¢)? (C —a)?

comparer : —_ab be ca
1 1 1
_a+b+c o8 3(5+5+z)
B 3 et 1 n 1 n 1 Puis on montre facilement que ce quotient est positif ou nul.
a'b'¢c
Conclusion :
Corrigé E —F >0, autrement dit E > F.
Pour a, b et c strictement positifs, on a : }
¢ autre méthode
E—-F 1
a+b+c 3 Pour tout x > 0, on pose f(x) =x+;,a|ors:
3 1,11 a b c
aThTC F)+r(@)+r@)-
( +b+)(1+1+1)—9 bob= 1. 1.1
A R I 3(z+p+2)
T
2
a b b ,c, c, c ey g Lo xT=1 x4+ DE-1)
_1+b+ +a+1+c+a+b+E_9 fl)=1-S=——= p
3 (1 + 1 + l) f'(x) est du signe de x — 1, donc négatif sur ]0; 1] et positif sur [1; +oo]
b c . q - 1 0-
a b b ML C,a ¢ par consequentf admet pour minimum f(1) sur ]0; 4+oo|.
_b a Cl bl a1 c (%) Or, f(l)—1+—=2dochx>0f(x) > 2,dou:
3(z+5+2) c
()27 () > 200 (7) >2
* Méthode proposée par Loic P. a b c . a b c
a b a*> b?> a*+b* (a—b) +2ab (a-—b)? donc:f(;)+f(;)+f(;)>6|.e.:f(;)+f(;)+f(;)—6>0
b + a_ab + ab _ _ ab ab " ab +2 et comme le dénominateur de (*) est strictement positif on en déduit :
De méme : a b c\
2 2 f(b)+f(c)+f(a)
b+c_(b—c) 42 tc_l_a_(c—a) 42 T 1 1 >0
c b b e T T 3(“"5‘*“)
Donc, en remplagant dans (*) : Conclusion :
E-F E —F >0, autrementditE > F.
(a = b)? b—-0c)? (c a)
_ab t2+ g bc +t2+ t2-6 Complément :
3(1_}_%4_1) E=Fe(@-b)?*=0b-c)*=(c—-a)’=0a=b=c
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m x et y sont deux réels strictement positifs vérifiant
xy =1, on pose:

x Y
E(x,y) =
(%) 1+y+1+x

Pour quel(s) couple(s) (x,y) I'expression E (x, y) est-elle minimale et
gue vaut cette valeur minimale ?

Corrigé
Soient x et y deux réels strictement positifs tels que xy = 1,

1 .
ona:y=—,puis:

1 1 ) 1
X X ~ X x X ~
y = + X = + X = + X
I+y 1+4x 4, 14x x+1 14x x41 x+1
x
1 x3+1
B S s SORE S S ST Sl G O
S 14+x  1+x  x 1+x x(x+1) x(x+1)

Or,Va € R,Vb € R,ona:a®>— b3 = (a—b)(a®+ ab + b*) doncla
derniere expression est égale a :

= (EDDE*+x(-D+(-1)?) (x+DE*-x+1) x*-x+1

x(x+1) x(x+1) X
Pour tout x > 0, on pose :

x2—x+1

fo ==

La fonction f est dérivable sur ]0; +oo[.

u\' uv—7v'u
Rappe| : (;) = T
) Cx—1Dx)—1(x%?—x+1)
f'x) = >
X
, 2x2—x—x*4+x—-1
f100) = -

x> -1
x2
, x+Dxx-1
fre =—=5
Comme x + 1 > 0 et x*> > 0 sur ]0; +oo[, le signe de f'(x) est celui de
x — 1, onen déduit que f'(x) < 0sur]0;1[, f'(1) =0et f'(x) > 0 sur
]1: 4+oo[ donc f est strictement décroissante sur ]0; 1] et strictement

f'x) =

croissante sur [1; +oo].
Or:
12—1+1 _

fQ)=——F—=1

donc f(x) atteint sa valeur minimale 1 en x = 1 (seulement),
1
etonaalors:y =1= 1.

La valeur minimale de E(x,y)avecx > 0,y > 0etxy = 1est1,
elle est atteinte pour (x,y) = (1,1).
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x et y sont deux réels et on pose :

E(x,y) =x*+y*—2x —4y + 10
Quelle est la valeur minimale de E(x, y) et pour quel(s) couple(s)
est-elle atteinte ?

Corrigé (défi trouvé par Ouliana M.)
Pour tous réels x et y,on a:
E(x,y)
=x*+y*—2x —4y + 10
=x*—2x+y?—4y+10
=x—-1)2-1+(@p—-2)?2-4+10
=(x-1)2%+(@y—-2)+5
Or:(x—1)2>0et(y—2)2>0,donc: (x—1)>+ (y —2)? >0,
puis: (x — 1)2 + (y — 2)2 + 5 > 5 autrement dit : E(x,y) > 5.

De plus :

E(x,y) =5 x-1)2+(y—-2)*+5=5

e (x—-1)%+ (y—2)? =0<={;:;28®(x,y) =(1,2)
Conclusion

La valeur minimale de E (x,y) est 5, atteinte pour le couple : (1,2).
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PSR [grand classique] m On note C la courbe représentative dans un repere

x, y et z sont des réels strictement positifs tels que xyz = 1, orthonormé de la fonction inverse f définie sur R* par:
calculer : 1
X y VA f(x) = ;
xy+x+1 * yz+y+1 * zx+z+1 On se donne trois réels non nuls deux a deux distincts a, b et ¢, on

note respectivement A, B et C les points de C d’abscisses respectives

Corrigé (défi trouvé par Loic P.) o
a, b etc, ainsi:

Pour x, y et z réels strictement positifs tels que xyz = 1,on a:

1 1 1
X + Y + z A(a;—),B(b;—) etC(c;—)
xy+x+1 yz+y+1 zx+z+1 a b ¢
~ X Y X x Z X xy 1. Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
Taxy+x+1 + (yz+y+1) xx + (zx +z+ 1) xxy 2. LU'orthocentre H du triangle ABC appartient-il toujoursa C ?
Si oui le démontrer, sinon trouver un contre-exemple.
B X N xy N xyz
T xy+x+1 xyz+xy+x o xyzx +xyz+xy Figure illustrative :
X X 1
= + LA
xy+x+1 14+xy+x 1x+1+xy
X X 1
= + LA—
xy+x+1 xy+x+1 xy+x+1
_x+xy+1
Cxy+ax+1
_xy+x+1
Cxy+x+1
=1
Résumons :
x y z C

=1
xy+x+1+yz+y+1+zx+z+1

Remarque : la courbe de f est un exemple d’hyperbole.
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Corrigé proposé par le prof

1. Onaleséquivalences: A, B et C sont alignés & AB et AC sont

colinéaires det(ﬁ, E) = 0.Or, AB a pour coordonnées :

_ b—a b—a b—a

5 4 b a ab ab ab
et AC a pour coordonnées :
c—a
()
ac
det(ﬁ, E)

b—a c—a
a—b a—¢

donc:

ab ac
a—c a—>b
=(b—a)Xx —(c—a)x
ac ab
_b-a)a-c) (c—a)(a—b)
B ac B ab
_b-a)a—c) (a—c)b—a)
B ac B ab
_b-a)la—c)b (a—c)b—a)
B abc B abc
_b-a)la—c)b—(a—c)b—a)
B abc
_b-a)a—c)(b—c)
B abc
_(a=b)(b—-c)(c—a)
B abc

Orba—b+0,b—c+0etc—a#0,
donc (a — b)(b — ¢)(c — a) # 0 par conséquent : det(ﬁ,ﬁ) # 0
Conclusion : les points A, B et C ne sont pas alignés.

* Notons hy la hauteur issue de A du triangle ABC

BC est un vecteur normal & h, et A € h, donc, pour tout M (x; y) du

plan on a I'équivalence :
MEhA@m-ﬁ=O®xmxﬁ+ymyﬁ=0

__,/Xx—a _,fc—Db
Or,AM(y_i)etBC<1_1>doncM(x;y)EhAssi:
a c b
INn/1 1
G-ae-n+(y=2)(;-7) =0
& (x —a)( b)+c_b< 1)—0
x—a)(c e y 2=
1 - b—oc)b
(:)y__:(x a)( c)bc
a c—b

1
@yzbc(x—a)+a
Par permutation circulaire, I’équation réduite de la hauteur hg issue de
1
B du triangle ABC est:y = ca(x — b) + .

Le couple coordonnées de H est donc le couple solution du systeme
d’inconnue (x,y) :

1 1
y=bc(x—a)+a y=bc(x—a)+a

1< 1 1
y=ca(x—b)+z bc(x—a)+a=ca(x—b)+z
( 1
y=bc(x—a)+a
=3 1 1
bc(x —a) —ca(x—b) =———
\ b a

1 1
( y=bc(x —a)+— y=bc(x—a)+—
P a o a—z

a —
\(bc —ca)x —abc + abc = —— c(b—a)x =
ab

ab
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( 1 ( 1
y=bc(x—a)+a y=bc(x—a)+a
-] A
(b —a)x =—7 X = abc(b — a)
( 1 1 1
y=bc(x—a)+— y=bc<———a>+—
PN a o) abc a
_ 1 _ 1
\  abc \ X =" abe
( 1 1
y:———abc-}-— y=—abc
=X a 1 PR 1
—_ X =———
L x = Zbe abc
Donc:
(=5 s —ave)
abc’ apc
D'ou:
11 e
o _ L L T
abc abc

1
On constate que y, = . donc H € C.
H

Conclusion :
L’orthocentre H du triangle ABC appartient toujours a C.

DI On considere I’équation (E) :
e?* +(1-2m)e*+m*—m=20

d’inconnue réelle x ou m est un parametre réel.
Discuter, suivant les valeurs de m, de I'existence et du nombre de
solution(s) de (E).

Corrigé (défi trouvé par Ouliana M.)
L’équation (E) s’écrit aussi: (e¥)? + (1 — 2m)e* + m* —m =0
puisenposant X = e*: X*+ (1 - 2m)X + m*—m = 0.
X?+ (1 -2m)X + m* — mestde laforme aX?+ bX + caveca =1,
b =1-2metc=m?—m,dediscriminant:
A, = (1-2m)? — 4(1)(m? — m)
=1—4m+4m? —4m? +4m=1
A,, > 0 donc X% + (1 — 2m)X + m? — m admet deux racines réelles
distinctes :

—b— A, -(1-2m)—1 -2+2m

X, = —m—1
1 2a 2(1) 2 m
P R N L S
2= "0 T 20 2 -m

Or,X =e* donc:e* =moue* =m-—1.
Procédons par disjonction de cas :

esim < 0, alors e¥ = m estimpossibleetm —1 < —1 < 0 donc
e®* = m — 1 n’a pas de solution, par conséquent (E) n’a pas de solution

esi0 <mg1,alors:
— d’une part: e* =m @ e* = "™ o x = In(m)
— d’'autre part: m — 1 < 0 donc e* = m — 1 n’a pas de solution,

Résumons : (E) admet une unique solution : In(m).

esim>1,alors:

— d’une part: e* =m @ e* = "™ < x = In(m)

— d’autrepart:m —1>0donce* =m — 1 & e* = elnm-1
©x=In(m-1)

Finalement I’équation (E) admet deux solutions distinctes : In(m) et
In(m — 1).
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Bilan

e sim < 0 :aucune solution dans R
*si0 <m < 1:uneunique solution (In(m) )
e sim > 1: deux solutions réelles distinctes, ( In(m) et In(m — 1))

DIily/ Soient a et b deux constantes réelles, on considere la suite
(u,,) définie paruy = 0,u; = a — b et, pourtoutn € N :
Uiz = (@ + b)uyyy — abu,

1. Calculer u, et us.
2. Emettre une conjecture sur la forme explicite de u,,, n € N.
3. Démontrer cette conjecture.

Corrigé
Uy =0,uy =a—b,VEN, up,, = (a+ b)u,;1 — abu,.

1. u, = (a + b)u; —abug = (a+ b)(a—b) —ab(0) = a? — b?
uz; = (a + b)u, — abu; = (a + b)(a? — b*) —ab(a — b)
= a3 —ab? +a?b — b3 —a’b + ab? = a3 - b3
Résumons :

u, = a* — b*
us; = a3 - b3

2. Remarquons que:

Ug=0=1—-1=a" - p°
uy=a—-b=a'-pt

u, = a? — b?

uz; = a3 — b3

Conjecture: « Vn € N,u,, = a"™ — b™ ».

— n n
. u,=a*—»b
3. Pourtoutn € N, on note P, la proposition : « { i
Up+1 = A

e initialisation

1__bn+1»'

D'unepart:a® —b°=1—-1=0,0ruy, = 0doncuy, = a’ — b°

etdautrepart:a' — b =a—b = u,.
0 0

u,=a —b
Onadonc:{ 0

_ 1 _ ,q autrement dit P, est vraie.
u=a —>b

e hérédité
Soit k € N tel que Py, est vraie, c’est-a-dire tel que :

w, = ak — bk
Upyq = ak*tl _ pk+1
et montrons que Py, ; est vraie c’est-a-dire que :

Upy1 = ak*tl _ pk+1
Uy = ak+2 _ bk+2

k+1 _ pk+1 est assurée par I’hypothése de

k+2 __ bk+2

L'égalité up,1 = a
récurrence donc Il suffit de montrer que : u,, = a
Ona:

Uk +2

= (a + b)ug,1 — abuy,

= (a + b)(a*** — b**1) — ab(a* — b¥)

— ak+2 _ abk+1 + bak+1 _ bk+2 _ ak+1b + abk+1

— ak+2 _ bk+2

Résumons : Uy, = akt? — pk+2,

Ona:

— k+1 _ pk+1
{uk+1'— a“"t—b

k+2 k+2
Ugsz = a7 °—Db

autrement dit Py, est vraie.
Conclusion :

Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que,
pour tout n € N, B, est vraie, autrement dit : Vn € N,u,, = a™ — b™.
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DIk On pose : A = 20252026 et B = 20262025,
Cocher la bonne réponse :
LOA<B JA=B LOA>B

Corrigé (défi trouvé par Ouliana M.)

Recherche :
In(A4) = In(20252°26) = 2026 X In(2025)
In(B) = 1n(20262°%25) = 2025 X In(2026)
In(2025)  1n(2026) ) o
Comparer : et permettrait, en multipliant chaque
2025 2026

membre par 2025 X 2026, de comparer In(A) et In(B)...

Soit f définie sur ]0; +oo [ par f(x) = %
f est dérivable sur ]0; +oo[.
wy' u'v—-v'u 1
Rappel : (=) =———  (In(0)' ==
% v x
1
, 2 XX - 1 X In(x)
fx) = 5
x
, 1 —In(x)
f'(x) = T

Un carré est toujours positif ou nul donc le signe de f'(x) est celui de son

numérateur : 1 — In(x).

Pour x > 0 on a les équivalences :

1-In(x)>0o1>In(x)en(e) >In(x) @e>xox<e

On en déduit que f est strictement décroissante sur [e; +oo[.

Or, 2025 < 2026 avec 2025 et 2026 appartiennant a l'intervalle [e; +oo [
sur lequel f est strictement décroissante donc inverse strictement le sens

des relations d’ordre, par conséquent : f(2025) > f(2026),

autrement dit :
In(2025) S In(2026)
2025 2026

IN(2925) 2025 x 2026 > 2228 9025 x 2026
2025 2026

& 20261n(2025) > 20251n(2026)

& 1n(20252026) > n(20262°25)
& 20252026 > 20262025

Onadonc: A4 > B, c'est la case correspondante qu’il convient de cocher.

Complément
2025720286

~ 6.56.100%

5 20262025

~ 8.81-10°0%

... ce qui est en accord avec A > B.
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DI [grand classique] Donc:

. . 100 101 100 100
On pose : A_Zl 21_1+Zl Zl_l_ 1
S = 2 Lk Lk 1T Lk k" 101
A= Z Ty etB= Z oo 100 k=2 k=2
£ fe(ke +1) £ k(e +1)(k +2) I L1t _ 1 _101-1_100
Bl k 101 = 101 101 ~ 101
1. Calculde 4 k=2 k=2
a. Déterminer deux constantes a et b telles que : Conclusion :
a b 4 - 100

vx e R\ {-1;,0}, ——=———— =J01
x \ }x(x+1) x x+1 101

Avec GeoGebra :

b. Calculer A.
Somme(1/(k(k+1)), k, 1, 100)
2. Calculer B.
» 100
Corrigé (défi trouvé par Laura F.C.) 101
1. a. Pourx € R\ {-1;0},0ona: 2. VkeN*ona:
1 x+1l-x  x+1 X 1 1 k(k+1§(k+2)
x(x+1)  x(x+1) x(x+1) x(x+1) x x+1 K42 —k
donca =1etb =1 convient,etona: =k(k+1)(k+2)
vx € R\ (- 1;0) 11 ~ k+2 k
YERNGCLOY AT DT x+1 Tkk+ Dk +2) k(k+ Dk +2)
b. Ona: _ 1 B 1
A_f 1 —f(l 1 )_1001 120(:) 1 T ktk+1) (k+D(k+2)
T Llkk+ ) Lk k+1) T Lk Lk+1 donc:
k=1 k=1 k=1 k=1

Or,enposantk +1=j:
lorsque k =1, j = 2 et lorsque k = 100, j = 101,
donc:

k=1 ]=2 k=2

100 100

2 1
;k(k TDk+2) kzl(k(k +1) (k+ D+ 2))
_100 100 -

1 1
:kzzlk(k+1)_;(k+1)(k+2)
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Or,enposantk+1=j,ona:k+2=j+1,
lorsquek =1,j = 2 etlorsque k = 100, = 101

donc:
100 100
D WD D
Lik(k+1) Li(k+1)(k+2)
100 101
= TS G
L k(k+1) jzzj(] +1)
100 100
_ Z 1 Z 1 1 N 1
C Lik(k+1) \Ljg+1) 2 101x102
k=1 j=1
100 100
_ Z 1 Z 1 4 1 1
Lak(k +1) k=1j(j +1) 2 101x102
100 100
_ Z 1 z 1 N 1 1
C Lik(k+1) k(k+1) 2 101x102
k=1 k=1
100 100
_z 1 Z 1 +101><102—2
S Lik(k+1) Lik(k+1) " 2x101%102
_ 2575
5151
Conclusion :
2575
5151
Avec GeoGebra :
| nnnnn F 3 il AN LW L 4 400
) I LJUIIIIIIC\ £ \r\\r\T{}\r\TL}'], LA | - JL.H.J)I
: I ACTLE
i . aJd i Jg
| 5151

DI [grand classique]

e montrer que, pour tous réels x et y : x% + y? > 2xy.
e en déduire que, pour tous réels a, b et c positifs ou nuls :

(a+b)(b+c)(c+a)>8abc

Corrigé (défi trouvé par Laura F.C.)
e soient x et y des réels, le carré d’un réel étant toujours positif ou
nulona:
x—y)2>20ex*-2xy+y? >0 x*+y*>2xy
Conclusion : Vx € R,Vy € R, x%? + y? > 2xy.
e Soient a, b et c trois réels positifs ou nul, I'inégalité précédente
donne, en posant x = Vaety =+b:
2 2
(Va)’ + (Vb)" » 2vavb & a + b > 2vavh ()
Par permutation circulaire, on obtient :

b+ c > 2VbVc (x%) et ¢+ a > 2v/cva (x#%)
On a déduit de (*), (*¥*) et (¥**) que :

(a+b)x (b +c)x(c+a)>2vaVb x 2vbVe x 2VcVa

s (a+b)(b+c)(c+a)> 8(\/5)2(\/5)2(\/5)2
S (a+b)(b+c)(c+a) > 8abc
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DY EI [grand classique]

Démontrer par récurrence la formule du binbme de Newton :
n

(a+b)" = Z (Z) a™ kpk

k=0

Va € R,Vb € N,vn € N,

Corrigé (défi trouvé par Loic P.)

Pour tout n € N, on considere la proposition P, :
n

(a+b)" = Z (Z) a™ kpk

k=0
e initialisation

D’une part, (a + b)° = 1, et d’autre part :
0

Z(g)ao‘kbk=(8)a°b°=1xlxl=1

k=0
0

donc: (a+ b)° = z (0) a® *bk autrement dit P, est vraie.

k

k=0
e hérédité

Soit n € N tel que P, est vraie et montrons que P, est vraie.
Ona:

(a + b)”+1 (a+b)(a + b)* =ala+ b)*+ b(a+ b)"

= az (Z) a™*pk + b Z (Z) a™ kpk
k=0

k=0
— i (Z) an+1—kbk + i (Z) an—kbk+1 (*)
k=0 k=0

Enposantk +1 =j,quidonnek =j—1:
n—k=n—-((-1)=n—j+1=n+1-j

lorsquek =0,j =1etlorsquek =n,j=n+1

n n+1

Z (Z) akpk+1 — Z (j 7_1 1) att1-ipi

k=0 j=1
donc (*) devient :
n+1

z( qnHi-kpk 4 Z n+1—jbj

n+1

n
_ Z T gn+1-kpk Z n n+1-k pk
(1) +k=1(k—1)“

n) aH1kpk 4 Z (k f 1) a1k pk

) an+1—(n+1)bn+1

((Z) qn+i-kpk 4 (k f 1) an+1—kbk) 4 (Z) a®pn+l

— an+1 + Z ((Z) + (k E 1)) an+1—kbk + bn+1

k=1
n

a3

Or, d’apres Ia formule du triangle de Pascal on a:

(Z)+G) =%
donc (**) devient :

n
n+1 n+1 n+l1-kpk n+1
a + Z ( I ) a b* + b

)) an+1—kbk + bn+1 (**)
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_ (n + 1) qt1-0p0 4 i (n‘;(‘ 1) qti-kpk 4 pn+l

0

k=1

n+1

n+1 n+1-(n+1)pn+1 _ Z n+1 n+1-kpk
+ (n + 1) a b = ( K ) a b
k=0
Résumons :
n+1
n+1l _ n+1 n+1-kpk
(a+b) = Z ( I )a b

k=0

donc P,,,, est vraie.

Conclusion
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence

que, pour toutn € N, P, est vraie autrement dit :
n

vneN,(a+ b)" = Z (Z) a™ kpk
k=0

pI5{%b] Déduire de la formule du binbme de Newton que :

n

vn € N, Z(Z):zn

k=0

Corrigé (défi trouvé par Esteban E.)

Pour tout a et b réels, la formule du binbme de Newton s’écrit :
n

(a+b)" = Z (Z) a™ kpk

Poura = b = 1, on obtient : -
n n n
aear=y (e =Y @xaxi=Y ()
k=0 k=0 k=0

Conclusion :

vn €N, Z(Z):zn
PN E] Déduire de la formule du binome de Newton que :

vn € N*, i(—mk (’,;‘) =0
k=0

Corrigé (défi trouvé par Esteban E.)
Soienta,b € Retn € N*, d’aprés la formule du binbme de Newton

ona:
n
(a+b)" = Z (Z) a™ kpk
k=0
Poura = 1et b = —1 on obtient :
n n

(1+(-1)" = Z (Z) 1k (—1)k = Z (Z) x 1(=1)k

k=0 k=0

= 2,0 ()
k=0

or, (1+ (~=1))" = 0" = 0 (n € N*), donc :

vn e N*,zn:(—nk (;:) )
k=0
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M Déduire de la formule du bindme de Newton que :

n
vn € N*, z k (Z) =n2n1
k=1
Corrigé
Soitn € N, Vx € R, f(x) = (1 + x)™.

D’une part, en utilisant la formule (u™)’ = nu'u™"! on obtient :

ff)=nx1x@+x)"=n1+x)"?

D’autre part, la formule du bindme de Newton donne :
n n

a2 Y (et = (1)
k=0 k=0
autrement dit :
n
0= (3)
k=0
par conséquent :
n
Fre = (o) ke
k=1

En comparant les deux écriture obtenues pour f'(x) on obtient :

n

Vx € R, Z (Z) kx* 1t =n(1+x)"?
k=1
Pour x = 1 on obtient :

(Z) k11 = n(1 + 1)"1

D= T

(-

&
1l
[y

n

n
Conclusion: Vn € N*,Z (

k) k =n2"1
=1

Autre solution proposée par Loic C

. . n
Lemme lorsque les expressions existent,on a: k (k) = n(

Soitn € N*,ona:

n n
Zk Zn n—1 nz n—1

n
k=1 k=1 k=1
Enposantk —1 =j,quidonne k =j + 1,
sik=1,j=0etsik=n,j=n—1donc:
n n—-1 n—-1

02 (o) = (1) = 2 () e

k=1 =0 k=0

~.

n
n
Conclusion: Vn € N*,z (k) k =n2"1
k=1
O Preuve du Lemme:

n—1y _ (n—1)!
n(k—l)_nx(k—l)!((n—l)—(k—l))!
n(n —1)! B n(n—1)! n!

n—1
k—1

TG-DG-Bl G-Die-R
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D! Minimiser une distance
On note C la courbe représentative de la fonction exponentielle
x — e* dans un repére orthonormé du plan :

v A

M

1
¢ “ _

O xr

= X

Soit A(e? + 1;0) et M(x; e*) un point variable de C : pour quelle
position de M la distance AM est-elle minimale, ou ce qui revient au
méme, le carré de cette distance est-il minimal et que vaut cette
distance minimale ?

Corrigé (défi trouvé par Matthieu C.)
On est dans un repere orthonormé donc on peut appliquer la
formule de la distance, pour tout M(x;e*) E Cona:

AM = [ (xy — x)% + (Y — ¥a)?
AM? = (xy — x4)% + (yy — Ya)?
AM? = (x — (e? + 1))? + (e* — 0)?
AM? = x> —2(e? + Dx + (e2 +1)? + e**
Pourtoutx € R: f(x) = x* — 2(e? + Dx + (e? + 1)? + e?~.
f est dérivable sur R et pour tout rel x :
f'(x) =2x —2(e? + 1) + 2e**
f"(x) =2+ 4e* > 0donc f’ est croissante sur R.
or, f'(1) =2(1) —2(e? + 1) + 2e?W =2 —2e2 -2+ 2e%2=0

donc:six <1, f'(x) <Oetsix > 1, f'(x) > 0 par conséquent
f est strictement décroissante sur | — oo; 1] et est strictement
croissante sur [1; +oo[ donc atteint un minimum absolu en x = 1.
Or,
f(D)=12-2(2+1)x 1+ (e? +1)? + ¢*®
=1—-2e*?—2+e*+2e*+1+e?>=¢e*+e?
Conclusion :
la valeur minimale de AM est Ve* + e2, atteinte pour M(1;e).
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D Minimiser une distance
On note C la courbe représentative de la fonction logarithme
népérien x = In(x) dans un repére orthonormé du plan :

y A c
A
1%

M

»
O /1 T
On considére A(0; 1) et on note M (x;In(x)) un point variable de C :
pour quelle position de M la distance AM est-elle minimale, ou, ce

qui revient au méme, le carré de cette distance est-il minimal ?

Corrigé
On est dans un repere orthonormé donc on peut appliquer la

formule de la distance, pour tout M(x;In(x)) € Cona:

AM = \/(xM —x0)% + (Y — Ya)?
AM? = (xy — %)% + (i — ya)?
AM? = (x — 0)? + (In(x) — 1)?
AM? = x* + (In(x))? — 2In(x) + 1
Pour tout x > 0, on pose f(x) = x* + (In(x))? — 2In(x) + 1.

Rappel : (u?)' = 2u x u’ (In(x))’ :%
f'(x) =2x+21n(x)><1—2x1+0
X X
£100) = 22 + 21In(x) B z
X
f/(x) — 2x + ZIH(X) _;

100 = 2x%+2 Ln(x) -2

Pour x > 0, posons g(x) = 2x* + 2In(x) — 2.

1
g’(x)=2><2x+2><;—0
'"x) =4 +2
9'(x) = 4x +

2
Pour tout x > 0,4x > 0 et—> 0 donc g'(x) > 0 par conséquent g

est strictement croissante sur ]0; +oo].

Or,g(1) =2(1)*+2In(1)—2=2+2%x0-2=0.

En utilisant la stricte croissance de g sur ]0; +oo[ on en déduit que :
e sur]0;1[, g’'(x) < 0donc f'(x) < 0, donc f est strictement
décroissante sur ]0; 1]

e sur]1;+oo[, g'(x) > 0donc f'(x) > 0, donc f est strictement
croissante, on en déduit que f admet un minimum global en 1
(uniquement).

Or,

f() =124+ Un(1)?*-2In(1)+1=1402-2x0+1=2
Le point de C d’abscisse 1 a pour ordonnée : In(1) = 0.
Résumons :

La distance AM, M € C, est minimale lorsque M est en B(1;0),

cette distance minimale est V2.
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