Terminale Spé Maths Défis

Thiaude P.

Démontrons que : Yn € N, 8" — 5™ est un multiple de 3.

Corrigé
Pour tout entier naturel n, on considére la proposition B,: « 8" — 5™est un
multiple de 3 ».
e initialisation
Vérifions que P, : « 8% — 59 est un multiple de 3 » est vraie.
Ona:8°—5°=1-1=0=0x3donc8%— 5% est un multiple de 3 :
P, est donc vraie.
e hérédité
Soit k € N tel que P, : « 8% — 5% est un multiple de 3 » est vraie
(hypothese de récurrence)
Démontrons que Py : « 8¥t1 — 5k*+1 est un multiple de 3 » est vraie.
On a: 8% — 5% est un multiple de 3 (H.R.) donc il existe a € Z tel que
8k — 5k = 3¢, d’ou 8% = 3a + 5.
Ona:

gk+1l _ 5k+1 — g x 8k — 5 x 5% = 8(3a + 5%) — 5 x 5%

= 24a + 8 X 5% — 5 x 5% = 24q + 3 x 5% = 3(8a + 5%)

Il existe @’ € Z tel que 8%t — 5k+1 = 3¢/, 3 savoir a’ = 8a + 5%, donc
gk+1 — 5%+1 est un multiple de 3, autrement dit P, est vraie.

Conclusion

Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que,
pour tout n € Z, P, est vraie, autrement dit :

vn € N, 8" — 5™ est un multiple de 3.

bYi¥! Déterminer le sens de variation de (u,,) définie par et uy = 1 et:

(u,)?
vn e N u =
n+1 (un)2+1
Corrigé
2
x
Pourtout x € Ronpose: f(x) =
ur tou pose : f(x) =5 —

On a, pourtoutn € N, u,,,; = f(u,). La fonction f est définie et
dérivable sur R.

uy' uv-—-vu

Rappel : (;) = 17—2
u(x) = x? u'(x) = 2x
v(x) =x*+1 v'(x) = 2x

o 2x(x? +1) = 2x(x?)
[ = (x% + 1)

o 2x3 + 2x — 2x3
f&) ==y

, _ 2x
"0 =Gy

Un carré est toujours positif ou nul donc f'(x) est du signe de son
numérateur 2x, par conséquent f est croissante (strictement) sur
[0;+oo[.
Pour tout n € N, on considere la proposition B, : « 0 < Up4q < Uy »
e initialisation
Montrons que Py : « 0 < u; < ug » est vraie.

ug 12
TTuZ41 1241 2
Onadonc 0 < u; < ug autrement dit P, est vraie.

Ona: u

et ug =2

* hérédité
Soit k € N telque Py, : « 0 < up4q < Uy » estvraie (H.R.), démontrons
que P 1« 0 < Upyp < Ugqq »estvraie.Ona: 0 < ugyq <ug (H.R.)
Comme f est croissante sur [0; +oo [, elle conserve le sens de la relation
d’ordre sur cet intervalle, on en déduit : f(0) < f(u, + 1) < f(uy)
c’est-a-dire :
02

0Zr1 S Ugsn+1 S U+ 1

0 < Upsz < Uksr
Par conséquent P4 est vraie.
Conclusion
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que :
vn € N, P, est vraie autrementdit: Vn € N,0 < up4q < Uy
On en déduit en particulier que : Vn € N, u,,, 1 < u,, ce qui montre que la
suite (u,,) est décroissante.
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MSoit (uy,) tellequeuy=1etvne N, u,,; =u, +2n+ 1.
Démontrer que:Vn € N, u,, = n® + 1.

Corrigé

Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P,: « u, = n®>+ 1 ».

e initialisation

Vérifions que Py : « uy = 0% + 1 » est vraie.

U =1 =0+ 1= 0%+ 1donc P, est vraie.

e hérédité

soit k € N tel que P : « u, = k* + 1 » est vraie (hypothése de récurrence)
démontrons que Py, : « Upyq = (k+ 1)2 + 1 » est vraie.

u, =k*+ 1(H.R.)

En ajoutant 2k + 1 a chaque membre, on obtient :

u, +2k+1=k*+1+2k+1

~— ——’

Upsr = KP4+2k+1+1
Or,k*+ 2k +1 = (k + 1)*donc:
U1 = (k + 1)% + 1, autrement dit : P, est vraie.

Conclusion
Par principe de récurrence : Vn € N, P, est vraie autrement dit :
vneNu,=n*+1

m On consideére la suite (u,,) définie par: uy = 2 et pour toutn € N,
Uy1 =+/U, +7.Démontrerque:Vn € N,2 < u, < u,41 < 4.
En déduire le sens de variation de (u,,).

Corrigeé
Pour tout n € N on considére la proposition P, : « 2 < U, < Upyq < 4.

e initialisation

Ona:u;, =vV2+7=+9=3.

Comme 2 < uy < Uy < 4 onen déduit que P, est vraie.

e hérédité

Soit k € N telque Py, : « 2 < uy < Ugyq < 4 » estvraie (hypothese de

récurrence) et montrons que Pj 1 : €« 2 < Upqq < Ugyz < 4 » est vraie.
Ona:

2 < Uy < Ugy4q < 4 (H.R) donc en ajoutant 7 a chaque membre :
I Uy, +7< U +7<4+7

ISy, +7< U +7<11

La fonction racine carrée est croissante sur [0; +oo [ donc:

VI < Jup +7 < Jug +7 < V11

puis en remarquant que V9 = 3 et V11 = 3,3, on obtient :
2<3<Ju+7<Jw +7<V11<4

= 2 < Upsq < Uggz < 4 donc Py q estvraie

Conclusion

Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que,
pour tout n € N, B, est vraie, autrementdit: Vn € N, 2 < u,, < upy1 < 4.
En particulier : Vn € N, u,, < u,,,1 donc (u,) est croissante.

m Démontrer par récurrence que :
2 2
n‘(n+1)
13+ 4+nd=——""-—
4
Corrigé
Pour tout n € N on considére la proposition
2 2
n‘n+1
Pn :«13+...+n3 =¥»
4
e initialisation
1%(1+1)* 1x4

Onad’une part: 13 = 1 et d’autre part : = 1 donc P; est

vraie.
e hérédité

k2(k+1)2

Soit k € Ntelque P, : «13 + -« + k3 = » (hypothése de

récurrence).

. 3 5 (k+1)%(k+2)?
Démontrons que Pyyq :«1° + -+ (k+1)° = ————

k2(k+1)2

» est vraie.

Ona: 13+ +k3=
donc:
k?(k + 1)

PB4tk +k+1)3= 2

+ (k +1)3
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_k2(k+1)? N 4k +1)° K2k +1)% + 4k + D*(k + 1)

4 4 4
C(k+ D22+ 4k + D] (k+1)2*(k* + 4k +4)
B B 4

4
or, (k+2)? = k? + 4k + 4 donc :
(k + 1)2(k + 2)?

PB4tk +k+1)3= 2

autrement dit Py, est vraie.

Conclusion
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que,
pour tout n € N, P, est vraie, autrement dit :
2 2
n“(n+1)
vn e N\ {0},13 + -+ n3 =
m Un éleve obtient avec ChatGPT :

Donne sans aucun commentaire une formule pour la
somme :

1/(1*2)+1/(2*3) + ...+ 1/(n*(n+1))

—~i(i+1) n+1
C’est-a-dire que :

1 1 1 1

e ——— =1 - —
1><2+2><3+ +n(n+1) n+1

Si cette affirmation est juste, la démontrer, sinon trouver un contre-
exemple.

Corrigé
Pour tout n € N \ {0} on considére la proposition P, :
n

z 1 —1 1
i(i+1) = n+1

i=1

e initialisation

n

Z 1 1 _1_1 1_1 1
ii+1) 1x(1+1) 2 2 1+1

i=1

donc P; est vraie.

e hérédite

Soit k € N tel que Py, est vraie (hypothése de récurrence), montrons que

Pryr:

est vraie.
Ona:

Ona:

n+1

1
=1-
«Zi(i+1) n+2
=1
k
z ! =1 ! H.R
,1i(i+1)_ k+1(")
1=
k+1
z 1
i=1l(l+1)
k

1 1
= — +
;l(l+1) (k+D(k+1)+1)
1 1
=1- i li '"H.R.
T 1 + G+ Dk +2) (enutilisantl )

=1_<kil_(k+1)1(k+2))

1x (k+2) 1
_<(k+1)(k+2)_(k+1)(k+2))

1 k+2—-1

T (k+D(k+2)

_ o k+1

B (k1+1)(k+2)

=l-vi2
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Onadonc:
k+1

1
— =1—-——

'21 i(i+1) k+2

1=
donc Py, est vraie.
Conclusion
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que :
pour tout n € N \ {0}, P, est vraie autrement dit :

n

1 1
vn €N - —1-
n \{O}’Zi(i+1) n+1
i=

L’affirmation de ChatGPT est donc vraie.

Pour tout n € N, on pose :

2n+3
u =
" o on+1
En revenant a la définition d’une limite montrer que la suite (u,,)
converge vers 2.

Corrigé
[l Recherche

Ve>0,Ang ENVNEN:n>ny = |u, — 2| <e?

| 2|_|2n+3 |_2n+3 2(n+1) _2n+3—2(n+1)
tn T in+1 T ln+1 n+1 | n+1
_|2n+3—2n—2|_| 1 |_ 1
N n+1 T n+1l n+1
1
0<——<e¢
n+1
1
n+1>-
£
1
n>—-—1
£
4

1
Notons n, le premier entier naturel strictement plus grand que z —1.

Soitn € Ntelquen >ng,ona:

1 1 1
nxny>——1lsn>--1en+l>-
€ € €
Ona:
1
n+1 >'E'>'O

1
n + 1 et —sont non nuls et de méme signes donc leurs inverses sont
€

rangés dans I'ordre inverse :
1

n+1
1 1 1 . . ;. ;.
etcomme— > 0,0n a: |— = —— donc l'inégalité précédente s’écrit :
n+1 n+1 n+1
| 1 |
<ég
n+1
lu, =2 <e

<g

Onadonc:

Ve > 0,3n, € N (n, est le premier entier naturel strictement plus grand
1

que;—l)telque,Vne Nn>ny=|u,—2|<e

Cela exprime que la suite (u,) converge vers 2.

Remarque
Vx € R, on note E(x) I'entier relatif vérifiant E(x) < x < x + 1, on dit

que E(x) est la partie entiere de x et que E est la fonction partie entiere.
Dans notre exemple,ona:ny, =E G — 1) + 1, qui, on pourrait le
montrer, est un entier positif ou nul donc appartient bien a N.
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[Exercice avec recherche]

2uy+1
Up+2
en fonction de n puis démontrer par récurrence cette conjecture.

On pose u, = 0 etpourtoutn € N, u,,; =

Corrigé

FLOTT AU o REEL RAD MP ]
APP sun + POUR &Tb1

/]
1)

1

2

3

Y

ﬂg;‘;vﬂ:m»—-o:

n=0

On obtient successivement :
0 0x2 0 3°-1

C2up+1 200+1 1 2 3'-1
M +2 T 0+2 2 4 31+1
1
2uy +1 26)+1 2_, 2 _4_8 32-1
= = === X—eme=—==—=
T2 T 1, 75 5°5 10 32+1
2 2
4 8 13
_mQ+1_2%)+1_§+1_‘§_13x5_;BXS_
u3_u2+2_ é+2 _é+2 &_5 14_5X14_
5 5 5
26 3 -1
28 33 +1
Pour tout n € N idere | ition P, : _ 3t
ourtoutn , On consiaere la proposition n.«un—3n+1»
e initialisation
w—1_1—1_0_0_
3041 1+1 2 ~ %

P, est vraie

: conjecturer u,,

13

14

e hérédité
soit k € N tel que P, est vraie (hypothése de récurrence) et démontrons
que Py, est vraie.
Ona:
3k -1
_2uk+1 2x3k+1+1
W t+2  3k—1
3112
23k—1) 3*+1 2x3k-2+3%+1
__3k+1 3k+1_ 3k+1
3k—1 23%+1) 3k—1+2x3k4+2
3k+1 3k+1 3k+1
3x3k—1 3kt1_1
3x3k4+1 3k 4
Onadonc:

(en utilisant H.R.)

3k+1 -1
U1 = 3k+1 4 1
par conséquent Pk+1 est vraie.

Conclusion
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence
que : Vn € N, P, est vraie autrement dit :

vneN,u, =

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.



= 3 3
mOn pose 1y = 14 et pour toutn € N, 3« s < S, <6

Up+1 = 7un +4 puis en ajoutant 4 :

1. Icul . 3 3
Calculer u, 3+4<;uk+1+4<—uk+4<6+4

2. Démontrer par récurrence que pour toutn € N : 7
7 <Uppq <Uu, <14 7 < Upyz < Upyr < 10
3. En déduire que (u,) est convergente et déterminer sa limite £. Or10 < 14 donc 7 < Upyz < Ugyr < 141 Pyq estvraie.
Corrigé Conclusion
ORTt TIOIT (UTC RZfL Rf T : Il résulte des deux points precgdents et du principe de récurrence que
APP SUR + POUR &Tb1 pour toutn € N, B, estvraie,i.e.: VR €N, 7 < u,,1 < u, < 14.
1 18
i‘; 3. Onamontréque:Vn € N,7 < Uy < U, < 14 0onen déduit que :
8 §.2087 eVn € N,u,,1 < u, donc la suite (u,) est décroissante
; ;igg eVn € N,7 < u, donc la suite (u,) est minorée par 7
6 7.0434 On en déduit, d’aprés le théoreme de convergence monotone, que la
: 7,008 suite (u,) est convergente.
% LT On note ¥ la limite de la suite (uy).
Ona: lim (n+ 1) = 4+o,donc: lim u = lim uy ="+
n=0 Tl—>+°°( * )3 ¥ 3 n—+oo n+l N-+oo N
D’autre part: lim -u, ==¥
1. Ona: n-+o 7 7

3 3 puis par limite d’'une somme :
Uy =-uy+4=-(14)+4=6+4=10 3 3

7 7 lim (—un+4)=—£+4
u; =10 n-+oo \7 7

s . par passage dans :
2. Pourtoutn € N on considere la proposition

3
P i«7<Upyq SU, < 14» V"EN’un+1=7un+4
e initialisation on obtient :
Ug = 14,u; = 10,donc: 7 < uy < yp < 14 : P, est vraie. £=§£+4®£—§3=4®f3=4=}8=4><Z=>3= ;
o hérédité 7 7 7 4
Soit k € Ntelque Py, : « 7 < Up4q < Ui < 14 » est vraie (hypothése
de récurrence),

Démontrons que Pj 1 : «7 < Upyo < Ugyq < 14 » est vraie.

Conclusion: £ = 7.

3
Ona:7 < Ugyq < Uk < 14 (H.R.), en multipliant par; > 0 on obtient :
3 3 3 3
;X7<;Xuk+1 <;><uk <;X14

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.



m On se donne deuxréels aet b, a + 1.
On considére la suite (u,,) de premier terme u, telle que, pour tout
entier naturel n: u,,; = au,, + b.
Pour toutn € N, on pose :
b

1—a

Vp=uU, —

e démontrer que (v,,) est géométrique, préciser son premier terme et sa
raison

e exprimer v,, en fonctionde n,n € N

e en déduire que, pour toutn € N :

= — X n
Un <u0 1—a) a+1—a

e on suppose que a € ] — 1; 1[, montre que (u,,) est convergente et
préciser sa limite

ab b ab—b b(a—l)_ th=
Upga 1—a l_a—uoa 1= = Upa 1—a = auy = Uuq
b(1—a) b
vn+1=un+1—m=aun+b—m=aun+ 1—a _l—a
b—ab—>b ab
= au, + = = aw — g =aw ) = e
b
Vo=t T,
b
vn—vOXq”=(u0—1_ )xa"
. b _( b )x n b
Un =tn T T (M1 )7 TT .
Conclusion
b
VneN,un=(u0— )xa”+1_a

e on suppose que a € ] — 1; 1[, montre que (u,,) est convergente et
préciser sa limite
a €]—1;1[, autrementdit—1 <a <1,orsi—1<qg <1lalors lim q"=0

n—-+o
donc lir_P a™ = 0 puis par limite d’'un produit :
n—->4+oo

b
i (w0 - y=5) x| =
n—l>rPoo o 1—a a 0
puis par limite d'une somme :

li ( b )x n4 b ]— b
note \0 T T )Y T T 14

Conclusion
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m On consideére les suites (u,,) et (v,,) définies par leurs premiers
termes respectifs uy, = 5, vy, = 1 et, pour tout n entier naturel :

4 1 1 4
Uy = Eun + E‘Un et v,,1 = Eun + E‘Un

1. Déterminer u, et v, puis u, et v,.
2. Pour tout n entier naturel on pose :

Sp=u, +v,etd, =u, —v,

a. Conjecturer I'expression de s,,, n € N, puis démontrer cette
conjecture.
b. Montrer que (d,,) est géométrique et préciser sa raison puis
exprimer d,, en fonction de n.
c. Déduire des questions précédentes u,, et v,, en fonction de n.
d. Montrer que (u,,) et (v,,) sont convergentes et ont la méme
limite £, a préciser.
Corrigé
uy = 5, vy = 1 et, pour tout n entier naturel :
4 1 1 4
Uy = Eun + E‘Un et v,,1 = Eun + E‘Un
1. Déterminer u, et v, puis u, et v,.
4 +1 _4(5)+1(1)_20+1_21
=gl Tt =g 5’ "5 "5 5
1 +4 _1(5)+4(1)_5+4_9
Mgt T =g 5°’"575" 5
4 21+1 9 84+ 9 84+9 93
= - X — — _ = — —_— = = —
Y m e e T 5T 575 25 25
1 21+4 9 21+36 57
=—X—+=-X—-=—+—=—
V2T 5 s "5 5725 25 25

2. Pour tout n entier naturelonpose: s,, = u, +v,etd,, = u, —v,.
a.

Conjecturer la nature de (s,,) puis la démontrer.
SO=u0+170=5+1=6
oy P9 30
S1=u v =t ==
93 57 150 25X%X6

257 25" 25 " 25x1

52=u2+v2=

On constate que sy = 51 = 5, = 6.

Pour tout n € N, on considere la proposition B, : « s, = 6 ».
e initialisation

On a déja obtenu sy = 6 donc P, est vraie.

e hérédité

Soit k € N tel que Py : « 53, = 6 » (hypothéese de récurrence)

est vraie et démontrons que Py, 1 : « Sp4q = 6 » est vraie.

Ona:

4 1 1 4
Sk+1 = Ug+1 + Vgy1 = guk +§17k +§uk +§17k = U + Vg = Sg

Or, d’apres I'hypothese de récurrence, s, = 6, donc on obtient
Sk+1 = 6 par conséquent Py, est vraie.

Conclusion

Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence

que, pour toutn € N, P, estvraiedonc:Vn € N,s,, = 6.

. Montrer que (d,,) est géométrique et préciser sa raison puis

exprimer d,, en fonction de n.

Ona:
4 1 1 4
dpt1 = Ungr — Unyr = gun +§Vn - (gun +§Vn)
4 1 1 4 3 3 3
= gun _gun +§vn _gvn = §un _gvn = g(un — V)
=z d

3
Pourtoutn € N, d,,; = S d,, donc la suite (d,,) est géométrique

3
de raison E par conséquent, pour toutn € N :
n

3
dn=d0><q”=4><(§)

Résumons :

3n
VnEN,dn=4-><(§)
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C.

Déduire des questions précédente u,, et v,, en fonction de n.
Soit n € N, d’aprés ce qui précéde :

U, +v, =6 U, +v, =6
(\"'e 3\"
un—vn=4><(§) Zvn=6—4x(§)
( N
U+ v, =6 Iun=6— 3—2)((—)
n 5
= 3 @4
Un=3—2><(—) | 3\"
o m=3-2x()
( 3\"
un=3+2X(§)
‘:’{ 3\"
kvn=3—2><(§)
Conclusion :
( 3\"
un=3+2><(§)
vn € N,

(vn=3—2x(g)n

Montrer que (u,) et (v,,) sont convergentes et ont méme limite £
a préciser

3
-1 <E< 1,0r,si—1<qg<1lalors lim q" =

N T

donc: lim (—) = 0, puis lim (2 X (—) ) =0

n—+oo \5 n-+co 5
Par limite d’'une somme on en déduit :

3 n
lim <3+2><(—) >=3
n—+oco 5
et par limite d’une différence :
3 n
lim (3—2><(—) >=3
n—+oco 5

Conclusion

lim u, = lim v, =3
n-+oo n-+oo

m (u,,) est définie par uy = 6 et pour toutn € N :

u, +12
u =
n+1 un + 2
Pour tout n entier naturel on pose :
u, —3

Vn T 4
e calculer u, et u, : la suite (u,,) est-elle monotone ?
e calculer v sous forme de fraction irréductible
e montrer que (v, ) est géométrique, préciser sa raison

e exprimer v,, puis u,, en fonction de n (on admet que Vn € N, v,, # 1)

e déterminer la limite éventuelle de (u,,)

Corrigé

u, +12 u, —3
_ v —

u, +2’° " u,+4

e calculer u, et u, : la suite (u,,) est-elle monotone ?
u,+12 6+12 18 9

Uy=6 et VneN,u,,; =

ME e +2 6+2 8 4
S wy+12 57
= 2 T T

u; < uq donc (u,) n'est pas croissante
u, > uy donc (u,) n'est pas décroissante
La suite (u,) n’est ni croissante, ni décroissante donc (u,) n’est pas
monotone
e calculer v, sous forme de fraction irréductible
u,—3 6-3 3
T uyt+4 6+4 10

Vo

e montrer que (v,,) est géométrique et préciser sa raison
Soitn € N,ona:

u, +12 u, +12  3(u, +2)

, _un+1—3_m_3_un+2_ U, + 2
”*1_un+1+4_un+12+4‘un+12+4(un+2)
Uy + 2 Uy, +2 Uy, +2
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u, +12 —3(u, +2)

U, + 2 U+ 12— 3un—6>< U, +2
un+12+4(un+2) Uy, + 2 u, +12+4u, +8
u, +2
—Zun+6 —Z(un—3)_ qun—3_ 2
~5u,+20 S5u,+4) 5 u,+4 5'n
2
Pourtoutn € N,ona:v,,, = — S Vn donc (v,,) est géométrique de
raison (—é)

e exprimer v,, puis u,, en fonction de n
Soitn € N.

3 2
(vy,) est géométrique donc v, = vy X q", or vy = To etq =— Edonc

(-9

= —X|——
=107\
U, —3
u, +4
v,(u, +4) =u, —3
Uy, XV, +4v, =u, — 3
Uy, XV — U, = —3 —4v,
u,(v, —1) = -3 -4y,
-3 —4vy,

v, — 1

Or,

Up =

u, =

3
3+4Un_3+4><1—0><

n
)

s+8x (-9

n

-5)

vneNu, =
Lo (-)

Vérification Pour n = 2, cette formule donne :
12 4
3+ 1% 25

e="3 "4~

1-95%335

n

n

7
17 (calculatrice)

e montrer que (u,) est convergente et préciser sa limite

2
—1<—E<1or,5| —1<g<1lalors lim g"

n—-+oo

2 n
donc lim (_E) = 0, par conséquent :

n—+oo
(6 2\"
Jim (2% (=)
li 3 6 2y" =3
pm +§X<‘§) =

De méme, on montrerait que :

li 1 3 2y" =1
lim (1-55x(-3) )=

donc par limite d’un quotient :

puis :

lim ° +g>< (_%)n 3
n-+oo 3 2\"
1-15%(-%)

Finalement :
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On pose uy = 1 et, pour tout n entier naturel :

Upy1 =

3u, +1
nt1

1. Soit f la fonction définiesur ] — 1; +oo[ par:
3x+1

fx) =

x+1

Déterminer le sens de variationde fsur ] —1; +oo[.

2. Calculer u,.

3. Démontrer par récurrence que, pour toutn € N :

1 < u, < U1 < 3
4. En déduire que (u,) est convergente et déterminer sa limite.

Corrigé
NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP ' NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP i |
DEUXIEME CONDITION SI NECESSAIRE APP SUR + POUR ATb1

Grarhl Graph2 Graph3
TYPE: SUITE(») SUITE(n+2)

nMin=0
Bu(n+1)B(3xu(n)+1)/(u(n)H
u(f)gl
u(1)=nR
wvin+l)=
v(B)=
v(l)=
win+l)d=

(!

= W0 0 NV LD WY e

o4

>3
1l
[

1. f est quotient de deux fonction affines donc elle est dérivable sur son
ensemble de définition, c’est-a-diresur ] —1; +oo[

3x+1

fe) = x+1
u\' u'v—v'u
Rappel : (;) =

ulx)=3x+1 u'(x)=3

vx)=x+1 v x)=1
, _3(x+1)—1(3x+1)
f1e) = (x+1)2

, _3x+3—3x—1
[0 =—F12

f1e0) = (x + 1)2

Pourtoutx € ] —1;+o[, f'(x) > 0 donc f est (strictement)
croissantesur | — 1; +oo[.

Ona:

_3u0+1_3(1)+1_4_2
ML+l 1+1 2
u1=2

Pour tout n € N on considére la proposition
Pi«l<<u, KUy <3»

e initialisation

Ona:11<2K3,oryyg=1etuy; =2,doncl

par conséquent P, est vraie.

Uy < U <3

e hérédité

Soit k € N tel que Py, : «1 < Uy < Upy1 < 3 » estvraie (hypothése de
récurrence) et démontrons que Py 1« 1 < Upyq < Upyp < 3 »est
vraie.

Les nombres 1, uy, u, .4 et 3 appartiennent tous a l'intervalle

] — 1;4+o0o[ surlequel f est croissante donc conserve le sens de la
relation d’ordre.

Ona: 1< u, < ugyq < 3donc: f(1) < flug) < flugsr) < f(3)
Or,
3(+1 4 3uy + 1
f(l)_ﬁ_i_z f(uk)—W—uku
Buge +1 _33)+1 10
f(uk+1)_m—uk+2 fQ(3) = T+ - 2 =25

On aobtientdonc: 2 < Upiq < Ugyp < 2,5
donc:1 <2< Uy SU2<25<3dol:1
par conséquent Py, ; est vraie.

U1 < Ugsz <3

Conclusion
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que,
vn € N, P, est vraie, autrementdit: Vn e N, 1 < u,, < u,41 < 3.

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.



4. En déduire que (u,) est convergente et déterminer sa limite.

e pour toutn € N, u,, < u,,; donc (u,) est croissante
e pour tout n € N,u,, < 3 donc (u,) est majorée par la constante 3

Il est important de traiter séparément les deux conséquences de
«Vn€eN, 1 u, <up;1 <3»

La suite (u,) est croissante et majorée donc d’aprés le théoreme de
convergence monotone elle est convergente.
Notons ¥ sa limite et rappelons que, pour toutn € N :
3u,+1
Unt+1 = U, +1 (*)
On a d’une part : nl_i)rzloo(n + 1) = 4o donc
nl_iHloo Unt+1 = Nl—iHloo uy =74
et d’autre part,ona:
nl_i)rgloo(3un +1)=3¢+1 et nl_i)rgloo(un +1)=¢+1
donc par limite d’un quotient :
o 3u,+1 3¢+1
im =
n-+oo U, + 1 £+1
Par passage a la limite de I'égalité (*) on obtient :
37+1
o+
t+1)=3¢0+1
P+£-3—-1=0

2 —2¢—1
donc £ est solution de I'équation x> — 2x — 1 = 0.
x?—2x —1lestdelaformeax®+bx +caveca=1,b = -2,

¢ = —1, de discriminant
A=b?>—4ac=(-2)>-41)(-1)=4+4=38
VA=V8=v4x2=Vax2=2V2

A > 0 donc x% — 2x — 1 admet deux racines réelles distiinctes :

—b—VA +2-2v2 2(1-+2)

—b+VA +2+2vV2 2(1++2
Xy = = = ( )=1+\/§z2,4
2a 2(1) 2

Or, par passage a la limite des inégalités de la question 3. on obtient
1 < £ < 3 donc x; est rejeté et x, est accepté.

Finalement: € = 1 + /2.

m Pour tout n € N, on pose :
4n+3
u, =
" on+1
En revenant a la définition d’une limite démontrer que lim u, = 4.
n—+oo

Corrigé
Question :
«Ve>0,dny, € Ntelque : Vn € N,sin > ngalors |u,, —4| < e»?

| 4|_|4n+3 4|_|4n+3 4(n+1) _|4n+3—4(n+1)
Un T in+1 in+1 n+1 | n+1
_4n+3—4n—4|_|—1 _| 1

a n+1 Tn+1l | n+1
Or,pourx < 0ona:|x| =—xdonc:

=) =
n+1l n+1) n+1

1
Dire : |u, — 4| < € revient donc a dire :n—il < g Ccest-a-diren+ 1 >;

1
ouencoren >-——1.
£

1
Notons n, le premier entier naturel strictement plus grand que z —1.
1 1
Soitn € Ntelquen >ny:ona:n > ngyetng >;—1doncn>;—1
doncn+1 >§> 0 puis n—il<£etenfin lu, — 4| < e.

Résumons

Ve > 0, il existe ny € N, ng est le plus petit entier naturel strictement plus
1

grand que ;—1te|que VneN,n>ny=|lu,— 4| <e

ce qui montre que lim u, = 4.
n—+oo
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On pose u, = 10 et, pour toutn € N: u,,; = 1, 5u, + 3. en multipliant par 1,5 > 0 on obtient : 1,5u;, < 1,5u;44
puis en ajoutant 3 : 1,5u;, + 3 < 1,5u,,, +3

1. Calculer u; puis démontrer par récurrence que (u,,) est croissante. S )
c’est-a-dire : Ui 41 < Ugyp donc Py, 4 estvraie.

2. Ecrire un programme Python qui demande a l'utilisateur d’entrer un

réel A puis affiche le premier entier naturel n, tel que, pour tout m ) L L .
. . , Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que,
entier naturel n, si n > ng alors u,, > A. (en admettant qu’un tel ) .
n, existe) pour tout n € N, P, est vraie autrement dit : Vn € N, u,, < upy4q
0

ce qui montre que la suite (u,) est croissante
3. Démontrer par récurrenceque : Vn € Nyu, =16 x1,5" — 6. ) v e , i .
2. Programme Python qui demande a I'utilisateur d’entrer un réel A puis

affiche le premier entier naturel n tel que, pour tout n € N, si
n > ng, alors u,, > A (en admettant qu’un tel n, existe)

En déduire que :
VAER,Iny € Ntelque:Vn € N,sin > nyalorsu,, > A4

Corrigé A=eval(input("réel A="))
uy,=10etvne N, u,,; = 1,5u, +3 U=10
NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP [[[MoRrAL FLOTT AUTO REEL RAD FP | i
DEUXIEME CONDITION SI NECESSAIRE APP SUR + POUR aTb1 n=0
Grophl Graph2 Graph3 i 3 —A -
TYPE: SUITE(n) SUITE(n+2) while U<=A:
nMin=0 g 38 U=1 . 5*U+3
~u(n+1)B81.5%u(n)+3 Y 75 L
u(0)Bl1oe 5 1%5.5 | " n+1 i
u(1)= ¢ |z print("ne=",n)
i~vin+l)= 8 404.06
v(@)= a 609.09 ]
v(1)= 19 916.64 3. Démontrer par récurrence que : Yn € N,u, = 16 X 1,5" — 6.
Dl n=0 vn € N on considere la proposition P, : « u, = 16 X 1,5 — 6 »
1. Calculer u; puis démontrer par récurrence que (u,,) est croissante. y initiali:soation _
u; =15%Xu;+3=15x10+3=15+3 =18 16 xX15—-6=16Xx1—-6 =10 = u, : P, est vraie
u, =18 * hérédité
Pour tout € N, on considére la proposition P, : « u,, < U1 » Soit k € N tel que Py : « u = 16 x 1,5% — 6 » est vraie (hypothese
. de récurrence), montrons que Py, : « Upyq = 16 X 1,551 — 6 » est
initialisation vraie
Ona:10 < 18,0ruy = 10 et u; = 18,donc uy < u; : Py est vraie. Ona:u, =16 X 1,55 — 6 (H.R).
hérédité En multipliant pat 1,5 on obtient :
Soit k € N tel que Py, : « Uy < Uyyq » est vraie (hypothése de 1,5u;, = 1,5(16 x 1,5 — 6)
récurrence), montrons que Pj;q @ € Up;q < Uy » est vraie. 1,5u;, =16 X 1,51 —15%x 6
On a: ug < Uy, (hypothese de récurrence) 1,5u;, = 16 x 1,581 —9
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Puis en ajoutant 3 :

1,5u;, +3 =16 x 1,51 -9 + 3
Uy = 16 X 1,551 — 6

Par conséquent P4 est vraie.

Conclusion

Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que

pour tout n € N, B, est vraie autrement dit :
vneNu,=16x%x1,5"—-6

En déduire que :
VA € R, il existe ny € N tel que : Vn € N, si n > ng alors u,, > A.

1,5> 1or,sig > 1alors lirp q" = +oodonc lim 1,5" = 400
n—-+oo

n—-+oo
d’ol lirp (16 x 1,5™) = 400 puis par limite d’une différence :
n-+oo
lim (16 X 1,5 — 6) = 0 autrement dit: lim u, = +oo.
n—-+oo n—+oo

En revenant a la définition de la divergence vers +co on obtient :
VA € R, il existeny, € Ntelque:Vn € N,sin > ngalorsu,, > A
ce qui est précisément ce que nous devions justifier.
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m [d’aprés bac]

Onposeuy =vyg=1et:vne N, u,,, = u, + v, et v,,1 = 2u, +v,.

On admet que pourtoutn € N,u, > 1etv, > 1.
1. Calculer u, et v,.
2. Déterminer le sens de variation de (u,,).

3. Démontrer par récurrenceque :Vn € N,u, >n + 1.
En déduire la limite de (u,,).

4. Justifier que : « pour tout réel 4, il existe n, € N tel que : pour tout

n € N, sin > ny alors u,, > A ». Le programme Python suivant

demande d’entrer A puis détermine le plus petit entier naturel n; :

U, V=21
A=eval(input("A="))
n=0
while

L V=

n=n+1
print("ne=",n)

Recopier sur la copie, en les complétant, les lignes 4 et 5
puis a I'aide de ce programme, déterminer le plus petit n,
correspondanta 4 =1 000 000.

Corrigé
uy=v9=1,vneN,u,,, =u, +v, et v,,1 =2u, +v,
pourtoutn e N,u, >1letv, > 1

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP NORMAL FLOTT AUTO REEL RA
DEUXIEME CONDITION SI NECESSAIRE APP SUR + POUR &Tb1
Graphl Graph2 Graph3
TYPE: SUITE(») SUITE(n+2) g
nMin=0 ?
nu(n+1)Bu(n)+vin) A
u(0)B1 99
= 169 239
u(1) 4s | 577
Bvn+1)B2u(n)+vin) 985 1393
vip)el 2378 | 3363
wi1)= 5741 | 8149
win+l)=

Calculer u, et v,.
u1=u0+170=1+1=2 U1=2u0+170=2(1)+1=3

Déterminer le sens de variation de la suite (u,,).
Soitn€N,ona:up 1 —u, =u, +v, —u, =v, > 1.

Pour toutn € N, u,,; — u,, > 0 donc (u,) est strictement croissante.
Démontrer par récurrence que : pourtoutn € N,u, >n+ 1.

En déduire la limite de (u,,).

Pour tout n € N on consideére la proposition P, : « u, >n+ 1 ».

e initialisation

uyo=1et0+1=1doncuy > 0+ 1, P, est vraie

* hérédité

Soit k € N tel que Py : « u, > k + 1 » est vraie (hypothése de
récurrence), montrons que Py 1 : € Ug,4q1 = k + 2 » estvraie.
Ona:uy >k + 1 (hypothese de récurrence) et vy, > 1.

En ajoutant membre a membre, on obtient : u, + v, > (k+ 1) + 1,
c’'est-a-dire : up,, > k + 2, donc Py 4 est vraie.

conclusion
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que,
pour tout n € N, B, est vraie, autrementdit: vn € N,u, > n+ 1.

Par limite d’une somme on a immédiatement : lim (n + 1) = +oo.

n—-+oo
vneNu,>n+1
Ona lim (n+ 1) = +o donc d’apres le théoreme de
n—-+oo

comparaison on en déduit : lim wu, = +oo.
n—-+oo

La suite (u,) diverge vers +o, en revenant a la définition d’une limite
on obtient

« pour tout réel 4, il existe ny € N tel que : pour tout n € N, sin > n,
alors u,, > A ».

Ligne4 while U<=A: Ligne5 U,V=U+V,2*U+V

Pour A =1 000 000 on obtient ny = 16. 15 470832 | 6658E
vérification avec la calculatrice : 16 1.61E

u(16)=1136689
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[d’apreés bac]
On pose vy = 0 et pourtoutn € N :

1
2—-v,
1. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul,

ona:0<v, <1.

b. Démontrer que, pour tout entier naturel n :

(vn - 1)2
2—-v,

c. Démontrer que (v,,) est convergente.

VUn+1 =

Vp+1 — Vp =

2. Pourtoutn € N, on pose :
1
v,—1
Démontrer que (w,,) est arithmétique, en préciser la raison et le
premier terme, exprimer w,, puis v,, en fonction de n.

w, =

Déterminer lim v,,.
n-+oo

Justifier que : « pour tout réel £ > 0, il existe ny € N tel que :
vn € N,sin > ngalors |[v,, — 1] < g».
Déterminer le plus petit de ces entiers n, en fonction de &.

Corrigé
On pose vy = 0 et pourtoutn € N :
1
D =
n+1 2 _ vn
NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP [J|[NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD TP i
DEUXIEME CONDITION SI NECESSAIRE APP SUR + POUR &Tb
Graphl Graph2 Graph3 Y w
TYPE: SUITE() SUITE(n+2) |W ‘1’ 1
u(l)= 1 3 "2
5. 1 2 .
v(0)B0 " 3 -y
v(l)= :
. 1 3 -
w(ntDByminT ol °
w(@)B
w(l)= n=0

1. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul,
ona:0<v, <1.
Pour tout n € N \ {0} on considére la proposition
P :«0<v, <1»
e initialisation (pourn = 1 et nonn = 0)
1 1 1
T Ty, 2-0 2

Ona:0<%< 1donc 0 <wv; <1:P; estvraie.

e hérédité

Soit k € N \ {0} tel que P, : « 0 < v, < 1 » est vraie (hypothése de
récurrence) et montrons que Py, : « 0 < v, 1 < 1 » est vraie.
Ona:0 < v, <1(H.R.)doncen multipliant pat =1 < 0:

0> —v,>—1,puisenajoutant1:2>2—-v, > 1

Les nombre % 2 — v, et 1 sont non nuls et de méme signe donc en

prenant peurs inverses on inverse le sens de la relation d’ordre :
1 1 1

1
0 <3<y <1

Py 1 estvraie.

Conclusion

Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence
que, pour tout n € N \ {0}, B, est vraie, autrement dit :
vneN,0<v, <1

b. Démontrer que, pour tout entier naturel n :

(vn_l)z
vn+1_vn=2_—vn
Soitn € N,ona:
1 1 (2 —vy,)
Vntt T S T T T 2 -,
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_ 1—v,(2 —vy) _ 1-2v, + 17112 _ (Vn)z - Z(Vn)(l) + (1)2

2—v,  2-v, 2—v,
_ (vn - 1)2
22—,
On a donc bien :
(v — 1)?
vn € N,v,,1 — v, =2n_—vn

c. Démontrer que la suite (v,,) est convergente.
eonamontréena.que:Vn € N, 0 <v, <1,etcommev, =0
ona:Vvn €N, 0 < v, < 1donc la suite (v,) est majorée par la
constante 1
* On a montré en b. que :

(vn - 1)2

2—-v,

or,(v,—1)>>0et2—v, >0doncv,,; —v, > 0.

vn € N,v,,,; — v, > 0 donc la suite (v,,) est croissante

vneN, v, —v, =

La suite (v,,) est croissante et majorée donc d’aprés le théoreme
de convergence monotone elle est convergente.

2. Pourtoutn € N, on pose :

1
v,—1
Démontrer que (w,,) est arithmétique, en préciser la raison et le
premier terme, exprimer w,, puis v,, en fonction de n.
Soitn € N,ona:

w, =

_ 1 1 1 1
Wn+1 Wn _Un+1—1 Un—l - 1 _1 Un—l
2—-v,
_ 1 1 1 1
1 2-v p—-1 1-Q-v) v, -1
2—v, 2-v, 2—v,
2=y 1 2-wv 1 1= 1

vn €N, w,,1 —w, = —1 et —1 est une constante donc la suite
(w,) est arithmétique de raison (—1).
Ona:
1 1
Wo=r a0 1
et pourtoutn € N :
w,=wy+nr=—-1+nx(-1)=-n-1
Résumons:vn e N,w, = —n—1.
Or
1
W, =
"oy, —1
1 1
vy, —1=—
n Wn
+1=1 !
v = — = _——
"owy n+1
Résumons :
1

3. Déterminer lim v,,.

n—-+oo

Justifier que : « pour tout réel € > 0, il existe n, € N tel que :
vn € N, sin > ngalors |v, — 1] < € ».
Déterminer le plus petit de ces entiers n, en fonction de «.

On a: lirp (n + 1) = 400 donc par limite d’'un quotient
n-+oo
1

im =
n-o+oon + 1
puis par limite d’'une différence :

1
lim (1 - ) =1
n—-+o n+1
Conclusion : lir+n v, =1
n—>+oco

En revenant a la définition d’une limite, et du fait que (u,) converge
vers 1, on peut affirmer que : « pour tout réel € > 0, il existe ny € N
telque: Vn € N, sin > ng alors |v, — 1| < e ».
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Recherche

vy —1] = |1 - —— 1H 1‘ !
v,—1|=1]1- -1 = |- =
" n+1 n+1l n+1
. s s 1
dire que |v,, — 1| < e revient a dwem <eg
1
n+1>-
€
1
n>-—-—1
€
1
Notons 1, le plus petit entier naturel strictement plus grand que ; —1.
Soit n € N tel que n > n,.
1
Ona:n>n0etn0>§—1doncn>§—1,doncn+1>;

On obtient alors :
1

Onadonc: Ve >0, 3In, € N (n, plus petit entier naturel strictcement

1
supérieur a B —1 convient) telque: Vn e N,n > ny = |v, — 1| < e.
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