CS 08 Spécialité maths Mardi 2 Avril 2024 groupe Thiaude
Calculatrice autorisée en mode EXAMEN durée = 50 min

Exercice 1 [3 pts]

In3 X

e
Calculer : j;) m dx.
Exercice 2 [4 pts : 0,5 pt + 3,5 pts] ~
Soit f la fonction définie sur [0; +oo [ par: Yy
) = 10x I
flx) = x2+1

On note I' la courbe représentative de f dans un repere orthonormé
(0;7,7) du plan, D le domaine délimité par I', I'axe des abscisses et les
droites d’équation x = 1 et x = 3 respectivement.

J
1. Parsimple lecture graphique un éleve affirme que 0,
I’aire du domaine D est comprise entre 7 et 10 u. a.
Expliquer tres brievement sa méthode.

N.l

2. Déterminer la valeur exacte de I’aire du domaine D en déduire un encadrement de
In(5).

Exercice 3 [8 pts : 1 pts + 2 pts + 1 pts + 4 pts] d’apreés bac

Pour toutn € N, on pose : I, = fol x™el™ dx.

1. Calculer I, = folel_x dx.

2. Alaide d’une intégration par parties, démontrer que:Vn € N, I,.; = (n + 1)I,, — 1.
3. Calculer I; et I,.
4

. a. Démontrer que pourtoutn € Nona: 0 < [,,41 < I.
b. Justifier que la suite (1,,) est convergente puis déterminer sa limite.

Exercice 4 [5 pts : 3 pts + 2 pts]
1. On pose:

T

i
A =f e*cos(2x)dx et B =f e* sin(2x) dx
0 0

A I'aide d’une double intégration par parties, montrer que :
e™ -1
5
2. On admet que, pour tout réel x : cos?(x) — sin?(x) = cos(2x) et on pose :
i

Vi
I=f e* cos®*(x) dx etK =f e” sin®(x) dx
0 0

a. Calculer I + K.
b. Déterminer la valeurde I — K.
c. Déduire de a. et b. la valeur de I.
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Corrigé

Exercice 1

In3 eX

Calculer : ,[0 m dx

Pourtoutx € [0;In3 ] onpose : u(x) =e*+ 1,dol: u'(x) = e*, on aalors pourtout x € [0;ln3 ]:
e* u'(x)

(ex +1)2 (u(x))z

L u . sy s 1 ,
Or, une primitive de —, u ne s’annulant pas sur l'intervalle considéré, est — - +k, k constante réelle,
u

27
X

donc en notant F I'une des primitives de x — sur [0;In3 ] on a:

(e*+1)2
FO = e+ 1
X
Comme de plus x — (exe+1)2 est continue sur [0;1n 3 ] on en déduit :
In3 eX
d =[F In3
_[0 (ex+ 1)2 ve [ (x)]O
On a:
1 qns 1 1 1 1 1 2 1

F 1n3=[_ ] — S T

[FGlo e* + 11, 311 0+l 3+1 1+1 4743
Conclusion

jlnS ex d 1
. (e+1D2 7%
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w33} "
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Exercice 2

10x
x2+1
1. On peut reporter 7 carrés entiers d’aire 1 u. a. a l'intérieur de la zone grisée et la zone grisée est
contenue dans un rectangle formé de 10 carrés entiers d’aire 1 u.a.donc: 7 < Airede D < 10.

vx € [0;40o[, f(x) =

2. Valeur exacte de l'aire du domaine D
10
Pourtoutx € [0; 4+ [, f(x) = xzfl ; f est continue sur [1;3] donc: ff f(x)dx =[F(x)]3

ol F est I'une des primitives, au choix, de f sur [1;3].
Posons u(x) = x2+ 1, d’ou u'(x) = 2x. On a:

2x u'(x)
f(x)=5x >

+1=5Xu(x)

1A
Or, une primitive de —, u > 0 sur l'intervalle considéré, est In(u) + k avec k constante réelle,
u

donc l'une des primitives de f sur [1; 3] est F telle que, pourtout x € [1;3], F(x) = 5In(x? + 1).
Comme f est continue sur [1;3] ona: ff f(x)dx =[F(x)]3.

Or:

[F(x)]3 = [5In(x?+ 1)]3 =5In(32 + 1) — 5In(1%2 + 1) = 5In(10) — 5In(2) = 5In(2 x 5) —In(2)
= 5(n(2) + In(5)) = 5In(2) = 5In(2) + 5In(5) — 51n(2) = 5In(5).

L’aire du domaine D est: 51In(5) u.a.
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Encadrement de In(5)
Ona:airedeD =5In5 u.a.et7u.a.< airedeD <10u.a, donc:

7 10 14
7 < 5In(5) < 10<=>§<1n(5) <?<=1—O<ln(5) <2 14<In(5)<?2
Conclusion 1,4 < In(5) < 2.

La calculatrice donne In(5) =~ 1,61 ce qui est en accord avec la conclusion précédente.

Exercice 3
1
vneNI, = [ x"e' ™ dx
1
1. Calculer Iy = [, e’ *dx.

La fonction X — e1™* est continue sur [0; 1] et 'une de ses primitives est x = —el™ donc:

1
j el™dx =[-el™]i =—el"lT+el0=—-el+e=e—-1
0

Onadonc: Iy =e —1.
NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP

1
Ie(e""‘]dx =e—1

2. ATaide d’une intégration par parties, démontrer:vn € N,I,,,, = (n + 1)I,, — 1.
Soitn €N, I, = fol x"el™ dxetl,,, = fol x™lel=% dx.
Intégrons par parties I,,;; = fol x™lel=* dx.
On pose :
u(x) = x™*? v'(x) =el™
u(x)=m+1x" v(x) = —el™™ (convient)
Les fonctions u’ et v’ sont continues sur [0; 1] donc d’aprés la formule d’intégration par parties :

j u(x)v'(x) dx = [u(x)v()]} —j u' (x)v(x) dx
0 0

Donc:
1 1
j xWlel=X dx = [—x"tlel*]] — j —(n+ Dx"el ¥ dx
0 . 0
= —]ntlell 4 gntlel=0 4 j (n+ Dx"e™* dx
Lo
=—1><1+O+(n+1)] x"mel™* dx
0
Onadonc:

1 1
j x™lel™Xdxy = -1+ (n+ 1)] x"el™* dx
0 0

autrementdit: ., = -1+ (n+ 1)I,.
Onadoncbhien:vneN,I,,; = (n+ I, — 1.

3. Calculer I, et I,.
En utilisant la relation de récurrence précédente on obtient :
epourn=0:L, =0+ Dlj—-1=j—-1=e—-1-1=e—-2
epourn=1:L=0+1),-1=2;-1=2(e—2)—1=2e—4—-1=2e-5

Résumons I; = e—2etl, = 2e — 5.
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0

I =e—2=0,718
..................................................... =2e -5~ 0437

1
L(Xzel'x)dx =2e-5 La suite (I,,) semble étre décroissante ...

-
o
I

4. a. Démontrerque:Vne€N,0< 1,1 <1,
Soitn € N.
D’une part, pour tout x € [0;1] : x™! > 0etel™ > 0,donc: x"tlel™™

En intégrant dans I'ordre croissant des bornes, on obtient : f xMlel™* dx

> 0.
>0ie.: 0< L4 (%)
D’autre part :

1 1
In In+1 — j 1 xdx _j n+1 1-x dx — (xn 1-x __ xn+1el—x) dx
0

j (I xx"el™ —x xx"el™)dx = j (1- x)x”el‘x dx
0

Or,sur [0;1]ona:x">0,el™ >0etl—x >0donc:x"e!™(x—1)>0

s , . . 1 -
En intégrant dans I'ordre croissant des bornes, on obtient : fo (x—Dx"el™*dx >0
Onadonc: I, — I,,;; > 0autrementdit I,, > I,,; ouencore : I, 1 < I, (¥*).

Il résulte de (*) et (x*) que: 0 < I,,41 < I,
Conclusion: Vn € N,0 < I,41 < I,.

b. lJustifions que (I,,)est convergente.
Il résulte du a. que :
vn €N, I,,; < I, donc la suite (I,,) est décroissante.
vn € N, 0 < I,, donc la suite (I,,) est minorée par la constante 0.
La suite (I,,) est décroissante et minorée donc d’apres le théoreme de convergence monotone elle
est convergente.

Déterminons la limite de I,,.
Notons ¢ la limite finie de la suite (I,,).
Soit n € N, la relation de récurrence obtenue a la question2.: [, = (n+ 1)I,, —

L - _ oy Iy
s’écrit aussi : I,Il+1 +1 —1(71 + DIy, ouencore : I, = il ' ntl
vneN, I, =+

" n+1l n+1

Onad’unepart: lim (n+ 1) = 4o donc: lim [,,; = lim Iy =7
n—-+oo | n—+oo N—-+oo
donc, par limite d’un quotient: lim = =0
n-+oo n+1

1 .1
et d’autrepartona: lim —= lim —=0.
n—-+oo Tl+1 N—-+oo N

.. 1 1
Donc par limite d’une somme : lim (ﬂ + —) =
n—)+oo n+1 n+1

Or, pour toutn € N, ona : ™= + — = [ donc la limite précédente s’écrit aussi: lim I, = 0.
n+1 n+1 n—+oo

Utilisation commerciale strictement interdite — copie partielle autorisée avec indication obligatoire de la source : « mathsenclair.com —Thiaude P. »



Exercice 4

1. Onpose:
T T
A =] e*cos(2x)dx et B =] e*sin(2x) dx
0 0

A Paide d’une double intégration par parties, montrer que :
e -1

~ s

Intégrons par parties A = fon e* cos(2x) dx
On pose : u(x) = cos(2x) v'(x) = e*
u'(x) = —2sin(2x) v(x) = e* (convient)

u' et v’ sont continues sur [O ;n] donc on peut effectuer une intégration par parties :
s

j "GO () dx = [T — j () dx
0

0

Vs Vs
j cos(2x) e*dx = [e* cos(2x)]T — j —2sin(2x) e* dx
0 0
T
A =e™cos(2m) — e® cos(0) + 2] sin(2x) e* dx
0

T

A=e”—1><1+2] e* sin(2x) dx
0
A=e"—1+2B (¥)

Intégrons par parties B = fon e* sin(2x) dx
On pose : u(x) = sin(2x) v'(x) = e*
u'(x) = 2cos(2x) wv(x) = e* (convient)

u' et v’ sont continues sur [O ;n] donc on peut effectuer une intégration par parties :
s

j "GO () dx = [T — j (v (x) dx
0

0
T

Vs
j sin(2x) e* dx = [e*sin(2x)]§ — j 2cos(2x) e* dx
0

0
T

B = e™sin(2m) — e°sin(0) — 2] cos(2x) e* dx
0
B=e"x0—-1x0-24A

B =-2A
Remplagons dans (*) :
e™—1
A=e"—1+4+2(-2) o A=e"-1-4AcA+4A=e"-15A=e"-1 A= c
e" -1
Onadonchien: A4 = 5
2. On admet que, pour tout réel x : cos*(x) — sin?(x) = cos(2x) et on pose :
T T
1= j e* cos?’(x)dx etK = j e* sin®(x) dx
0 0
a. Calculer I + K.
Vs Vs Vs
I+K = j e* cos®(x) dx +j e*sin®(x)dx = j (e* cos?(x) + e* sin?(x))dx
0 0 0

T T
= j e* (cos?(x) + sin?(x))dx = j e*x1ldx=[e*]i =e"—e’=e"—-1
0 0
Finalement: I+ K=e™ -1
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b. Déterminerlavaleurdel — K.

T

s
I—K=j excosz(x)dx+j
0 0
n T _1

= jnex (cos?(x) — sin?(x))dx = j e* X cos(2x)dx = A =
0 0 5

s
e*sin®(x)dx = j (e* cos?(x) + e* sin?(x))dx
0

e -1
5

().

Finalement : I — K =

c. Déduire de a. et b. la valeur de 1.
Ona:/I+K=e"—1doncK=e™—-1-—1.
Remplagons dans (*x) :

e™ — T—1 e™ —
[—(e™=1-1)= z oSl—e™+1+1= z o 2] = z +e™ -1
e"—1+5"-1) 6e™ —6 3e™ -3
o 2] = o2l =———
5 5 5
Conclusion :
_33”—3
- 5

HORHAL FLOTT AUTO REEL RAD HF n

hi} hid
L (e*s(cos(X))?)dx =22

1
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