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Probleme
Une unité de distance est choisie, on considéere le cube ABCDEFGH d’aréte de longueur 1,

3 33—
on note M le milieude [BF], P le milieude [GH] et N le point vérifiant DN = " DH :
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On completera soigneusement la figure en perspective cavaliére.

On munit I'espace du repére (A;A—B: E, Zﬁ).

1. Donner sans justification les coordonnées des points A, B, D, F, G, H.
2. Déterminer les coordonnées de M, N et P.

3. Donner une représentation paramétrique de la droite (AP) et une représenttaion
paramétrique de la droite (MN).

4. Montrer que les droites (AP) et (MN) sont sécantes et déterminer les coordonnées de
leur point d’intersection I.

5. Les droite sécantes (AP) et (MN) définissent un plan P.
a. Tracer sans justification la section du cube ABCDEFGH par le plan P.
b. On appelle Q le centre du cube ABCDEFGH c’est-a-dire le milieu commun des
diagonales de ce cube : le point () appartient-il au plan P ?
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Corrigé
ABCDEFGH cube d’aréte de longueur 1, M milieu de [BF], P milieude [GH],
N point vérifiant DN = ED_H :

On munit I'espace du repére (A;A—B: E, Zﬁ).
1. Donner sans justification les coordonnées des points A,B, D, F, G, H.

A(0;0;0),B(1;0;0),D(0;1;0),F(1;0;1),6(1;1;1),H(0; 1; 1)

2. Déterminer les coordonnées de M, N et P.
M est le milieu de [BF] donc:

y _xB+xF_1+1_E_1
Mo 2 T2
_yB+yF_O+O_O_O
M Ty T T T T2
zg+zg 0+1 1
MTTT T T T2 T2
De méme, P étant le milieu de [GH] :
X¢gt+xy 1+0 1
PET T T2 T2
_yG+yH_1+1_2_1
P 2 2
. =ZG+ZH=1+1=E=1
F 2 2 2

—_ 33—
On a, par définitionde N : DN = 2 DH.

Or, DH a pour coordonnées :

Xy — Xp 0—-0 0
(yH—yD> _ <1_1) _ (0)
Zy — Zp 1-0 1

N )
et DN a pour coordonnées :

Xy — Xp xN—O XN
<YN _}’D> = <yN — 1) = (3’N — 1)
Zy — Zp zy—0 Zy
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3
( xN = Z(O) xN = 0
Donc:syy —1= Z(O), autrement dit : { YN = i
3
k ZN = 2(1)

Zn = =
N ™4
Résumons :

w(1:0:2)w(0:1:3) et p(Li101)
) )2 ) ) )4 e 2’ )

. Donner une représentation paramétrique de la droite (AP) et une représenttaion
paramétrique de la droite (MN).

* représentation paramétrique de (AP)

xp_xA %_0
Yp —Ya | = 1-0 =

Zp — Zy

. )
AP a pour coordonnées :

_ RN

AP est un vecteur directeur de (AP) et A(0; 0;0) € (AP) donc:

=N R

*=3
(aPy: 1 2 (teR)

e représentation paramétrique de (MN)
MN a pour coordonnées :

Xy — Xay 0-1 -1 -1
_ _[1-0)_ 1 |1
oM I=l3 1713 27 1
N 42 41 4
-1
MN } est un vecteur directeur de (MN) et M(1; 0;%) € (MN) donc:
4
x=1-k
=k
MN) : {Y {1 keER
=—-+—-k
=273
En utilisant N € (MN) on obtient :
x=—k
=1+k
mny: YT kem
=—+-k
=57
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4. Montrer que les droites (AP) et (MN) sont sécantes et déterminer les coordonnées
de leur point d’intersection I.

En utilisant les représentation paramétriques des droites (AP) et (MN), il s’agit de
montrer qu’il existe un et un seul couple de réels (a, B) vérifiant le systeme :

——
St =
t=k
t—1+1k
2 4
On a les équivalences :
(1 (1 B (, 2 (, 2 2
Zt—l k Zt—l t Zt—l t—3 t—3 t=§
lt—1+1k lt—1+1t l3 1 Lt—1><4 Lt_Z k==
271 —2735 Gt T3 273 =3 3

Il existe un et un seul tel couple (t, k) donc les droites (AP) et (MN) sont sécantes.

2
Faisonst = 3 dans la représentation paramétrique de (AP) obtenue précédemment :

1 . 1 o 2 1
YTt T27373
Y73
2
Z=1t= §
Donc les droites (AP) et (MN) sont sécantes en :
I(l_Z_Z)
3’3’3

2
On peut vérifier en faisant k = 3 dans la représentation paramétrique de (MN)

obtenue précédemment :

C1_k=1-2_ T
rTRTETIT3 Ty VTR

1.1, 1172 1.1 3 1_4_2
= — - = — — X == — _= — —_—= — = —
T Ty 3T 2767676 6 3

5. Les droite sécantes (AP) et (MN) définissent un plan 2.
a. Tracer sans justification la section du cube par le plan 2.
(voir figure)
b. On appelle (Q le centre du cube c’est-a-dire le milieu commun des diagonales du
cube : le point Q appartient-il au plan P ?
() est le milieu commun de chacune des diagonales, en particulier de [DF], donc :

_xptxp 0+1 1
=TT T T T
_Yyptyr 140 1
Ya= T T T T3
_zpt+zp 041 1
T T, T Ty T
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Dire que () appartient au plan P revient a dire que 71_5, IN et IQ) sont coplanaires,
ou encore que ﬁ, MN et IQ sont coplanaires. Or,on a:

1 ~1

1P 2 VN 1 1(1_2_2) Q(l_l_l)
1) 1 7\3°33/)""\2"2"2
1 4

—_—
donc I} a pour coordonnées :

_— —_—
Les vecteurs AP et MN sont colinéaires si et seulement si les trois déterminants
2 X 2 extraits sont nuls. Or, on a:

T 1 1 3
> —ox1-(-D)x1==+1=2%0
2|72 2 2

donc AP et MN ne sont pas colinéaires.

On peut aussi remarquer que (AP) et (MN) sont sécantes donc AP et MN ne sont
pas colinéaires.

Donc dire que ﬁ,m et IQ sont coplanaires revient a dire qu’il existe @ € R et
B € Rtels que IQ = aAP + BMN :

11 1 1 ’ 11
6=2%F |2°7F=% F=3
1 1 1 1 1
<—g=a+ﬁ S Cl+,8=—g<:>< a+§a—g:—g
1_ . L1, 1 +1C_ 1>_ 1
mgTatgh \etgb=—g latz(3%7%) 7%
( 5 1 1 1 1
1.1
276 ——g—=
3 {( p=sa—:
1
9 1 1 - =
o1 _ 1 k 2 (faux)
8% 724" "6

Le systeme est impossible donc Q n’appartient pas au plan 7.
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