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Exercice 1*
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n > 4, ona: 2" > n?.

Exercice 2
On considere la suite (u,) définie par u, = 3 et, pour tout entier naturel n :

Upyq = Eurzl —2u, +4

et f la fonction définie sur R par:
1
f(x) =§x2 —2x+4

Montrer que f est strictement croissante sur [2; +oo[.
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: 2 < u,;; < u, < 3.
En déduire que la suite (u,,) est convergente.

On note ¥ la limite de la suite (u,), déterminer la valeur de 4.

i & W NPR

7 . _on
Un éléve affirme: « Vn € N,u,, = 2 + 21727 »,
Si cette affirmation est vraie alors la démontrer par récurrence, sinon en donner un
contre-exemple.

Corrigé
Exercice 1
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n > 4, ona: 2" > n2.

Pour tout n € N on note P, la proposition : « 2™ > n? ».
On peut définir la proposition pour tout n € N méme si on ne va s’intéresse a sa véracité que pourn > 4.
e initialisation
Ona:2* =16et4% = 16,0r 16 > 16 donc P, est vraie.
e hérédité
Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 4 tel que Py, : « 2% > k? » est vraie.
Montrons que Py, @ « 251 > (k + 1)% » est vraie.

On a: 2% > k? (H.R.) donc en multipliant par 2 > 0: 2 X 2% > 2 x k?, autrement dit : 2k¥*1 > 2k2.

Montrons a présent que : 2k* > (k + 1)

Ona:
2k — (k+1)2=2k% — (k2 + 2k + 1) = k2 — 2k — 1 = (k)2 — 2()(1) + ()2 — 1 — 1
=(k-1)2-2

Or,k >4donck —1>3,dou:

k-12>32e(k-1)?>2>90k-1)2-229-2o (k-1)?2?-2>7=>k-1)?-2>0
Donc: 2k* — (k + 1)? > 0 autrement dit : 2k > (k + 1)
Ona: 2kt > 2k? et 2k? > (k + 1)?, donc par transitivité 281 > (k + 1)% : P, est vraie.

Conclusion :
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que, pour tout n > 4 la proposition B,
est vraie, autrement dit : pour tout entier naturel n > 4, 2" > n?.
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Exercice 2

1 1
uy = 3et VnEN,un+1=§u,zl—2un+4; VxER,f(x)=§x2—2x+4

NORMA OTT AUTO R RAD MP (]|[NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD HP I
DEUX DNDITIO AIR APP SUR # POUR MODIF FONCTION
Graphi Groph2 Graph3 I u

TYPE: SUITE() SUITE(+2) | © :

nMin=0 3
u(n+)BZ (Un)?-2un)+4 [ 2 |42

u(9)BE3 3 257

u(1)= Y

iwvin+l)= 5 2

v(B)= 6 2

v(1)= u(4)=2. 0000305175782

1. Montrer que f est strictement croissante sur [2; +oo[.
1
f'(x) =§X2x—2 =x-2

Pourtoutx € [2;4+o[,ona f'(x) > 0 et f' ne s"annule que pour x = 2 (donc un nombre fini de
fois), par conséquent f est strictement croissante sur [2; + o[,

2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier natureln,ona:2 <u,,1 <u, < 3.
Pour toutn € N, on note B, la proposition: « 2 < u,,q < U, <3 ».
e initialisation
Calculons d’abord u; :
1 1 9 5
Uq =Eu(2,—2u0+4=z(3)2—2(3)+4=E—6+4=§

5 5
Ona:2 <E< 3<3,oryuyy=3ety =Edonc:2 < u; < Up < 3, autrement dit P, est vraie.

e hérédité

Soit k € Ntelque Py, : « 2 < Upyq < U < 3 »estvraie, montrons que P yq: €« 2 < Upqy < Ugp1 < 32
est vraie.

Ona:2 <ugy <Up <3(HRY).

Les nombre 2, u; 41, Uy et 3 appartiennent tous a l'intervalle [2; +oo[, or f est strictement croissante
sur cet intervalle donc elle conserve le sens de la relation d’ordre, méme stricte, par conséquent :

f2) < flusr) < fu) < f(3)

Or:
f@)=%@ﬁ—2@)+4=%x4—4+4=2
f(Uks1) = Ugsa
fug) = Upyq
3—132 2(3 4—9 6 4—5
donc:

5
2 < Uz < Ugsr <§
<

N |

5
Or, > <3,donc:2 <Upyp SUgp1 K=< 3,d0U0 2 <uUpyy < Ugyq < 30 Piyq estvraie.

Conclusion :
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que : Vn € N, P, est vraie,
autrementdit:Vn €N, 2 < u,,; <u, < 3.
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3. En déduire que la suite (u,,) est convergente.
D’aprés la question précédente :
evVn € N,u,,; < u, donc la suite (u,) est décroissante
eVn €N, 2 < u,, donc la suite (u,) est minorée par la constante 2

La suite (u,) est décroissante et minorée donc d’aprés le théoréme de convergence monotone elle est
convergente.

4. On note ? la limite de la suite (u,), déterminer la valeur de 4.
. 1
Ona: lim u, =fetpourtoutn € N, u,,; = > (un)? — 2u, + 4 (»).
n—+oo
D'une part, lim (n+ 1) = 4oo,donc: lim u,,; = lim uy =7
n—-+oo n—-+oo N—-+oo
et d’autre part, par limite d’un produit, d’'une différence et d ‘'une somme :

: 1 2 1 2
lim (—un —2un+4)=—€ —2¢+4

n—+oo \2 2

1
Par passage a la limite dans (*), on en déduit : £ = > £? — 2¢ + 4 puis on a les équivalences :

1 1 1
£=§£2—2{’+4®E€2—3€+4=O®(€—2)<E€—2)=O®£=20u€=4

Or, on a montré que : Yn € N, u,, < 3, donc par passage a la limite : £ < 3 donc £ = 4 est impossible.
Par élimination on en déduit que £ = 2.

P . _2on
5. Un éleve affirme: «vn € N,u, = 2 + 2172" »,
Si cette affirmation est vraie alors la démontrer par récurrence, sinon en donner un contre-exemple.

En testant cette affirmation pourn = 0 et n = 1 : elle semble étre vraie.

TR .y —_2n
Pour tout n € N, on considére la proposition P, : « u,, = 2 + 2172 ».
Démontrons par récurrence que : VYn € N, P, est vraie.

e initialisation

D’une part, on sait que up, = 3, etd’autrepart : 2 + 2172 =2 42171 =2 4+20=24+1 =3,
donc:ug = 2 + 2172° , autrement dit P, est vraie.

e hérédité

Soit k € N tel que Py, : « uy, = 2 + 2172“» est vraie, montrons que Ppyy : « Upqq = 2 + 21727y est
vraie.

1 \ / _»k
Ona:ugy = > u? — 2u, + 4, or par hypothése de récurrence : u;, = 2 + 272", donc :
Uk+1

= %(2 + 21-2")2 —2(2+21%) +4

1
=S (22 2x2x 2 4 22029) _a - 21212 4 g

1
= (4 +zx2m 2 ) g gy
=2 42272 4 2172 22t
=2+ 212"
Ona:ug,; =2+ 272" autrement dit Py, est vraie.

Conclusion

Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que, Vn € N, P, est vraie,
autrement dit que : Vn € N,u,, = 2 + 272",
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