CS 05 TSpé maths Vendredi 20 février 2026 Thiaude P.
Calculatrice autorisée en mode EXAMEN durée = 1h50min

Exercice.1l [5 points]
Résoudre I'équation : In(x) + In(x — 8) = In(5x — 12).

Exercice 2 [4 points]
Résoudre I'inéquation : In(x — 5) < In(—x + 7).
Probléme [11 points]

Soit f la fonction définie sur D = ]0; +oo [ par f(x) = In(x), C sa courbe représentative
dans un repere orthonormé du plan, A la droite d’équation y = x et T la tangente a C au

YA

11

point I d’abscisse 1 :

Démontrer que f est concave sur D.
Déterminer une équation de la tangente T.
Etudier la position relative de C et T.

En déduire la position relative de A et C.

Qo0 oo

2. Soit u la fonction définie sur D par u(x) = x* + In(x).

a. Déterminer les limites de u en 0% et en +oo.

b. Etudier le sens de variation de u sur D.

c. Montrer qu’il existe un et un seul « € D tel que u(a) = 0, justifier que In(a) = —a?.

d. Etudier le signe de u(x) en distinguantlescas : 0 < x < a et x > «a puis dresser le
tableau de signes de u(x).

e. Al’aide de la calculatrice justifier que 0,5 < @ < 1 puis donner un encadrement de a
d’amplitude 1072 .

3. Soit g la fonction définie sur D par g(x) = x* + (In(x))?.
2
a. Vérifier que, pourtoutx € D, g'(x) = ;u(x).
b. En déduire les variations de g sur D.

4. Montrer que la valeur de la plus courte distance entre |'origine O du repére et un point
M de (C) estVa? + a*.

On admettra que rendre la distance OM minimale revient a rendre OM?* minimal.

5. On note A le point de C d’abscisse a : démontrer que la tangente a C en A est
perpendiculaire a la droite (OA).
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Corrigé
Exercice 1
In(x) + In(x — 8) = In(5x — 12)

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP |

Grophl Groph2 Groph3 Y1=In(X)+In(X~8)=-1n(5X~12)

I\Y1B1n(X)+1n(X=8)=1n(SX-1»
E\Y2=
B\Y3=
E\Y4=
E\Ys=
N\Ys=
I\Y?=
B\Ys=
#\Ys= X=12 yz0

e domaine
Il fautquex > 0,x —8 > 0et5x — 12 > 0, on a les équivalences :

x>0 ﬁig x>0
x—8>0e 12(:>x>8 S x>8

5x—-12>0 x>? x> 2,4

Le domaine de I'équation estdonc: D = [8; +oo].

e résolution
Pour x € D on a les équivalences :

In(x) + In(x —8) = In(5x — 12) © In(x(x —8)) = In(6x —12) & x(x —8) =5x — 12
©x?—-8x=5x—12©x>-8x—-5x+12=0x*—-13x+12=0 (x—1D(x—-12) =0
Sx=1oux=12

Les candidats solutions sont : 1 et 12.

¢ conclusion
1€ D = ]8;+00[ donc est rejeté, 12 € D = ]8; +oo[ donc est accepté, conclusion : § = {12}.

Exercice 2
In(x = 5) <In(—x +7)

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP | NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

Grophl Graph2 Groph3 Y12 In(X=5)=1nC"X+?)
I\Y1B1ln(X=-S)=-1n( -X+7) [
B\Y2=
B\Y3=
E\Ya=
E\Ys=
N\Ys=
\Y?=
B\Ys=
B\Ys= X=6 Y=0

e domaine
Il fautquex —5>0et—x + 7 > 0, on a les équivalences :

x—5>0 x>5 x>5
{—x+7>0®{—x>—7®{x<7
Le domaine de I'inéquation estdonc:D = ]5;7[.

o5<xg?7
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e résolution
Pour x € D, on a les équivalences :

Inx -5 <In(—x+7)ex—-5<x+7x+x<7+52x<12x<6
Les candidats solutions sont les nombres de l'intervalle : ] — o0; 6].

¢ conclusion
L'intersection de D et de 'intervalle des candidats solutionsest: 5 < x < 6,donc: S = 15;6].

Probléme
Soit f la fonction définie sur D = ]0; +oo [ par f(x) = In(x), C la courbe représentative de f dans un
repere orthonormé du plan, D la droite d’équation y = x et T la tangente a C au point d’abscisse 1.

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP | NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP '

Graphl Graph2 Graph3
I\Y1B1n(X)
E\Y28X-1
B\Y 38X
E\Y4=

BI\Ys= +

\Ys= /
EI\Y?=
B\Ys= /

B\Ys=

1. a. Démontrer que f est concave sur |0; +oo[

flx) = lri(x)
HOES

14 _1
fr'(x) = 2

Un carré est toujours positif ou nul donc le signe de "' (x) est celui de son numérateur : —1,
on en déduitque : Vx € D, f""(x) < 0 donc f est concave sur D.

b. Déterminer une équation de la tangente T.
La tangente T a C au point d’abscisse 1 admet pour équation y = f'(1)(x — 1) + f(1).

1
Oor,f(1) =In(1) =0etf'(1) = 1= 1, on obtient: y = 1(x — 1) + 0, autrement dit: y = x — 1.
La tangente T admet pour équation y = x — 1.

c. Etudier la position relativede C et T.
f est concave sur D donc C est située en dessous de toutes ses tangentes sur cet intervalle,
en particulier : C est située en dessous de T sur D.

Autre méthode

Vx > 0,g(x) =x—1—In(x). Lesigne de g(x) indique la position relative de T et C.
1 x—-1

g'x)=1 vl

x > 0 donc le signe de g'(x) est celui de son numérateur x — 1.

x—1=0&esx=1

Regle : ax + b est du signe de a a droite de sa racine.

X 0 1 400
g'(x) -] +
sens de
variation \ 0 /
de g
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g =1-1-In(1)=0-0=0
Le tableau de variation de g montre que : Vx €]0; +[, g(x) > 0etg(x) =0 x =1

T est toujours située au-dessus (sens large) de C, T et C ont pour unique point commun I(1; 0).

d. En déduire la position relative de A et C.
Vx €D, f(x) <x—1<x,donc: Vx € D, f(x) < x, par conséquent C est située strictement en
dessousde A : y = x.

2. Soit u la fonction définie sur ]0; +oo[ par u(x) = x* + In(x).

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP [] NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP []'

Graphl Graph2 Graph3

E\Y1B8X%+1n(X)
I\Y2=
I\Y3=
I\Y4=

I\Ys= '
\Ys= ]
EI\Y?=

I\Ys=

a. Déterminer les limites de u en 0" et en +oo0.
u(x) = x* + In(x)

lim x* = 0 et lim In(x) = —oo (cours) donc par limite d’'une somme : lim u(x) = —oo.
x—0 x—0t x-0%

lim x* = +oet lim In(x) = +oo (cours) donc par limite d’une somme : lim u(x) = +oo.
x—+00 x—+00 X—+00

b. Sens de variation de u sur D
u(x) = x* + In(x)

1

Rappel : (In(x))' = <
1
u'(x) =2x +-—
x

1 1
Pourtoutx € D,ona:x > 0, donc2x > 0et;> O,donc2x+;> 0,u'(x) >0

Vx > 0,u’'(x) > 0 donc u est strictement croissante sur D.

c. Montrer qu’il existe un et un seul a € D tel que u(a) = 0, justifier que In(a) = —a?.
* u est continue strictement monotone sur D = ]0; +oo [ et 0 appartient a I'intervalle de bornes
lim u(x) = —oet lim u(x) = +oo donc d’apres le corollaire du théoréme des valeurs
x—-0t x—+00

intermédiaires il existe un unique a € D tel que u(a) = 0.
e par définition de @ ona : u(a) = 0, or u(x) = x* + In(x), donc : a®> + In(a) = 0,

autrement dit : In(a) = —a?.

d. signe de u(x) en distinguantles cas: 0 < x < a et x > «a puis tableau de signes de u(x)
Soitx €D = ]0;+0] :

esi0<x<a:

x et a appartiennent a I'intervalle D sur lequel u est strictement croissante donc conserve le sens
de la relation, par conséquent : u(x) < u(a), autrement dit : u(x) < 0

esix>a:

x et a appartiennent a l'intervalle D sur lequel u est strictement croissante donc conserve le sens
de la relation, par conséquent : u(x) > u(a), autrement dit : u(x) > 0

X 0

a +00
Signedeu(x) | - 0 +
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e. Justifier que 0,5 < a < 1 puis donner un encadrement de a d’amplitude 1072,
u(0,5) = —0,4<0etu(l)=1>0donc05<a<1
u(0,6) = —0,151 < 0 et u(0,7) =~ 0,13 donc 0,6 < a < 0,7
1(0,65) = —0,008 < 0 et u(0,66) =~ 0201 > 0donc: 0,65 < a < 0,66.

3. Soit g la fonction définie sur D par g(x) = x* + (In(x))?2.
2
a. Vérifier que, pourtoutx € D g'(x) = S u(x).

Rappelons que, Vx € D, u(x) = x* + In(x).
g(x) = x* + (In(x))?

1
Rappels : (u?)’ = 2u x u’ (avec les notations du cours) et (In(x))’ = o
1
g'(x) = 2x + 2In(x) % p
1 1
"(x) = 2x* X — X —
g'(x) zx . + 2In(x) .
g'(x) = S (x* + In(x))
2
Or, u(x) = x* + In(x), donc: Vx € D, g'(x) = ;u(x).

b. En déduire le tableau de variations de g sur D.

2
On a montré en a. que, pour toutx € D, g'(x) = ;u(x).

2
Or pour tout x € D, > > 0 donc le signe de g'(x) est celui de u(x), puis en utilisant 2.d. :

X 0 a 400

g'(x) b+
Sens de

variation \
9(@) /

deg

4. Montrer que la valeur de la plus courte distance entre I’origine O du repére et un point M de C est
Va? + a* . On admettra que rendre la distance OM minimale revient a rendre O M* minimal.
Remarquons d’abord que : g(a) = a* + (In(a))?, or u(a) = 0 donne a® + In(a) = 0
autrement dit : In(a) = —a?, d’ou: g(a) = a® + (—a?)? = a* + a*.

Soit M(x;In(x)) € C, dans un repére orthonormé donc on peut utiliser la formule de la distance :
OM =/ (xy — x0)? + (Y — ¥0)? = v/ (x — 0)2 + (In(x) — 0)* = y/x* + (In(x))?,

donc OM? = (\/xz + (ln(x))z)2 = x? + (In(x))? = g(x).

Rendre minimal OM? c’est rendre minimal g(x) : le tableau de variation de g montre que le minimum
de g(x) sur D est g(a) = a® + a*, atteint pour x = a (uniquement).

Le minimum de OM? est a® + a* donc celui de OM est Va? + a*.

Résumons : la plus courte distance OM, M € C est Va? + a*.

5. A point de C d’abscisse a : démontrer que la tangente a C en A est perpendiculaire a la droite (0A).

— , a a R 1 ,
OA a pour coordonnées : (ln(a)) = (—az) etu | 1 )estun vecteur directeur de Tj.
a

Le repere est orthonormé donc on peut utiliser I’'expression du produit scalaire dans un tel repére :
N 1 az

77— — 2 — — —

OA-U=x57 Xx3+Yez Xyp=ax1l+ (-« )Xg—a—?—a—a—O

On constate que OA - % = 0 donc OA L % autrement dit : (0A) L T,.
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