CS 03 TSpé maths Jeudi 13 novembre 2025 Thiaude P.
Calculatrice autorisée en mode EXAMEN durée = 1h

Exercice.l [7 points]

x=2+t
Dans un repere de I'espace, D est la droite de représentation paramétrique {y = 1 + 2t
z=3-—t1

avec t € R et A est la droite passant par E(5; 8;3) et F(6;11;5).

1. Donner une représentation paramétrique de la droite A.
2. Montrer que D et A sont sécantes, préciser les coordonnées de leur point d’intersection.
3. Le point G(9; 18; 5) appartient-il au plan P défini par les droites D et A ?

Exercice.2 [13 points]
On considere la suite (u,,) définie par u, = 1 et pour tout entier naturel n :
u, — 49
Uu = ——
n+1 un _ 13
On admet que la suite (u,) est bien définie.

1. Le programme Python suivant retourne le plus petit entier naturel p tel que
|up — 7| < 0,01 ; on admet I'existence d’un tel entier p.

01U=1

02 n=0

03 while ...

04 n=n+1

05 U=...

06 print("p=",n)

Recopier sur la copie les lignes 03 et 05 en les complétant.
X — 49
x—13"°
Déterminer le sens de variation de f sur [1;7].
Démontrer par récurrence que, pour tout entier natureln,ona: 1 < u, < uUp4q < 7.
En déduire que la suite (u,,) est convergente.
Déterminer la limite € de la suite (u,,).

2. Soit f la fonction définie sur [1;7] par: f(x) =

oo T

3. Dans cette question on se propose d’étudier la convergence de la suite (u,) par une
autre méthode : aucune des réponses a la question 2. ne peut étre utilisée.
On considere la suite (v,) telle que, pour tout entier naturel n :

On admet que la suite (v,,) est bien définie.

a. Calculer v.

b. Démontrer que la suite (v,,) est arithmétique et préciser sa raison.
c. Exprimer v, puis u, en fonctionden, n € N.

d. Déterminer la limite de la suite (u,).

4. Justifier I'existence de I'’entier p de la question 1. et déterminer par le calcul sa valeur.
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Corrigé
Exercice 1

Dans un repere de I'espace :

x=2+4t
— D est la droite de représentation paramétrique {y =1+2t (teR)
z=3—-t

— A est la droite passant par E(5;8; 3) et F(6;11;5)

1. Donner une représentation paramétrique de A.

Xp — Xg 6-—5 1
(yF —yE) _ (11 . 8) _ (3)
Zp — Zg 5—-3 2

De plus, E(5; 8; 3) € (EF) donc une représenttaion paramétrique de (EF) est :

., )
EF a pour coordonnées :

x=5+k
{y=8+3k (ke R)
z=3+2k

2. Montrer que D et A sont sécantes et préciser les coordonnées de leur point d’intersection 1.

Dire que les droites D et A sont sécantes c’est dire qu’il existe un unique (k, t) € R? tel que :

24+t=5+k t=k+3 t=k+3 t=k+3
142t=8+4+3keo{2t—3k=7 ©1{2(k+3)-3k=7 ei-k=1
3—t=3+2k —t—2k=0 —(k+3)-2k=0 -3k =3

t=k+3
= t=-1+3 _ (t=2
c’[i;j @{k:_1 Q{kz—l

Il existe un et un seul tel couple (k, t) donc D et A sont sécantes.
Faisons t = 2 dans la représentation paramétrique de D, on obtient :

x=24+t=2+2=4

y=1+2t=1+22)=5

z=3—-t=3-2=1
Conclusion : I(4;5;1).

Remarque
x=5+k
{y=8+3k (k € R)
z=3+2k
On peut vérifier au brouillon en faisant k = —1 dans la représentation paramétrique de A :

x=5+k=5-1=4

y=8+3k=8-3=5

z=3+4+2k=3+2(-1)=1
On retrouve bien les mémes coordonnées (4; 5; 1).

3. Le point G(9; 18; 5) appartient-il au plan P défini par les droites D et A ?
1 1
u ( 2 ) est un vecteur directeur de D et ¥ (3) est un vecteur directeur de A.
-1 2
Dire que G appartient au plan défini par D et A revient a dire que U, U et 1G sont coplanaires
et comme U et ¥ sont non colinéaires cela revient a dire qu’il existe « € Ret € R tels que :

1G = aii + BB

. X — Xp _[9—4 _ 5
Ona:lG <}’G - }’1), c’est-a-dire: IG (18 - 5), donc: IG <13>.

Zg — Zp 5—-1 4
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5=a+p a+pB =5 B=5-a B=5-a
{13=2a+3ﬁ<:> 20+3f=13<2a+36—-a)=13 &4 —a+15=13

4 =—a+2p —a+2=4 —a+2(5—a)=4 —3a+10=4
p=5—«a B=5—«a a0=2
—3a =-6 a=2

Il existe un tel couple (a, 8) donc G appartient au plan défini par les droites D et A.

Exercice 2
u, —49
Uy =1 et upyq =m
1. (programme Python)
03 while abs(U-7)>=0.01:
05  U=(U-49)/(U-13)
x—49
x—13
a. Déterminer le sens de variation de f sur [1;7].
f est dérivable sur [1;7]

2. f est définiesur [1;7] par: f(x) =

u\'  u'v—v'u
Rappel : (;) =T
, 1(x —13) — 1(x — 49)
, X 13 —x + 49
f@ =13y
, B 36
f (x) - (x _ 13)2

Un carré est toujours positif ou nul et 36 > 0 donc pour toutx € [1;7] ona f'(x) >0
par conséquent f est (strictement) croissante sur [1;7].

b. Démontrer par récurrenceque:vVn €N, 1 < u, < u,;1 < 7.
Pour toutn € N, on note B, la proposition: « 1 < u,, < Upyq1 < 7 2.
e initialisation
Ona:1<1<<4<7,0orupg=1etu; =4doncl <uyy<u <7:P,estvraie.
e hérédité
Soit k € N tel que Py, est vraie, montrons que Py, est vraie.
1 <ue <upsr <7(HR)
Les nombres 1, uy, Ux,1 €t 7 appartiennent a [1;7] sur lequel f est strictement croissante
donc conserve le sens de la relation d’ordre, donc: f(1) < f(u) < f(ugs1) < f(7).

Or,

(1)_1—49_—48_4

f S 1-13 -12
uk—

fu) = we — 13 = Ug+1
uk 1_4’9

f(uk+1):m:uk+2
7—49 —42 7X6

7—13 -6 6
donc:4 < Upsq S Uk <7, etcommel < 4onendéduit:1 <4 < uUpyq < Uk <7
donc en particulier : 1 < up4q < Ugqo < 7, autrement dit P, 4 est vraie.
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Conclusion :
il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que : Vn € N, B, est vraie,
autrementdit:vn e N, 1 < u,, <u,;1 < 7.

c. En déduire que la suite (u,,) est convergente.
On déduit de b. que :
e Vn € N,u,, < u,4q donc la suite (u,) est croissante
e Vn € N,u, < 7 donc la suite (u,) est majorée par la constante 7

La suite (u,) est croissante et majorée donc d’apres le théoreme de convergence monotone elle
est convergente.

d. Déterminer la limite £ de la suite (u,,).

un—4
Ona: lim u, =¥ etpourtoutn € N, upy,q =— (%).
n—+oo un—1
D'une part: lim (n+ 1) = 400 donc lim u,;; = lim uy = +oo.
n—+oo n—+oo N—-+oo

D’autre part, par limite d’'une différence et d’'un quotient :
y u, —49  £-49
notow, — 13 £— 13
Par passage a la limite dans (*),on a:
£ —49
€={)_13<:>€(l—13) =f—49etf #1132 —-13/—¢+49=0etf # 13
&2 —1404+49=0etf #13 & (> =20 (7)) + (7> =0et £ # 13
S {l-7)?=0etl+13L-7=0L=7

Conclusion: € = 7.

3. Pour tout entier naturel n, on pose :

1
Vn u, —7
a. Calculer v,.
1 1 1 1
-7 1-7 =66
1
b. Démontrer que la suite (v,,) est arithmétique de raison r = — e
Soitne N,ona:
B 1 1 1 1 1 1
Va1 TV = Up =7 =49 o Uy =7 uUn—=49 TUp—13) wu, -7
u, — 13 u, — 13 u, — 13
_ 1 1 1 1 1 1
T u,—49-7w, —13) u, -7 Up—49-T7u,+91 u,-7 —6u,+42 u,—7
u, —13 u, —13 u, —13
u, — 13 1 —(u, —13) 1 —u, +13 6 _ —u, +13-6

T 6, —7) u—7 6w,—7) u,—7 6u,—7) 6, —7) 6(u,—7)
—u,+7 —1u,-7) 1

C6(u,—7) 61u,—-7) 6
1 1 . . .
Pourtoutn € N,v,, , — v, = — . et — . est une constante donc la suite (v,,) est arithmétique
1
de raisonr = — P (en notant r sa raison).

c. Exprimer v, puis u,, en fonction den, n € N.
Soitn € N,ona:

_ +X_1+X(1>_1n_n+1
vn—vonr—6n )= "85 %"
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Conclusion :

n+1
VneN,vnz—T
Soitn € N,ona:
! ! 7 7+
= o — = — = = e
Vn u,—7 vy, n n v,
Puis en utilisant la forme explicite de v, :
=7 ! =7 ! =7 6
= LA R
6 6
Conclusion :
vneN 7 6
n Up =7 ———
" n+1

d. Déterminer la limite de la suite (u,,).

Par limite d’'une somme : lim (n + 1) = 400 puis par limite d’'un quotient : lim 2=
n—+oo n-+o n+l

. o .y o _ 6\ _
puis par limite d’une différence : nl_lgloo (7 n+1) 7.

Conclusion : lim u, = 7.
n—+oo

4. Justifier I'existence de I’entier p de la question 1. et déterminer par le calcul sa valeur.
Résolvons dans N : |u,, — 7| < 0,01.

En utilisant la forme explicite de u,, obtenue en 3.c., cette inégalité s’écrit :

6 |<001 6 < 0,01 n+1> !
n+1 ' n+1 ' 6 0,01

n+1
@T>100(:)n+1>6><100(:>n>599<:>n>600 (neN)

6
7———7|<0,01<:>
n+1

On en déduit que p existe et que p = 600.
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