CS 02 TSpé maths Jeudi 16 octobre 2025 Thiaude P.
Calculatrice autorisée en mode EXAMEN durée = 50 min

Exercice.l [5 points : 2 pt+3 pts]

Déterminer les limites suivantes :

1. nlirjl (7" + (=" 2. 1ir+n Wni+4n+2—n2+1)
-1 n—-+oo

Exercice.2 [15 points] d’aprés Bac S Métropole juin 2013

Soit la suite numérique (u,) définie sur N par u, = 2 et pour tout entier naturel n :
2

Un+1 = 3 Un +§n+ 1

1. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a:
U, <n+3

b. Démontrer que, pour tout entier natureln,ona:

1
Un+1 — Un :§(n+3_un)

c. Déterminer le sens de variation de (u,,).
2. Pour tout entier naturel, on pose : v, = u,, — n.
a. Déterminer v,.

b. Montrer que la suite (v,,) est géométrique et préciser sa raison.
c. Exprimer v, en fonctionde n, n € N.

3. Pour tout entier naturel n, on pose :

n
Sp = Zuk =Uyt+u +--+u,
k=0
et pour tout entier naturel non nul n, on pose :
S
n — nz

a. Déterminer des constantes a, b, c et d telles que, pour tout entier naturel n :

n

2
Sn=a+b<§) + cn® + dn

b. Déterminer la limite de la suite (T},).
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Corrigé

Exercice.l

1. lim (7" + (—1)")
n—-+oo

Soitn € N.

Ona:—-1<<(-1)"K1

puis en ajoutant 7" a chaque membre: -1+ 7" < 7"+ (-1)" L1+ 7"
Ona:7 > 1,orsig > lalors lim q" = +o,donc: lim 7" = +oo,

n—-+oo n—-+oo
puis par limite d’'une somme : 11r+n [-1+ 7"] = +oo.
n—->+40oo
vneN,-1+7" 7"+ (—1)"
Ona : lirp [-1+ 7] = 400 donc d’apres le théoreme de comparaison on en
n—->+40o
déduit : ligrn [7™ + (—1)"] = oo.
n—->+0o

Autre méthode
Soitn € N,ona:

4 (=) = 7" !1 + (_7 )n] =7" [1 + (—71>"] =7 !1 + (_%)"]

7> 1,orsig > 1alors llr_El q" = +o, donc: llr_P 7" = 400 (%)
n—+oo n—-+oo
n
—1<——<1,or5| —1<g<1lalors lim q" =0,donc: lim (—l) =0
7 n-+oo n-+oo 7
pis i [1+(-2)] =16

1 n
Par limite d’un produit on déduit de (*) et (**) que : lim (7" [1 + (— —) D = 400,
n-+o 7
donc: lim [7" + (—1)"] = +co.

n—-+oo

2. lim (Jn2+4n+2 —Jn?+ 1)

n—-+oo

Pour toutn € N*,on a:

(Vn2+4n+2—-vYn2 + )(¥n? +4n+2++Vn? + 1)
2 +4an+2+Vyn?+1

VP +4n+2—n2+1=

(\/n2+4n+2) — (Vnz + ) n“+4n+2—-n?+1)
4 2 1
\/n2(1+ﬁ+ﬁ)+\/n2(1+ \/_x /1+ +—2+\/_>< /1+—
1
B In+1 B B 4+
4 2 1 4 2 1 4 2 1
n\/1+ﬁ+?+n\/1+ﬁ Tl(\/1+ﬁ+m+\/1+?> \/1+ﬁ ?+\/1+?
Or, lim 2= lim E=0(cours) puis par limite d’'une somme et en prenant la racine
n-+oon n—-+oon
carrée :

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.



_ 4 2 _ 4 2
lIim ([1+—+—=1et lim [([1+—+—=
n—+oo n n? n—+o n  n?
_ 1
lim 1+ +—+ 1+—=|=
n—-+co n nz le

puis par limite d’un quotient :

dou:

1
4+

lirp 4 2 1
n—->4+oo
\/1+E+F+\/1+F

Conclusion :
lim (\/n2+4n+2—\/n2+1) =2
n-+oo
Exercice 2
Soit la suite numérique (u,,) définie sur N par u, = 2 et pour tout entier naturel n :
2
Uni1 = 3 Un +§n +1

1. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier natureln,ona: u, <n+ 3.
Pour tout n € N on considere la proposition P, : « u,, <n + 3 ».
e initialisation
Ona:2<0+3,oruy =2doncuy <0+ 3: P, estvraie.

e hérédité
Soit k € N tel que Py, : « u;, < k + 3 » est vraie.
Montrons que Py, 1 : « Up4q < (kK + 1) + 3 » est vraie.

Ona:u, < k + 3, puis en multipliant chaque membre par > 0:

2
2 2

1
puis en ajoutant 3 k + 1 a chaque membre :

2 1 2 1
—u+-k+1<sk+2+-k+1

3 3 3 3
U1 <k +3
Or,k+3 < k+4, donc:
uk+1 k+4

ce qui s’écrit aussi :
U1 S (K +1)+3
autrement dit P; ., est vraie.

Conclusion :
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que, pour tout
n € N, P, est vraie, autrement dit: Vn € N,u,, < n + 3.

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.



b. Démontrer que, pour tout entier natureln,ona:
1
Up+1 — Un =§(n+ 3 _un)

Soitn € N,ona:

2 1 1 1 1
un+1—un:§un+§n+1—un=—§un+§n+1:§n+1—§un
1 1 1 1 3 1 3

§ n+I—un —§<Tl+ XT—un)—g(n+ —un)
3
Conclusion :

1
vneNu, ., —u, = §(n+ 3—u,)
c. Déterminer le sens de variation de la suite (u,).
Soitn € N,onamontréena.que:u, <n+3,donc:n+3—-u, >0,

1 1 1
puis en multipliant par 3 > 0 13 n+3—u, > 3 (0),
1
autrement dit 13 (n+3—-u, >0.

1
Or' 5 (Tl + 3 - un) = un+1 - un; donc : un+1 - un > 0

Conclusion : Vn € N, u,,.; — u, > 0, donc la suite (u,,) est croissante.

2. Pour tout entier naturel, on pose : v,, = u,, — n.

a. Déterminer v,,.
U0=u0—0=2—0=2
Conclusion : vy = 2.

b. Montrer que (v,,) est géométrique et préciser sa raison.
Soitn € N,ona:

2 1 1 3 2 2
Un+1=un+1—(n+1)=§un+§n+1—n_1=§un+§n—§n=§un—§n
2 2
=z -—n)=3w

_ 2 2
Conclusion : pour toutn € N,v,,,; = 3 n et 3 est une constante, donc (v,,) est
4 rd . . 2
géomeétrique de raison 3

c. Exprimer v,, en fonctionde n, n € N.
Soitn € N.

(vy,) est géométrique donc en notant g sa raisonona: v, = v, X q".
2

n
or,vo=2etq=§,donc:vn:2(§) .

Conclusion :
n

vneN,p, = 2<§>
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3. Pour tout entier naturel n, on pose :
n
Sn=2uk=u0+u1+---+un et Tn=
k=0

—n
n2

a. Déterminer des constantes a, b, c et d telles que, pour tout entier naturel n :
n

2
Sn=a+b<§> + cn®+dn
Soitn € N,ona:

Sn

=u0+u1++un
=U0+0+U1+1+"'+Un+n
=vo+tvi+--+v,+0+1+--+n
1—q"+1+n(n+1)

= v, X
Yot Ty 2
2n+1

1—(§) nn+1)
=2X +
12 2

=2 X l + >
3
2n+1 nZ n
=2X=X|1—|= —+ =
[ (3) ]+2+2
=61 2<z)" Fon? o
- 3\3) [T 2" T2"
6 6><2 <2n+1 2+1
= —_ — X | = —_ —
37\3) T2 T
=6—4 2>n+1 241
- 3) T T
Résumons :
2\" 1 , 1
VTlEN,Sn=6—4(§> +§Tl +§Tl
1
En comparant avec I’expression proposée:a =6,b = —4,c=d = > conviennent.
b. Déterminer la limite de la suite (T,,).
Pourtoutn € N,ona:
2\" 1 1 2\" 1 1
5,_6-4(3) tani+an 6 _4(3) g7 gm
h=m= _on TR T T
2
s 4(§) L1011
—_— —_ _x_
"on? n? 2 2 n
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2 n
Ona:—-1<-<1,orsi—1<g<1lalors lim g" =0donc lim (—) =0

3 n n—-+oo n-+oo

y o s 2 _

sou iy, (+(3) =0
D’autre part, lirP n? = +oo (cours) donc par limite d’un quotient :

n—-+oo

2 n
6 4(3)

lim — = lim >
n-+oon n—-+oo n

=0

.1 N 1.1 . o
D’autre part: lim == 0 (cours) d’ou lim (— X —) = 0 puis par limite d’'une
n-+oon n—-+oo \2 n

somme :
2n
y 6 4(§) L1011y 1
nstbo | 12 n? 2 2 n| 2

. 1
Conclusion: lim T,, ==
n—+oo 2
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