CS 01 TSpé maths Mardi 23 septembre 2025 Thiaude P.
Calculatrice autorisée en mode EXAMEN durée = 55 min

Exercice 1 [5 pts]
Pour toutn € N, on pose:

sin(n)
Uu =
" n+5
Déterminer lim u,,.
n-+oo
Exercice 2 [4 pts]
Pour toutn € N, on pose :

n+ 11
n =T
On souhaite démontrer en revenant a la définition que la suite (u,,) converge vers 4
c’est-a-dire que : Ve > 0,3n, € N tel que : Yn € N, sin > ny, alors |u, — 4| < €.
Exprimer n, en fonction de ¢, justifier.

Exercice 3 [11 pts]

On pose u, = 40 et, pour tout n entier naturel : u,,; = 0,6u,, + 4.

1. Calculer u;.

Démontrer par récurrence que, pour tout n entier naturelona: 10 < u,,41 <y, < 40.
En déduire que la suite (u,,) est convergente.

Déterminer la limite £ de la suite (uy,).

i & W N

Pour toutn € N, on pose : v, = u, — 10.

a. Montrer que (v,) est géométrique, préciser son premier terme et sa raison.
b. Exprimer v, en fonction den, n € N.

c. Pourtout n € N on note §,, la somme des termes consécutifs de (v,,) de vy a v, :
n

Sp = Vp =V + -+ v,
k=0
Exprimer S,, en fonction de n.

6. Pour tout n € N on note T}, la somme des termes consécutifs de (u,,) de uy a u,, :
n

Tn=Zuk=u0+---+un
k=0

a. Déduirede 5.c.que:vn € N,T,, = 10n + 85 — 45 x 0,6™.

b. Onrappelle que: «si—1 < g < 1,alors lim g™ = 0», déterminer: lim T,.
n—-+oo n—+co
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Corrigé
Exercice 1

sin(n)
vneN,u, = -

+ 2, déterminer lim u,,
5 n—-+oo

Soitn € N.
Ona: —1 < sin(n) < 1 puis en divisant chaque membreparn+5> 0:
-1 sin(n) 1

< <
n+5 n+5 n+5
puis en ajoutant 2 a chague membre :

_1+ <ﬂmm+2< +2

n+5 T T n+5 “n+5

autrement dit :
— <u, <2+
n+5 > " n+ 2
Ona: lim (n+ 5) = +oodonc, par limite d’'un quotient : lim L = 0, puis par limite
n-+oo n—+oo n+5
d’une différence: lim (2 - L) = 2.
n—+oo n+5

On montrerait de méme que : lim (2 + L) =2
n—-+oo n+5

Résumons :

1
VTlEN,Z-m<un<2+n+2

1 1
lim (2— >= lim (2+ )=2
n—+00 n+>5 n—+00 n+5

donc d’apreés le théoreme des gendarmes on en déduit que : lim u, = 2.
n-+oo

Exercice 2
in+ 11

n+ 2

On souhaite démontrer en revenant a la définition que la suite (u,,) converge vers 4
c’est-a-dire que : Ve > 0,3In, € Ntelque : Yn € N, sin > ny, alors |u,, — 4| < €.
Déterminer n en fonction de ¢, justifier.

vneN,u, =

Recherche
| 4l_‘4n+11 4(n + 2) _‘4n+11 4n+ 8 _|4n+11—(4n+8)
tn Tl n+2 n+2 | | n+2 n+2| n+2
_ 4n+11—4n—8|_‘ 3 |_ 3
B n+2 Cn+2 _n+32 3
<e& 3<e(n+2) —<n+2 ——2<n
n+2 £ £

3
ny = plus premier entier naturel strictement plus grand que : B —2.

Soit € un réel strictement positif, posons : n, = le premier entier naturel strictement plus

3
grand que Z —2.

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.



3 3

Pourtoutn € Ntelquen >nyona:n > nyetny > z —2 doncn > z —2, autrement dit

3
n+2> p
puis en multipliant pare > 0:e(n+ 2) > 3,

. . 3 . 3
puis endivisantparn+ 2 > 0:& >——autrement dit: — < ¢.
n+2 n+2

Or,

lu,

|_|4n+11 4(n+2) _|4n+11 4n + 8 _|4n+11—(4n+8)

n+2 B n+2 n+2 _n+2 n+2
in+11—-4n-—-8

n+2| n+2

n+2
donc I'inégalité () s’écrit aussi : |u, — 4| < €.
Résumons :

Ve > 0,3dny, € Ntelque : Vn € N, sin > ng alors |u,, — 4| < € ol n, est le premier entier

3
naturel strictement plus grand que : ; —2.

Exercice 3 [11 points]

uy = 40 et pour tout n entier naturel : u,,.; = 0,6u,, + 4

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP [[[orrAL FLoTe nuro REEL RAD MP 1
DEUXIEME CONDITION SI NECESSAIRE APP SUR + POUR &
Graphi Graph2 Graph3 i u
TYPE: SUITEC») CURIXEXIE] SUITE(n+2) g g
nMin=0 2 20.8
B-u(n+1)80.6xu(n)+4 3 T
u(0)B40 2 ifi”
9(1)= ? 10.8Y
i~wwvin+l)= 8 10.504
v(@)= 9 10.302
v(1)= 10 10.181
win+l)= n=0

1. Calculer u,.
u; =06uy+4=06%x40+4=24+4=28
uqs = 28

2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel : 10 < u,,,; < u, < 40.

<

Pour tout n € N on note P, la proposition « 10 < u,41 < u, < 40 ».
e initialisation
Ona:10< 2840 <40,0oru; =28etuy =40,donc: 10 < uyy <uy <40
autrement dit P, est vraie.
e hérédité
Soitk € Ntelque Py : « 10 < up4q < Ui < 40 » est vraie et montrons que
Priq:« 10 < Upyr < Uy < 40 » est vraie.
Ona: 10 < U4 < Ui < 40, en multipliant chaque membre par 0,6 > 0 on en déduit :

0,6 x10<0,6Xu,q <0,6Xu,<0,6x40
autrement dit: 6 < 0,6u,,q < 0,6y, < 24,

puis en ajoutant 4 a chague membre :
6+4<0,6u,+4<06u,+4<24+4
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autrement dit: 10 < 0,6u,,1 +4 < 0,6u, + 4 < 28.
Or, 0,6up;1 +4 = Uy, et 0,6u, +4 =up, g donc: 10 < Upyr < Uy < 28 < 40,
d’ou en particulier 10 < U4y < U471 < 40 : Py, 4 estvraie.

Conclusion
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que :
vn € N, P, est vraie, autrement ditque: Vn € N, 10 < u,,,1 < u, < 40.

3. Justifier que la suite (u,,) converge.
Il résulte de la question précédente que :
eVn € N,u,,; < u, donc la suite (u,) est décroissante
e Vn € N, 10 < u,, donc la suite (u,) est minorée par la constante 10

La suite (u,,) est décroissante et minorée donc d’apreés le théoreme de convergence
monotone elle est convergente.

4. Déterminer sa limite £.
On a, pourtoutn € N, u,,,; = 0,6u,, + 4,or: lim (n+ 1) = +oo,

n—+oo

donc : lirp Upyq = limy_ 40 Uy = € (x). D’autre part, par limite d’un produit et d’'une
n—->+o0o

somme : lirp (0,6u, +4) = 0,6€ + 4 (**).
n—-+oo
On déduit de () et (**) que : £ = 0,6¢ + 4, puis on a les équivalences :
4
{’=0,6€+4<:>{’—0,6{’=4<:>O,4{’=4(:){’=ﬂ(:>{’=10

Conclusion : € = 10.
5. Pour tout n entier naturel on pose : v, = u,, — 10.
a. Démontrer que (v,,) est géométrique, préciser sa raison et son premier terme.
e calculons v,
Vo =uUy—10=40-10= 30
e montrons que la suite (v,) est géométrique
Soitn € N,ona:

6
vn+1 = un+1 - 10 = O;6un + 4 - 10 = 0;6un - 6 = 0,6 (un — —>
= 0,6(w,, — 10) = 0,61,

Pour toutn € N,v,,,; = 0,6 X v,, et 0,6 est une constante donc la suite (v,,) est
géomeétrique de raison 0,6.

Conclusion :
La suite (v,,) est géométrique de raison 0, 6 et de premier terme v, = 30.

b. Exprimer v,, en fonctionde n, n € N.
Soitn € N.
La suite (v,,) est géométrique donc, en notant g sa raison, ona: v, = v, X q".
Or,q =0,6 et vy, = 30, donc: v, =30 X 0,6™.

Conclusion :
vneN, v, =30x0,6"
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c. Pourtoutn € N on note S,, la somme des termes consécutifs de (v,,) devyav, :

n

Sn= vk=v0+---+vn
k=0
Exprimer S,, en fonction de n.
Soitn € N.
S,, est la somme de termes consécutifs de la suite géométrique (v,) de v, a v,, donc :
1— qn+1

Sn = Vo X ﬁ
Or,vy =30etqg =0,8donc:
S —30><1_0'6n+1—30><1_0'6n+1 _ 30 x (1-0,6"1) =75(1—0,6""1

no 1-06 04 04 ’ =75( 670

S, =75—75x0,6"1
Conclusion :

vneN,S, = 75— 75 x 0, 6™*1

6. Pour tout n € N on note T,, la somme des termes consécutifs de (u,) de ugau, :

n
T, = Uy =Ug+ -+ Uu,
k=0
a. Déduirede 5.c.que:vn € N, T,, = 10n + 85 — 45 x 0, 6™.
Soitn € N,ona:
r,=uy+-u,=vyg+10+--4+v,+10=vy+---+v, +10+---+ 10
Sn n+1 termes 10

=S, +(n+1)x10=75-75x0,6"1+10n+ 10 = 10n + 85 — 75 x 0,6™*!
= 10n + 85— 45 x 0,6™

Conclusion :

vneN, T, =10n+ 85 —45 x 0,6"
b. Déterminer lim T,,.

Ona:—-1< 8,_>6+Z 1,orsi—1<qg<1,alors: nl_i)rpoo q" = 0, donc nl—i>r-|poo 0,6" = 0.
Ona: nl_i)rpoo(lon) = 400, puis par limite d’'une somme :
nlir+r1m(10n + 85 —-45x0,6") = 4o
c’est-a-dire :
nlir+r1m(10n + 85 —-45x0,6") = 4o
Conclusion :

lim T, = +o0
n—-+oo
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