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CS 01  TSpé maths   Mardi 23  septembre 2025                Thiaude P. 
Calculatrice autorisée en mode EXAMEN                 durée = 55 min  
 
Exercice 1 [5 pts] 
Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, on pose : 

𝑢௡ =
sin(𝑛)

𝑛 + 5
+ 2 

 Déterminer lim
௡→ାஶ

𝑢௡. 

 
Exercice 2 [4 pts] 
Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, on pose : 

𝑢௡ =
4𝑛 + 11

𝑛 + 2
 

 

On souhaite démontrer en revenant à la définition que la suite (𝑢௡) converge vers 4  
c’est-à-dire que : ∀𝜀 > 0, ∃𝑛଴ ∈ ℕ tel que ∶ ∀𝑛 ∈ ℕ, si 𝑛 ⩾ 𝑛଴, alors |𝑢௡ − 4| < 𝜀. 

Exprimer 𝑛଴ en fonction de 𝜀, justifier. 
 
Exercice 3 [11 pts] 
 

On pose 𝑢଴ = 40 et, pour tout 𝑛 entier naturel : 𝑢௡ାଵ = 0,6𝑢௡ + 4. 
 

1. Calculer 𝑢ଵ. 
 

2. Démontrer par récurrence que, pour tout 𝑛 entier naturel on a : 10 ⩽ 𝑢௡ାଵ ⩽ 𝑢௡ ⩽ 40. 
 

3. En déduire que la suite (𝑢௡) est convergente. 
 

4. Déterminer la limite ℓ de la suite (𝑢௡). 
 

5. Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, on pose : 𝑣௡ = 𝑢௡ − 10. 
 

a.  Montrer que (𝑣௡) est géométrique, préciser son premier terme et sa raison. 
b.  Exprimer 𝑣௡ en fonction de 𝑛, 𝑛 ∈ ℕ. 
c.  Pour tout 𝑛 ∈ ℕ on note 𝑆௡ la somme des termes consécutifs de (𝑣௡) de 𝑣଴ à 𝑣௡ :  

𝑆௡ = ෍ 𝑣௞

௡

௞ୀ଴

= 𝑣଴ + ⋯ + 𝑣௡ 

  Exprimer 𝑆௡ en fonction de 𝑛. 
 

6. Pour tout 𝑛 ∈ ℕ on note 𝑇௡ la somme des termes consécutifs de (𝑢௡) de 𝑢଴ à 𝑢௡ :  

𝑇௡ = ෍ 𝑢௞

௡

௞ୀ଴

= 𝑢଴ + ⋯ + 𝑢௡ 

 

a.  Déduire de 5.c. que : ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑇௡ = 10𝑛 + 85 − 45 × 0,6௡. 
 
 

b.  On rappelle que : « si −1 < 𝑞 < 1, alors  lim
௡→ାஶ

𝑞௡ = 0 », déterminer : lim
௡→ାஶ

𝑇௡. 
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Corrigé 
Exercice 1 

∀𝒏 ∈ ℕ, 𝒖𝒏 =
𝐬𝐢𝐧(𝒏)

𝒏 + 𝟓
+ 𝟐, déterminer 𝐥𝐢𝐦

𝒏→ାஶ
𝒖𝒏 

 

Soit 𝑛 ∈ ℕ.  
On a : −1 ⩽ sin(𝑛) ⩽ 1 puis en divisant chaque membre par 𝑛 + 5 > 0 : 

−1

𝑛 + 5
⩽

sin(𝑛)

𝑛 + 5
⩽

1

𝑛 + 5
 

puis en ajoutant 2 à chaque membre : 
−1

𝑛 + 5
+ 2 ⩽

sin(𝑛)

𝑛 + 5
+ 2 ⩽

1

𝑛 + 5
+ 2  

autrement dit : 

2 −
1

𝑛 + 5
⩽ 𝑢௡ ⩽ 2 +

1

𝑛 + 2
 

 
On a :  lim

௡→ାஶ
(𝑛 + 5) = +∞ donc, par limite d’un quotient : lim

௡→ାஶ

ଵ

௡ାହ
 = 0, puis par limite 

d’une différence :  lim
௡→ାஶ

ቀ2 −
ଵ

௡ାହ
ቁ = 2.  

On montrerait de même que :  lim
௡→ାஶ

ቀ2 +
ଵ

௡ାହ
ቁ = 2 

Résumons :  

൞
∀𝑛 ∈ ℕ, 2 −

1

𝑛 + 5
⩽ 𝑢௡ ⩽ 2 +

1

𝑛 + 2
          

 lim
௡→ାஶ

൬2 −
1

𝑛 + 5
൰ =  lim

௡→ାஶ
൬2 +

1

𝑛 + 5
൰ = 2  

 

 

donc d’après le théorème des gendarmes on en déduit que :  𝐥𝐢𝐦
𝒏→ାஶ

𝒖𝒏 = 𝟐 . 

 
Exercice 2 

∀𝒏 ∈ ℕ, 𝒖𝒏 =
4𝑛 + 11

𝑛 + 2
 

On souhaite démontrer en revenant à la définition que la suite (𝒖𝒏) converge vers 𝟒 
c’est-à-dire que : ∀𝜺 > 𝟎, ∃𝒏𝟎 ∈ ℕ tel que ∶ ∀𝒏 ∈ ℕ, si 𝒏 ⩾ 𝒏𝟎, alors |𝒖𝒏 − 𝟒| < 𝜺. 
Déterminer 𝒏𝟎 en fonction de 𝜺, justifier. 
 

Recherche 

|𝑢௡ − 4| = ฬ
4𝑛 + 11

𝑛 + 2
−

4(𝑛 + 2)

𝑛 + 2
ฬ = ฬ

4𝑛 + 11

𝑛 + 2
−

4𝑛 + 8

𝑛 + 2
ฬ = ฬ

4𝑛 + 11 − (4𝑛 + 8)

𝑛 + 2
ฬ 

= ฬ
4𝑛 + 11 − 4𝑛 − 8

𝑛 + 2
ฬ = ฬ

3

𝑛 + 2
ฬ =

3

𝑛 + 2
 

3

𝑛 + 2
< 𝜀               3 < 𝜀(𝑛 + 2)              

3

𝜀
< 𝑛 + 2                   

3

𝜀
− 2 < 𝑛 

𝑛଴ = plus premier entier naturel strictement plus grand que :  
ଷ

ఌ
 −2. 

 

Soit 𝜀 un réel strictement positif, posons : 𝑛଴ = le premier entier naturel strictement plus 

grand que 
ଷ

ఌ
 −2. 
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Pour tout 𝑛 ∈ ℕ tel que 𝑛 ⩾ 𝑛଴ on a : 𝑛 ⩾ 𝑛଴ et 𝑛଴ > 
ଷ

ఌ
 −2 donc 𝑛 > 

ଷ

ఌ
 −2, autrement dit 

𝑛 + 2 > 
ଷ

ఌ
,  

puis en multipliant par 𝜀 > 0 : 𝜀(𝑛 + 2) > 3,  

puis en divisant par 𝑛 + 2 > 0 : 𝜀 > 
ଷ

௡ାଶ
 autrement dit : 

ଷ

௡ାଶ
 < 𝜀. 

Or, 

|𝑢௡ − 4| = ฬ
4𝑛 + 11

𝑛 + 2
−

4(𝑛 + 2)

𝑛 + 2
ฬ = ฬ

4𝑛 + 11

𝑛 + 2
−

4𝑛 + 8

𝑛 + 2
ฬ = ฬ

4𝑛 + 11 − (4𝑛 + 8)

𝑛 + 2
ฬ 

= ฬ
4𝑛 + 11 − 4𝑛 − 8

𝑛 + 2
ฬ = ฬ

3

𝑛 + 2
ฬ =

3

𝑛 + 2
 

 

donc l’inégalité (∗) s’écrit aussi : |𝑢௡ − 4| < 𝜀. 
Résumons :  
∀𝜀 > 0, ∃𝑛଴ ∈ ℕ tel que ∶ ∀𝑛 ∈ ℕ, si 𝑛 ⩾ 𝑛଴ alors |𝑢௡ − 4| < 𝜀 où 𝑛଴ est le premier entier 

naturel strictement plus grand que : 
ଷ

ఌ
 −2. 

   

Exercice 3 [11 points] 
 

𝒖𝟎 = 𝟒𝟎 et pour tout 𝒏 entier naturel : 𝒖𝒏ା𝟏 = 𝟎, 𝟔𝒖𝒏 + 𝟒 
 

   
 

1. Calculer 𝒖𝟏. 
𝑢ଵ = 0,6𝑢଴ + 4 = 0,6 × 40 + 4 = 24 + 4 = 28 
𝒖𝟏 = 𝟐𝟖 
 

2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel : 𝟏𝟎 ⩽ 𝒖𝒏ା𝟏 ⩽ 𝒖𝒏 ⩽ 𝟒𝟎. 
 

Pour tout 𝑛 ∈ ℕ on note 𝑃௡ la proposition « 10 ⩽ 𝑢௡ାଵ ⩽ 𝑢௡ ⩽ 40 ». 
 

• initialisation 
On a : 10 ⩽ 28 ⩽ 40 ⩽ 40, or 𝑢ଵ = 28 et 𝑢଴ = 40, donc : 10 ⩽ 𝑢଴ ⩽ 𝑢ଵ ⩽ 40 
autrement dit 𝑃଴ est vraie. 
 

• hérédité 
Soit 𝑘 ∈ ℕ tel que 𝑃௞ : « 10 ⩽ 𝑢௞ାଵ ⩽ 𝑢௞ ⩽ 40 » est vraie et montrons que  
𝑃௞ାଵ : « 10 ⩽ 𝑢௞ାଶ ⩽ 𝑢௞ାଵ ⩽ 40 » est vraie. 
On a : 10 ⩽ 𝑢௞ାଵ ⩽ 𝑢௞ ⩽ 40, en multipliant chaque membre par 0,6 > 0 on en déduit : 

0,6 × 10 ⩽ 0,6 × 𝑢௞ାଵ ⩽ 0,6 × 𝑢௞ ⩽ 0,6 × 40 
autrement dit : 6 ⩽ 0,6𝑢௞ାଵ ⩽ 0,6𝑢௞ ⩽ 24,  
puis en ajoutant 4 à chaque membre : 

6 + 4 ⩽ 0,6𝑢௞ାଵ + 4 ⩽ 0,6𝑢௞ + 4 ⩽ 24 + 4 
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autrement dit : 10 ⩽ 0,6𝑢௞ାଵ + 4 ⩽ 0,6𝑢௞ + 4 ⩽ 28. 
Or, 0,6𝑢௞ାଵ + 4 = 𝑢௞ାଶ et 0,6𝑢௞ + 4 = 𝑢௞ାଵ donc : 10 ⩽ 𝑢௞ାଶ ⩽ 𝑢௞ାଵ ⩽ 28 ⩽ 40, 
d’où en particulier 10 ⩽ 𝑢௞ାଶ ⩽ 𝑢௞ାଵ ⩽ 40 : 𝑃௞ାଵ est vraie. 
 

Conclusion 
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que :  
∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑃௡ est vraie, autrement dit que : ∀𝒏 ∈ ℕ, 𝟏𝟎 ⩽ 𝒖𝒏ା𝟏 ⩽ 𝒖𝒏 ⩽ 𝟒𝟎. 
 

3. Justifier que la suite (𝒖𝒏) converge. 
Il résulte de la question précédente que : 
• ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢௡ାଵ ⩽ 𝑢௡ donc la suite (𝑢௡) est décroissante 
• ∀𝑛 ∈ ℕ, 10 ⩽ 𝑢௡ donc la suite (𝑢௡) est minorée par la constante 10 
 

La suite (𝑢௡) est décroissante et minorée donc d’après le théorème de convergence 
monotone elle est convergente.  
 

4. Déterminer sa limite 𝓵. 
On a, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢௡ାଵ = 0,6𝑢௡ + 4, or : lim

௡→ାஶ
(𝑛 + 1) = +∞,  

donc : lim
௡→ାஶ

𝑢௡ାଵ = limே→ାஶ 𝑢ே = ℓ (∗). D’autre part, par limite d’un produit et d’une 

somme : lim
௡→ାஶ

(0,6𝑢௡ + 4) = 0,6ℓ + 4 (∗∗).  

On déduit de (∗) et (∗∗) que : ℓ = 0,6ℓ + 4, puis on a les équivalences : 

ℓ = 0,6ℓ + 4 ⇔ ℓ − 0,6ℓ = 4 ⇔ 0,4ℓ = 4 ⇔ ℓ =
4

0,4
⇔ ℓ = 10 

Conclusion : 𝓵 = 𝟏𝟎. 
 

5. Pour tout 𝑛 entier naturel on pose : 𝑣௡ = 𝑢௡ − 10. 
a.  Démontrer que (𝒗𝒏) est géométrique, préciser sa raison et son premier terme. 
  • calculons 𝑣଴ 
  𝑣଴ = 𝑢଴ − 10 = 40 − 10 = 30    

  • montrons que la suite (𝑣௡) est géométrique 
  Soit 𝑛 ∈ ℕ, on a : 

    𝑣௡ାଵ = 𝑢௡ାଵ − 10 = 0,6𝑢௡ + 4 − 10 = 0,6𝑢௡ − 6 = 0,6 ൬𝑢௡ −
6

0,6
൰ 

    = 0,6(𝑢௡ − 10) = 0,6𝑣௡ 
 

   Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑣௡ାଵ = 0,6 × 𝑣௡ et 0,6 est une constante donc la suite (𝑣௡) est  
  géométrique  de raison 0,6.  
 

  Conclusion : 
  La suite (𝒗𝒏) est géométrique de raison 𝟎, 𝟔 et de premier terme 𝒗𝟎 = 𝟑𝟎. 
 

b.  Exprimer 𝒗𝒏 en fonction de 𝒏, 𝒏 ∈ ℕ. 
  Soit 𝑛 ∈ ℕ. 
  La suite (𝑣௡) est géométrique donc, en notant 𝑞 sa raison, on a : 𝑣௡ = 𝑣଴ × 𝑞௡. 
  Or, 𝑞 = 0,6 et 𝑣଴ = 30, donc : 𝑣௡ = 30 × 0,6௡. 
 

  Conclusion : 
      ∀𝒏 ∈ ℕ, 𝒗𝒏 = 𝟑𝟎 × 𝟎, 𝟔𝒏 
   



utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P. 

c.  Pour tout 𝒏 ∈ ℕ on note 𝑺𝒏 la somme des termes consécutifs de (𝒗𝒏) de 𝒗𝟎 à 𝒗𝒏 :  
 

𝑺𝒏 = ෍ 𝒗𝒌

𝒏

𝒌ୀ𝟎

= 𝒗𝟎 + ⋯ + 𝒗𝒏 

  Exprimer 𝑺𝒏 en fonction de 𝒏. 
 

  Soit 𝑛 ∈ ℕ. 
  𝑆௡ est la somme de termes consécutifs de la suite géométrique (𝑣௡) de 𝑣଴ à 𝑣௡ donc : 

𝑆௡ = 𝑣଴ ×
1 − 𝑞௡ାଵ

1 − 𝑞
 

  Or, 𝑣଴ = 30 et 𝑞 = 0,8 donc : 

  𝑆௡ = 30 ×
1 − 0,6௡ାଵ

1 − 0,6
= 30 ×

1 − 0,6௡ାଵ

0,4
=

30

0,4
× (1 − 0,6௡ାଵ) = 75(1 − 0,6௡ାଵ) 

  𝑆௡ = 75 − 75 × 0,6௡ାଵ 
 

  Conclusion : 
∀𝒏 ∈ ℕ, 𝑺𝒏 = 𝟕𝟓 − 𝟕𝟓 × 𝟎, 𝟔𝒏ା𝟏 

 
 

6. Pour tout 𝒏 ∈ ℕ on note 𝑻𝒏 la somme des termes consécutifs de (𝒖𝒏) de 𝒖𝟎 à 𝒖𝒏 :  
 

𝑻𝒏 = ෍ 𝒖𝒌

𝒏

𝒌ୀ𝟎

= 𝒖𝟎 + ⋯ + 𝒖𝒏 

 

a.  Déduire de 5. c. que : ∀𝒏 ∈ ℕ, 𝑻𝒏 = 𝟏𝟎𝒏 + 𝟖𝟓 − 𝟒𝟓 × 𝟎, 𝟔𝒏.   
  Soit 𝑛 ∈ ℕ, on a : 

𝑇௡ = 𝑢଴ + ⋯ 𝑢௡ = 𝑣଴ + 10 + ⋯ + 𝑣௡ + 10 = 𝑣଴ + ⋯ + 𝑣௡ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
ௌ೙

+ 10 + ⋯ + 10ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
௡ାଵ termes ଵ଴

 

= 𝑆௡ + (𝑛 + 1) × 10 = 75 − 75 × 0,6௡ାଵ + 10𝑛 + 10 = 10𝑛 + 85 − 75 × 0,6௡ାଵ 
= 10𝑛 + 85 − 45 × 0, 6௡   

  Conclusion : 
∀𝒏 ∈ ℕ, 𝑻𝒏 = 𝟏𝟎𝒏 + 𝟖𝟓 − 𝟒𝟓 × 𝟎, 𝟔𝒏 

 

b.  Déterminer  𝐥𝐢𝐦
𝒏→ାஶ

𝑻𝒏. 

  On a : −1 < 0,6 < 1, or si −1 < 𝑞 < 1, alors : lim
௡→ାஶ

𝑞௡ = 0, donc  lim
௡→ାஶ

0,6௡ = 0. 

  On a :  lim
௡→ାஶ

(10𝑛) = +∞, puis par limite d’une somme : 

 lim
௡→ାஶ

(10𝑛 + 85 − 45 × 0,6௡) = +∞ 

  c’est-à-dire :  
 lim
௡→ାஶ

(10𝑛 + 85 − 45 × 0,6௡) = +∞ 

  Conclusion : 
 𝐥𝐢𝐦
𝒏→ାஶ

𝑻𝒏 = +∞ 

 


