T Spé Maths DM 4 Thiaude P.
Exercice

Soit f la fonction deux fois dérivable sur R telle que, pour tout réel x : f(x) = xe*™ 1 + 1.
On note C sa courbe représentative dans un repere orthogonal du plan.

Partie A

1. Déterminer la limite de f en —oo : que peut-on en déduire pour la courbe C ?

2. Déterminer la limite de f en +o.

3. Déterminer f'(x) et f"'(x).

4. Dresser le tableau de variation de f.

5. Etudier la convexité de f sur R, en déduire que C admet un point d’inflexion et en

préciser les coordonnées.

Partie B Recherche d’une tangente particuliere
Soit a un réel strictement positif. Le but de cette partie est de rechercher s’il existe une
tangente a la courbe C au point d’abscisse a qui passe par |'origine du repere.

On appelle T, la tangente a C au point d’abscisse a.

1. Montrer que T, passe par l'origine du repére si et seulementsi: 1 — a?e® ! = 0.
2. Justifier que 1 est I'unique solution sur l'intervalle ]0; +oo [ de I’équation :
1—x2%2e¥1=0
3. Onnote T la tangente a C au points d’abscisse 1.
a. Donner I'équation réduite de T.

b. Etudier la position relative de C et T.

PartieC  Equation f(x) = 1,5
On note (E) I'équation f(x) = 1,5 ol x € R.

1. a. Montrer que (E) admet exactement une solution dans l'intervalle [ — 1; 1].
On note f cette solution.
b. A I'aide de la calculatrice, donner un encadrement de f d’amplitude 0,001.
2. Justifier que S est I'unique solution de (E) dans R.
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Corrigé
Exercice  Etude de fonction
f est deux fois dérivable sur R, pour tout réel x : f(x) = xe* 1 +1

C est sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;7,7) du plan.
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Grophl Graph2 Graph3

B\Y1BXe* 1+1
I\Y2=
I\Ys3=
I\Y4=
E\Ys= ol
N\Yes=
E\Y?=
E\Ys=

Partie A
1. Limite de f en —oo et conséquence pour C
Pourtoutx ER, f(x) = xe* xe 1 + 1.
Ona: lim xe* = 0 (cours), donc: xl_i)moo(xex x e 1) = 0, puis xl_i)moo(xex +1)=1.

X——00

Conclusion: lim f(x) = 1.
X——00

On en déduit que la droite d’équation y = 1 est une asymptote horizontale a C au
voisinage de —co.

2. Limitede f en +o0

Ona: lim x = +oet lim e* = 400 donc par limite d'un produit :
X—+00 X—+o00
lim (xe* X e™1) = +oo, puis: lim (xe* xe 1+ 1) =+
X—+00 X—+0co

Conclusion : liin f(x) = +oo.
x—+o0o

3. Calculde f'(x) et f''(x)
fx) =xe*1+1
Rappels : (uv)' =u'v+v'u et (e¥) =u'e*
ffx)=1xe*1+1e*Ixx+0
f'(x) =1 +x)e* 1
VXER, f'(x) = (x+1)e* !
fll(x) =1 X ex—l + 1ex—1 X (X + 1)
f'"(x)=[1+1(x+1)]e*?
f'"(x) = (x + 2)ex 1
VXER, f'(x) = (x +2)e* !

4. Tableau de variation de f
Rappelonsque: Vx € R, f'(x) = (x + 1)e* 1.
Pour tout a € R, e% > 0 donc pour tout x € R, e*~1 > 0 par conséquent le signe de
f'(x) est celui de x + 1.

Onal’équivalence:x+1 =0 x = —1.
Regle : « ax + b est dusigne de a a droite de sa racine ».
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Le signe de f'(x) donne le sens de variation de f.

Tableau de variation de f

X —00 -1 400
f'(x) — 0 +
Sens de
1 400
variation \ 1— i /
de f e?

1
D =DVl +1=—e241=1-—=
e
5. Etudier la convexité de f sur R, en déduire que C admet un point d’inflexion,
en préciser les coordonnées.

Vx ER, f"(x) = (x + 2)e* 1

Pour touta € R,e® > 0 donc: Vx € R, e*~1 > 0, donc le signe de f"(x) est celui de

x + 2.

Onal’équivalence:x+2 =0 x = —2.

Pourtoutx € ] —o0; —2],x+ 2 < 0donc f""(x) < 0: f est concave sur ] — c0; —21],
pourtoutx € [ —2;+00[ ,x+2>0donc f"(x) > 0: f est convexe sur [ — 2; +oo[.
La fonction f change de convexité en (—2) donc le point de C d’abscisse (—2) est un
point d’inflexion de C.Ona: f(=2) = (=2)eCP 1+ 1=—-2e3 4+ 1.

Le point de coordonnées (—2; —2e 3+ 1) est 'unique point d’inflexion de C.

Partie B Recherche d’une tangente particuliere
Soit a un réel strictement positif. Le but de cette partie est de rechercher s’il existe une
tangente a la courbe C au point d’abscisse a, qui passe par l'origine du repere.

1. Montrer que T, passe par l'origine du repére si et seulementsi: 1 — a’e® 1 =0.
La tangente T, admet pour équation:y = f'(a)(x — a) + f(a), qui s’écrit aussi :
y = f'(a)x — f'(a)a + f(a) (équation réduite), donc I'ordonnée a I'origine de T,
est: f(a) — f'(a) X a.
Or, f(a) = ae®* 1+ 1etf'(a) = (a+ 1)e* ! donc'ordonnée a I'origine de T, est :
ae?1+1—-—(a+De* Ixa=ae* 1+1-(a?+a)e* 1 =e*(a—a?’—a)+1
= —a%e*1+1=1-aqa%%!

Résumons : I'ordonnée a 'origine de T, est 1 — a%e® 1.

Or, une droite non verticale passe par |'origine du repere si et seulement si son
ordonnée a l'origine est nulle, donc :
T, passe par l'origine du repére si et seulement si 1 — a’e® 1 =0.

2. Justifier que 1 est 'unique solution sur Pintervalle 10; +o[ de: 1 — x?e*~1 = 0.
Posons, pour x € ]0; +oo[, h(x) = 1 — x2%e* 1.
Ona:h(1) =1—-1%1"1=1-1e°=1-1 %1 = 0donc 1 est une solution de
I'équation 1 — x%e*~1 = 0. Pour tout x > 0, h(x) = 1 — x%e*" 1, donc:
h'(x) =0— (2xe* ! + 1e* 1x?)
h'(x) = —e* 1(x* + 2x)
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Pourtoutx € ]0; +oo[,x > 0, x>+ 2x > 0,e* ! > 0donc: —e* 1(x2+2x) <0
par conséquent h est strictement décroissante sur ]0; +oo[ donc elle inverse le sens de
la relation d’ordre sur cet intervalle.

Procédons par disjonction de cas :

esi0<x <1,alors: h(x) > h(1),or h(1) = 0, donc h(x) > 0,donc: h(x) # 0
esix =1,alors: h(x) =0

esix > 1,alors: h(x) < h(1), or h(1) = 0, donc h(x) < 0, par conséquent h(x) # 0.
Il résulte des trois points précédents que I’équation h(x) = 0 n"admet que 1 comme
solution sur ]0; +oo[.

x—1

Conclusion : 1 — x%e = 0 admet 1 pour unique solution sur ]0; +oo[.

3. On note T la tangente a C au points d’abscisse 1.

a. Equation réduitede T
T admet pour équationy = f'(1)(x — 1) + f(1).
Or, pour toutx > 0ona:
f(x) =xe* 1+ 1,donc: f(1) =1el™1+1=e’+1=1+1=2
ffx) =@+ 1De*Ldonc: f'(1) =1+ 1Del"1=2e=2x1=2
Onobtient:y=2(x—1)+2y=2x—2+2 S y = 2x.
La tangente T admet pour équation réduite : y = 2x.

b. Position relativede Cet T
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Procédons par disjonction de cas :

esix > —2

On a vu dans la question 5 partie A que f est convexe sur [ — 2; 4 oo [ donc C est
au-dessus (au sens large) de toutes ses tangentes sur cet intervalle, en particulier C
est au-dessus (au sens large) de T sur [ — 2; +oo][.

esix < —2

D’une part, f est strictement décroissante sur ] — oo ; 1] donc en particulier sur
] — o00; —2[ donc elle inverse le sens de la relation d’ordre sur cet intervalle.
Six < —2alors: f(x) > f(—2),or f(—2) = 0,9 donc f(x) > 0.

Résumons :sur ] —oo; —2[, f(x) > 0 (*).

D’autre part, si x < —2 alors, en multipliant par 2 > 0, on obtient : 2x < —4,
donc: 2x < 0, par conséquent les points de T ont une ordonnée strictement
négative.

Sur ] — o0; =2 les points de T ont une ordonnée strictement négative (*x*).
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Il résulte de (*) et (x*) que sur ] — oo; —2[, C est strictement au-dessus de T.

Conclusion
Il résulte des deux points précédents que C est au-dessus (sens large) de T sur R.

PartieC  Equation f(x) = 1,5
On note (E) I'équation f(x) = 1,5.

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP [][[oRrAL FLoTT AuTo REEL RAD TP N
ALC INTERSECTION
Graphi Graph2 Graph3 Ya=1.5 —
®-1
I\Yi18Xe" "+1
EN\Y2=2X
I\Y3B1.5 1
I\Y4= F
EI\Ys= 7
\Ye=
I\Y?=
B\Ys= Intersection
X=0.6850769 Y=15

1. a. Montrer que (E) admet exactement une solution dans I'intervalle [ — 1;1].
On note B cette solution.
Remarquons que :
e f est dérivable sur [ — 1; 1] donc elle est continue sur [ — 1;1]
e f est strictement croissante sur [ — 1; +oo [ donc elle est strictement croissante
sur [ — 1; 1], donc elle est strictement monotone sur cet intervalle

1
-f(—1)=1—e—2z0,86<1,5 etf()=1let1+1=e4+1=2>15

Résumons :

e f est continuesur [ —1;1]

e f est strictement monotone sur [ — 1;1]

e 1,5 est compris entre f(—1) et f(1)

donc d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires on en déduit que
I’équation f(x) = 1,5 admet une et une seule solutiondans [ — 1;1].

Conclusion : (E) admet exactement une solution, notée 8, dans [ — 1;1].

b. Alaide de la calculatrice, donner un encadrement de B d’amplitude 0,001.
f(0,6)=1,4<1,5etf(0,7) =1,52>15donc0,6 <pf <0,7
£(0,68) = 1,4938 < 1,5 et f(0,69) = 1,5061 > 1,5 donc: 0,68 < 8 < 0,69
£(0,685) = 1,4999 < 1,5 et f(0,686) =~ 1,5011 > 1,5 donc: 0,685 < f < 0,686

Conclusion
Un encadrement de § d’amplitude 0,001 est: 0,685 < 8 < 0, 686.

2. Justifier que B est l'unique solution de (E) dans R.
On procede par disjonction de cas :

¢ recherche d’une solution dans | — oo0; —1[

f est décroissante sur ] — oo; —1[ et la limite en —oo de fest 1 donc pour tout
X€]—o;—1[ona: f(x)<1,orl<15donc: f(x) =1,5 n'apas de solution dans
] —o0;—=1[
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e solutiondans [ — 1;1]
On a vu a la question précédente que I'équation f(x) = 1,5 admet sur cet intervalle une
unique solution f.

¢ recherche d’une solution dans ] 1; +oo[

f est strictement croissante sur [ — 1; +oo [ donc elle est strictement croissante sur
11; +oo[, par conséquent elle conserve le sens de la relation d’ordre sur cet intervalle.
Or, pourtout x € ]1;4+00[,ona:x > 1donc f(x) > f(1),or f(1) =2 > 1,5donc
f(x) > 1,5 par conséquent I'équation f(x) = 1,5 n’a pas de solution dans ]1; +o [

Conclusion : B est 'unique solution de (E) : f(x) = 1,5 sur R.
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