Term Spé Maths DM 3 Thiaude P.
Exercice 1 Etude d’une suite numérique

Soit f la fonction définie sur [1;4+oo[ par:

6
f(x)=5—x+—1

On pose uy = 1 et pour tout entier naturel n :

Upt1 = f(uy) =5—
w1 = fl) =5 =

On admet que la suite (u,) est bien définie.

1. Résoudre dans [1;+o [ I"équation f(x) = x ; on note a la solution.

Etudier le sens de variation de f sur [1;+o[.

Démontrer par récurrence que pour tout entier natureln: 1 < u, < up41 < .

2 W N

a. Montrer que (u,) est convergente. On note ¥ sa limite.

b. Justifier que

6
{=5———

En déduire £.

5. Le programme suivant écrit en Python détermine le plus petit entier naturel n, tel que
|lu,, — a| < 1078 : écrire sur la copie, en les complétant, les lignes 02, 05, 07 et 08.

01 from math import *
02 alpha=

03 U=1

04 n=0

05 while abs(U-alpha)
06 n=n+1

07 u=...

08 print("no=",..

Faire tourner le programme, en déduire n,.

Exercice 2 Limites de fonctions

Déterminer chacune des limites suivantes :

1. lim (e?* — e* +3) 2. lim e™3*5 3 |im (J2x2 +x+1-y22%+1)

xX—+ 00 X——00 X—+00
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Corrigé
Exercice 1 Etude d’une suite numérique

6
Vx € [1;4[, f(x) = 5—m

uy=1,vneNu,,, =f(u,) =5 -

u, +1

1. Résoudre dans l'intervalle [1;4+oo [ 'équation f(x) = x; on note a la solution.

On a les équivalences

6 5x+1)—6
5— =x S =x©5x+5—-6=x(x+1etx+1+0
x+1 x+1

©5x—1=x’+xetx#-1©5x—1—-x>—x=0etx #—1
& —x’+4x—1=0etx#—-1ox?—4x+1=0etx #—1
x> —-20)2)+2°-4+1=0etx#-1 (x—2)> —-3=0etx# -1
o x-2?-(V3) =0etx#-1e (x—2-V3)(x—2+V3) =0et x = —1
ox=2+V3oux=2-+3
Or2 ++/3 > 1et2 —+/3 < 1doncdans [1; +oo[ 'équation f(x) = x admet pour
unique solution a = 2 + /3.

2. Etudier le sens de variation de f sur I'intervalle [1;+oo[.

Fo)=5-—

Rappel : (%)I = —u’vv—zv’u
f=0- 20
frx) = ﬁ

Un carré est toujours positif ou nul donc f'(x) est du signe de son numérateur : 6, donc
Vx € [1;4 [, f'(x) > 0 donc f est (strictement) croissante sur [1;+oo[.

3. Démontrer par récurrence que pour tout entier natureln,ona:1 < u, < u,;1 < a.
Pour tout n € N,on considere la proposition P, : « 1 < U, < Upy1 < O 2.
e initialisation

u0=1

= f(u) =5 —5- % _5 %_5_ 32
m= ) =5 T =TT TS
eta=2++3

Or,1<1<2<2+V/3donc:1g Uy < Uy < « par conséquent Py est vraie.

e hérédité

Supposons vraie Py, : « 1 < U, < Ug4q1 < @ » pour un certain entier naturel k
(hypothése de récurrence) et montrons que P41 : « 1 < Upyq < Upyo < @ » est vraie.
Ona:1 < u, < Upyq < a(H.R.)Or,f estcroissante sur [1; +oo[ donc elle conserve le
sens de la relation d’ordre sur cet intervalle, par conséquent :

Q) < flu) < flugs1) < f(@)

Or: f(1) =2, f(u) = ugyq, f (Ugy1) = Up4, et a est solution de f(x) = x donc
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f(a) = a, par conséquent I'inégalité précédente s’écritdonc: 2 < Up4q S Up2 < @
etcomme 1 < 2onendéduit: 1 < upyq < Upyy < @ par conséquent Py, q est vraie.
Conclusion

Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que, pour tout

n € N, P, est vraie, autrementdit: vn € N,1 < u, < y,;1 < a.

4. a. Montrer que (u,) est convergente. On note ¥ sa limite.
Il résulte de la question précédente que :
e pour toutn € N, u,, < u,41, donc la suite (u,) est croissante
e pour toutn € N, u,, < «a, donc la suite (u,) est majorée par la constante a
La suite (u,) est croissante et majorée donc d’apres le théoréme de convergence
monotone elle est convergente.

b. Justifier que

=5 6
ST e+1
Rappelons que, pour toutn € N,
6
Upp1 =5 —
n+1 w1
Or,
d’'unepart: lim (n+ 1) = +ocodonc lim u,,; = lim uy =+
n—+oo n—+oo N-+oo
et d’autre part : lir_{l (u, +1)=¢+1+0
n—-+oo
donc par limite d’un quotient :
5 5

lim = lim ——
notoou, +1 n-otof +1
puis limite d’'une différence

6
i (5-—0 ) =55
ot \7 o + 1 r+1
Par passage a la limite de (*), on obtient :
6
£=5———
£+1

c’'est-a-dire £ = f(£) avec€ > 1donc® = a = 2 ++/3.

5. Le programme suivant écrit en Python détermine le plus petit entier naturel n, tel que
|lu,, — a] < 1078. Ecrire sur la copie, en les complétant, les lignes 02, 05 et 07.

01 from math import *

02 alpha=2+sqrt(3)

03 U=1

04 n=0

05 while abs(U-alpha)>=10**(-8):
06 n=n+1

07 U=5-6/(U+1)

08 print("no=",n)

En faisant tourner ce programme, on obtient: ng = 16.
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Exercice 3 Limites de fonctions
1. lim (e?* —e* + 3)

xX—+0c0
Pour tout réel x,on a:

2x X X X 3
e —e*+3=e (e —1+—x)
e
Ona: lim e* = 4o (cours), donc par limite d’un quotient: lim 2 =0 puis par limite

X—+00 x—+00 e¥

d’une somme et d’une différence: lim (ex -1+ eix) = 400, enfin par limite d’un

X—+ oo
produit lim [e" (ex -1+ %)] = 400
X—+ o0 e
Conclusion lim (e?* —e* +3) = +oo
X—+ 00
2. lim e 3**5
X—>—00
Ona: lim (—3x) = +oo donc par limite d’'une somme lim (—3x +5) = +oo,
X——00 X—>—00
dou: lim e 3**> = lim eX = +oo (cours)
X——00 X—>400
Conclusion lim e 3*"> = 400
X——00
3. lim (V222 +x+ 14227 +1)
X—+ 00

On a, pour toutréelx > 0:

(V2x2+x+1—-V2x2+ D(V2x2 + x + 1+ V2x%2 + 1)

, , V2x2 +x +1+V2x2+1
(V2x?+x+1) —(V2x2+1) 2 +x+1-(Qx*+1)
V2x? +x+1+V2x% +1 V2x? +x+1+V2x2 +1

1 1 1 1 1 1

2(04 242 Y+ [x2(2+2) VxZ /|_|_|./2 /|_

\/x (2 X x2) \/x (2 x2) XEX 2t VX 2452
| |/2+ + 2+| |/2+ /2+ + 2+ /2+

x><1

x<\/2+1+i2+\/2+i2) \/2+1+i2+\/2+i2
X X X X X X

Ona: lim = =0et lim % = 0 donc par limite d’'une somme lim (2 + % + x—lz) =2

J2x2+x+1—+/2x2+1 =

=

xX—+oo X X—+0o X X—+00
donc lim /2+l+— llm\/_ V2, de méme lim 2+i2=\/§donc:
X—+ 00 X xX—+00 x
y 1 1 V2
1m = = —
X—+00 24/2 4
\/2 +14 12 + \/2 + 12 V2
X X X
Conclusion
V2

lim (\/2x2+x+1—\/2x2+1)=—

X—+00 4'
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