Term Spé Maths DM 2 29/11/2024 Gr. Thiaude P.

Exercice 1 Suite de Héron d’Alexandrie

Soit (uy,) la suite définie par uy =1 et, pour tout n entier naturel :

1 2
s =5 (4 )
n

On note f la fonction définie sur D = ]0; +oo[ par:

() =5 (x+2)
fix —2\ Ty
1. Calculer u; et u,.

2. On admet que f est dérivable sur D. Calculer f'(x), en étudier le signe,
donner le sens de variation de f sur [V2; +oo].

3. a. Calculer f(\/f)

b. Démontrer par récurence que, pour toutn € N*, ona: u, > V2.

4. a. Démontrer que pour tout x > /2, 0ona: f(x) <
b. En déduire que la suite (u,,) est décroissante a partir du rang 1.

5. Montrer que (u,,) est convergente, justifier que sa limite £ est strictement
positive puis déterminer la valeur de ¢.

6. a. Montrer que, pour toutn € N :

Un+1 V2= (un _\/Z)

2u,

b. En déduire que, pour toutn € N* :

2
U1 = V2| < = X [un = V2

Cette derniere inégalité explique la convergence particuliéerement rapide de
(uy,) vers sa limite.

Exercice 2 Intersection d’une droite et d’un plan

On munit I'espace d’un repeére.

On note P le plan d’équation : —4x + 7y + 3z = 14, D est droite passant par
1

E(2; —1;1) et de vecteur directeur U <2> Montrer que D et P sont sécants,

3
préciser les coordonnées de leur point d’intersection.
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Corrigé
Exercice 1

1

Up=1et Vne N,u, 4 =E<u"+

Suite de Héron d’Alexandrie

1 2
f fonction définie sur D =]0; +oo[ par: f(x) = = (x + ;)

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP
CONDITION INITIALE

Graprhl Graph2 Graph3
TYPE: SUITE(»n) HUIIFII8] SUITE(n+2)

nMin=0
u(n+1)B3x(um+55 )
u()Bl

u(l)=

i~vin+l)=

v(B)=

v(l)=

1. Calculer u; et u,.

1( 4
ul—z Ug

1( 4
uz—z Uy

-)
un
2
APP SUR + POUR &Tb1
1 uw
0 1
|3
3 5?77
LT
Y 1.4142
s 14142
6 1.4142
n=0
2)—1<2+2)—1(2+1)—3
u,) 2 2) 2 )
2) 1 3+2 1<3+4) 1 94+8 17
— == = —_— | =—|— —_ )= X— = —
U, 2\2 3 2\2 3 2 6 12

2

2. On admet que f est dérivable sur D. Calculer f'(x), en étudier le signe, donner le sens de variation

de f sur [V2;+o[.

- 3es)

Rappel : (ku)' =k x u’

()

f@):%x(1+9§%}51>
-2

Fro = 2x 23

Fron =222

Frio =~ _fo)z

= EHDEND

Un carré est toujours positif ou nul et 2 > 0 donc f'(x) est du signe de son numérateur

(x +V2)(x - V2).

Six >+/2,alorsx —v2 >0etx++/2>0donc f'(x) >0

Conclusion
f est croissante sur [vV2; +o][.

3. a. Calculer f(v2).

—lx(ﬁ) +t2_ 4 2

22 2V2

F62) =5 (V2 + ) -

V2) 2
f(V2) =v2

22 V2 (y2)b 2

V2
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b. Démontrer par récurence que, pour toutn € N*,ona:u, > V2.

Pour tout n € N* on considére la poposition P, : « u,, > V2 ».
e initialisation

3
Uy =2= 1,5 etv2 ~ 1,414 donc u, > V2 P, est vraie

e hérédité

Supposons vraie Py, : « uy > > /2 » pour un certain entier naturel k (hypothése de récurrence)

et montrons que Py, : € Up,q > V2 « estvraie.

Ona:ug >+V2 (hypothése de récurrence)

Or, f est croissante sur [\/f; +oo [ donc conserve le sens de la relation d’ordre sur cet intervalle,

par conséquent : f(uy) > f(V2).
or, f(uy) = ugyq et f(v2) = V2 donc: ug,, > V2 donc Py est donc vraie.

Conclusion
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que : Yn € N*, P, est vraie,

autrement dit: Vn € N*, u,, > V2.

4. a. Démontrer que pourtoutx >+2ona: f(x) < x
Soitx>\/§,ona:

2
@ _1( +2) _x2+2 2x2_—x2+2_(\/§) —xz_(\/f—x)(\/f+x)
fla)=x=3(x ST T T 2 2x 2x

Orx > \/_donc 0> V2 — x autrement dit : V2 — x < Oetcomme\/_+xet2x>00nen

déduit que : f(x) — x < 0, autrement dit : f(x) < x.

Conclusion :
Pourtout x > v2,0na: f(x) < x

b. En déduire que la suite (u,,) est décroissante a partir du rang 1.

Soitn € N*,ona:u,,; = f(uy), oru, > V2 etpourx > V2, f(x) < x donc f(u,) < Uy,
c’'est-a-dire : U, 41 < Up-
Conclusion: Vn € N*, u,,; < u, donc (u,) est décroissante a partir du rang 1.

5. Montrer que (u,) est convergente et déterminer sa limite.

On a montré que, a partir du rang 1 : la suite (u,,) est décroissante et est minorée par V2,
donc d’apres le théoréme de convergence monotone elle est convergente.
Notons ¥ sa limite et rappelons que, pour toutn € N,on a:

s =5 (1 + ) )

On a d’une part : lirp (n+1) =+4owdonc lim u, = 11rn Uy =+
n—->+0oo

n—-+oo N->+oo

d’autre part il résulte des régles de calculs sur les limites que :
y 1 2\1 1 p 2
e [2 (”" * un)] ) ( * {’)
Par passage a la limite de I'égalité (*) on a:
1 2 2 2
€=§(€+?)@2€=€+?®£=?®€2=2@£=_ﬁ ou £ =2
Or, ¢ > 0, donc £ = 2.

6. a. Montrer que, pour toutn € N :
V2)’

2u,

Up+1 — \/i - (un

Soitn € N,ona:
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2
(u, —V2) CUR = 2uy XV2+ (V2)P ui42-2u, XV2  ul+2 2u, X2

2u, B 2u, 2u, - 2u, 2u,
2 2
Ll MR ) D) e
Conclusion :
vneNu, 1 —V2 = (unZu:,/_)
b. En déduire que, pourtoutn € N* :
s = V2] < 2 % Jutg = V2]

Soitn € N*,
Onavuen3.b.que:u, > V2, d’oti en multipliant par2 > 0 : 2u, > 2V/2,

puis en prenant l'inverse :
1 1

_— < _—
i n o 2V2
enfin, en multiplinat par (un — \/f) >0:
(un - ﬁ)z < (un - ﬁ)z
u, 242

Or,

Upy1 — V2 = (un )

2uy,
donc:

Upy1 — \/_ (un )

o2z
1 2
& s~V < (=2 ()
Rappelons que sia > 0, alors |a| = a, or u,,; — V2 et u, — /2 sont positifs ou nuls donc (*)
s'écrit :
V2| < —|un — V3|’
|unss = V2| < mhln - V2|
V2 2
& |upsr — V2| < ——— |un — V2|
(\/f)
2
& |unsr — V2| < —|un V2|
Conclusion :

vVvneN*ona:

V2
s = V2| < - [t = V2[°
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Exercice 2 Intersection d’une droite et d’un plan
On munit I'espace d’un repére.

On note P le plan d’équation : —4x + 7y + 3z = 14, D est droite passant par E(2; —1; 1) et de vecteur
1

directeur u (2) Montrer que D et P sont sécants, préciser les coordonnées de leur point d’intersection.
3

Une représenttaion paramétrique de D est :

x=24+1
y=-14+21 (A€R)
z=1+ 31
x=2+21
=-1+4+21
Dire que M(x;y;z) € D et a P revient a dire qu’il existe 1 € R tel que : Z= 1+ 31

—4x+7y+3z=14
On a les équivalences :

x=24+A x=24+A
y=-1+21 o y=-1+22
z=1+31 z=1+31
—4x +7y+3z=14 —424+ A1) +7(-1+4+20) +3(1+31) =14
( ( 26
Ly x=2+1—9
L 26
L, 19
S =X S <
: L —1+3(§)
8 —41—7+141+3+91 =14 3 Z= 19
191 = 26 ,1=§
\ \ 19
( _38+26 ( _64
=197 19 *=19
—19+52 33
y=—atw [Y=71g
19 ' 19 19
nd _19,78 Sy 97
=197 19 ET
/1_26 /1_26
\" " 19 \" " 19

Il existe donc un et un seul point commun a D et P, ses coordonnées sont :

(64_33_97)
19°19°19

La droite D et les le plan P sont donc sécants, en ce point.
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