Term Spé Maths DM 1 8/11/2024 Gr. Thiaude P.

Probleme

Soit ABCD un tétraedre, on note :

I le milieude [AB], J le milieude [BC], K le milieude [CD], L le milieu de
[DA], O le milieu de [IK] et enfin G le centre de gravité du triangle BCD

—_— 2 —>
c’est-a-dire le point vérifiant BG = 3 BK.

On souhaite déterminer la nature du quadrilatére IJKL et si les points A4, O et G
sont ou non alignés.
On propose deux méthodes a traitéer indépendemment l'une de 'autre.

Méthode n°1 Utilisation d’un repére de I'espace
On munit I'espace du repere R = (C; CD, CB, CA).

1. Donner sans justification les coordonnées de C, D, B et A.

2. En déduire les coordonnées de I, J, K et L, en déduire la nature de IJKL.

3. Déterminer les coordonnées de G et celles de O : les points 4, O et G sont-ils
alignés ?

Méthode n°2 Vecteurs purs

1. Exprimerf]et LK en fonction de /TC, en déduire la nature de IJKL.
2. a. Justifier que:

A0 = 41 + Lk
2 2

b. Justifierque : GB + GC + GD = 6, en déduire : AB + AC + AD = 34G.
c. Les points 4, O et G sont-ils alignés ?
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Corrigé

Méthode n°1 Utilisation d’un repére de I'espace
1.
2.

4,

€(0;0;0),D(1;0;0), B(0;1;0), A(0; 0; 1)
I est le milieude [AB] donc:

_xA+xB_O+O_

xX; = > > 0
_Yatyp O0+1 1
NETT T T T2
Zg+zg 1+0 1
a=T T T T

Fatement 1(0:1,2)
inalement : i35
De méme, on obtiendrait :

Nature du quadrilatére IJKL
I7 a pour coordonnées :

— )
et LK a pour coordonnées :

1 1 0
Tk 272 0
y-nl=| o_0 |=| 1
ZK_ZL —_——
0-—1/2 2

Les vecteurs I7 et LK ont mémes coordonnées donc ils sont €gaux.
Ona: I7 = LK donc IJKL est un parallélogramme.

¢ coordonnées de G
— 2 —
Onsaitque: BG = 3 BK.

. )
Or, BG a pour coordonnées :

2 —
et gBK a pour coordonnées :

/2 1 1
_X_
e o () ()
s\K TR )=3 01 T3 S T 3D | T2
Zgk — ZB 3
-0 0 \EXO/ 0
3
Donc :
( _1 ( _1
| X = |xG_3
4 2(:)4 1
1Yo —1l==3 |Ye=3
k ZG= kZ(;:O
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e coordonnées de O
O est le milieu de [IK] donc O a pour coordonnées :

1
X; + Xk Oi
2\ |, /\
2 |7 |55
\ZI+ZK/ 1 \/
2 7+0
2

e montrons que 4, O et G sont alignés
AO a pour coordonnées :

Xo

(3’0

Zo

Xg

| |
(e} (e}
~_ =
Il
—

|
(U

[
NN
~_

Il
—

e A

. )
AG a pour coordonnées :

I
o

I
= O

/N
NN

Q

[

NN

N—
Il

/__\

O W[k W|F

3— ;
ZAG a donc pour coodonnées :

—_

A w
w|>—aw|>—a

—/
\_—

Wl R W[ =
X -le~l>lw

H
£

— __\

B w

)
)

33— —_— —_— 33—
On constate que les vecteurs —AG et AO ont mémes coordonnées donc ils sont égaux : A0 = —AG.

(-1

Il existe k € R tel que A0 = kAG a savoir k =—, donc A0 et AG sont colinéaires, et comme trois

points seulement sont impliqués, 4, O et G, on en déduit que ces trois points sont alignés.

Méthode n°2 Vecteurs purs

1. IJ et LK en fonction de AC
— — — — 1—
Ona:I] =IB + BJ (Chasles), or I est le milieu de [AB] et ] est le milieu de [BC] donc IB = EAB

tBj ==BCd
e == onc:
2
I] =5 AB +2BC = E(AB +BC) = 7 AC (Chasles)

Finalement: IJ = EAC (*). On montrerait de méme que : LK = EAC (*x).
Nature de IJKL
[l résulte de (*) et (x*) que I7 = LK donc IJKL est un parallélogramme.

2. a. Justifierque: 40 = 2 Al + EAK
Ona:
Al + 5 AK == (Al + AK) = E(AO + Ol + A0 + OK) (Chasles)
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1 —_— —_— —_ 1 —_— — RN
=~ (240 + 01 + 0K) = E(ZAO +0) (0 milieu de [IK]) = AO

—

On a donc bien: A0 = A_I)+ AK

N | =
N | =

b. Justifier que : GB + GC + GD = 0, en déduire : AB + AC + AD = 34G.

Ona:
GB +GC +GD
= —BG + GK + KC + GK + KD (Chasles)
= —BG + 2GK + 0 (K milieu de [CD])
= -BG + Z(G—B)+ﬁ()) (Chasles)
= —BG + 2GB + 2BK
= —3BG + 2BK
2 —_— — 2
= -3 (§ BK)+ZBK (onsait que : BG =§BK)
= —2BK + 2BK
=0
Onadonc bien: GB + GC + GD = 0 (%x).
Ona:
AB + AC + AD

=A—G)+G—B)+A—G)+G—C)+A—G)+G—D)(Chasles)
=34G + GB + GC +GD
= 34G + 0 (avec (++%))
= 346
On a donc bien : AB + AC + AD = 34G.

c. Les points 4, O et G sont-ils alignés ?

Ona:
A0
1. 1,
= EAI +§A (d'aprés a.)
= %(%ﬁ) +-4K (I milieu de [AB])
= %ﬁ + %(AC + AD) (K milieude [CD])
= %(E + AC + AD)
1,
=7 (3AG) (d'aprés b.)
3,
= ZAG

Résumons : A0 = ZAG donc il existe k € R tel que AO = kAG, a savoirk = " donc 40 et AG

sont colinéaires, et comme trois point seulement sont impliquées, 4, O et G, on en déduit que ces
trois points sont alignés.

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.



