CS 05 Spécialité maths Vendredi 11 Avril 2024 Thiaude P.
Calculatrice autorisée en mode EXAMEN durée = 1h30
Exercice 1 [3 points]

On considere les équations différentielles (E) : y' = =2y + 2x + 5et (Ey) : y' = —2y.

1. Donner la solution générale de (E,).
2. Rechercher une solution particuliere y, de (E) qui soit une fonction affine.
3. Donner la solution générale de (E).

Exercice 2 [5 points]

In3 In3 er
Onpose: [ = dx et K = — dx.
P j;) e +3 j;) e +3
1. Soit f la fonction définie sur [0;In 3 ] par:
2x
e
f(x) - er + 3

1
Déterminer une primitive de f sur [0;In 3 ], puis montrer que : K = > In 3.

2. Calculer 31 + K, en déduire I.

Exercice 3 [5 points]
1

Pour toutn € N, on pose : [,, = f x"e™ dx.
0

1. Calculer I, = fole_x dx.

2. Soitn € N, a l'aide d’une intégration par parties exprimer [,,, 4 en fonction de I,,.

3. Calculer I, et I,, puis | = fol(x2 — x)e ™ dx.

Exercice 4 [4 points]

Pour tout n € N*, on pose :

S |
L, = dx.
" j;)1+x"x

1. Soitn € N*, démontrer que pour tout x € [0;1] ona:

1

1—-x"K
14 xn

2. En déduire que, pour toutn € N* :

1
n+1 <h<l
3. Justifier que (I,,) est convergente et préciser sa limite.

Exercice 5 [3 points]
En utilisant a un moment une intégration par parties, calculer :

Y
I=f |x cos(x)| dx
0
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Corrigé
Exercice 1

1. Solution généralede (Ey) : y' = —2y
L’équation différentielle y’ = —2y est de la forme y' = ay avec « = —2, dont les
solutions sont les fonctions x = Ce%*, C constante réelle.
Les solutions de (E,) sont donc les fonctions x = Ce™ %%, C constante réelle.

2. Solution particuliere y, de (E) qui soit une fonction affine
Dire que y, est une fonction affine c’est dire qu’il existe deux constantes réelles a et b
telles que, pour tout réel x, y,(x) = ax + b.
Onaalors: Vx € R, yy(x) = a.
Avec les notations précédentes on a les équivalences :
Yo est une solution de (E) & Vx € R, y)(x) = —2y(x) + 2x + 5
SVxeERa=-20@x+b)+2x+5VxeERa=—-2ax—2b+2x+5
oVxeROx+a=(-2a+2)x—2b+5
Par identification :
—2a+2=0 a=1 a=1 a=1
{opis-alorrs=1olom a2
Conclusion :
(E) admet pour unique solution affine la fonction y, telle que : Vx € R, yo(x) = x + 2.

*yo(x) =1
e 2y0(x)+2x+5=-2(x+2)+2x+5=-2x—-4+2x+5=1
On a donc bien :Vx € R, yy(x) = —2y,(x) + 2x + 5

3. Solution générale de (E)
D’aprés le cours : « solution générale de (E) = une solution particuliere de (E) +
solution générale de (E,) ». Or, la solution générale de (E,) est x = Ce % et une
solution particuliere de (E) est y, : x = x + 2 donc en notant y la solution générale
de (E),ona:Vx € R,y(x) = x + 2 + Ce™%*,C constante réelle.

Conclusion : la solution générale de (E) s’écrity = Ce™?* + x + 2.

Exercice 2
In3 1 In3 er
I = dx et K = dx
_/;) e +3 _/;) e +3
er
1. P toutx € [0;1In3], : = .
ourtoutx € [0;In3], on pose: f(x) 2713

a. Déterminer une primitive de f sur [0;In(3)].
Pour tout x € [0;1ln 3], on pose : u(x) = e?* + 3, d’ou : u'(x) = 2e?*.
On a, pourtoutx € [0;In(3)]:

1 2x
f(x)=§><

e2x + 3
u’(x)
u(x)
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1u (x)

Donc: f(x) = 2u(x)

Or une primitive de —, u > 0 sur l'intervalle considéré, est In(u) donc en notant F

une primitive de f sur [0;In(3)],ona: F(x) = Eln(u(x)).
Vx € [0;In(3)],F(x) = %ln(ezx +3)

1
b. Montrer que K = 2 In(3).

In3 2x In3
0] : K = dx = d
na j;) S 1 3 X . f(x)dx

Or, f est continue sur [0;In(3)], donc:
In3

f)dx =[Fx)® [ In(e?* + 3)]

0
1 2 1

_ - ! — Zn(e2© = - 1 _Z

= 2ln(e2 n3+3) 2ln(e20 +3) = 21n((e“3) +3) SIn(e® +3)

—11323 1113—1112 114—1112 In(4
=z +3) ~ g1 +3) = gIn(12) - g = 300(12) - ()

-1 () -no

1
Résumons: K = E In 3.

. Calculer 31 + K, en déduire I.
In3 In3 er
3[+K =3 dx + dx
_];) e?* +3 _];) e +3
= X x = X
0o €e*+3 0o €e*+3 0 e +3  e?x 43

In3 2x In3 ,2x In3
3+e e“*+3
=f P dx =f dx =f ldx =[x]P3=1n3)-0

= In(3)
Résumons: 31 + K = In 3.

1
Or, on a montré que K = —1In(3), donc:
1 ’ 1 1 1
3] + Eln(B) =1n(3) © 31 =In(3) — Eln(B) o 3] = Eln(B) = gln(B)

1
Conclusion: I = P In(3).

HORMAL FLOTT AUTD REEL RAD MP n

w33
J [ ]d><- 1n(3)
E" +3

@
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Exercice 3
1

Pour toutn € N, on pose: [,, = f x"e™ dx

0
1. Calculer I = fol e ™ dx.

La fonction x — e ~* est continue sur [0; 1] et 'une de ses primitives est x - —e™*

donc:

Iy=[-e*]=—e14+e%=—--+1
1

10:1——

e

HORHAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

Efe’“]dx =1-1

2. Soit n € N, en intégrant par parties I,,, 1, exprimer I,,, 1 en fonction de I,,.

1

Soitn € N,ona: I, ; = f x"l e dx,

——

0 ux) v'(x)

On pose :
u(x) = xnt1
vi(x) =e7*

u(x)=m+ Dx™
v(x) = —e™* convient

Les fonctions u’ et v’ sont continues sur [0; 1] donc on peut utiliser la formule

d’intégration par parties :

1
f u(x)v'(x) dx = [u(x)v(x)]} -
0

1
f xn+1e—xdx — [Xn+1(—€_x)](1)
0

1
VR EN, Iy = (n+ DI — -

3. a. Calculer I et I,.

)

1
Lypq = [—x™ e ™5+ (n + 1)f x"e ¥ dx
0

Ly, = —1"Me 1+ 0™ e 0 + (n + DI,

0

1
(n+ Dx"(—e™) dx

1
f u' (x)v(x) dx

Pour n = 0, la relation de récurrence obtenue a la question précédente donne :

| | 1 " 1 1
1= o™ e e
1 1 2

1= e

Puis pour n = 1, on obtient :

2

e

. X 2
L(Xe Jax=1-%
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b. Calculer:J = fol(x2 — x)e * dx.

1 1

1 1
] = f (x? —x)e ™ dx = f (x%2e™ —xe ™) dx = f x?e ™ dx — f xe ¥ dx
0 0 0

0

5 2 5 2 3
=12—11=2———<1——)=2———1+—=1——
e e e e e

] 1 3 HOEMAL FLOTT AUTO REEL RAD MF I
e

I:[[XE—E]E_“]dK =1-2

Exercice 4
1

Pour tout n € N, on pose : [, = f dx
0

14+ xm

1. Soit n € N*, démontrer que, pourtout x € [0;1],0na:

1
1-x"< 1+ xm <1
Onan € N*. Soitx € [0;1].
1 —x"
e montrons que x" Tt
L 1 (1-x™(1 +x") 1 12— (x™M? -1 —x?"
_x J— — —_ = f—
14 x™ 14+ xn 14 x™ 14 x™ 14 x™
_ 2N
x € [0;1] doncx >0, x%" >0, —x?" < 0,1 + x*" donc : o <
1—x" ! <0,donc:1—x"K !
14xm ' S 14xn’
t ! <
o .
montrons que : o S
1 1 1+x™ 1-(0+xM —x"
14 x™ T 14xm 14xm 14 x™ 14 xn
_an
Or,x € [0;1],doncx >0,x">0,—x"<0,1+x™>0,donc: +xn< 0
: -1 i 1 1 —x" .
Ona Toa < 0, autrement dit Toan < 1, donc x" < Toan
Résumons :
1
vx € [0;1],1 —x" K 150 <1
1
2. En déduire que, pourtoutn € N*: 1 — —1 <I,<1
On a montré a la question précédente que :
1
Vx € [0;1],1 —x" <K 1T o <1

Donc, en intégrant dans l'ordre croissant des bornes :

1 1 1 1
fo(l—x”)dx<f0 T dx<f01dx
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1
Or, I, = fo s dx ,donc:

x 1 1 qn+1 on+l
[x ] <In<[x](1)(:)1_ _<0 ><In<1_0
0

_n+1 n+1 _n+1
1
:)1—n+1<1n<1
1
Onadonc:VnEN,l—m<1n<1.

3. La suite (I,,) est-elle convergente ? Dans I'affirmative préciser sa limite.

Ona: lim (n+ 1) = 4o donc lim L = lim ==0 puis par limite d’'une
n—+oo n-+oo n+l N->+o0o N
différence : lim (1 — L) = 1.
n—-+oo n+1
Ona donc:
VnEN*,l—n+1<In<1
lim (1— )= lim 1=1
n-+oo n+1 n-+oo

donc d’aprés le théoréme des gendarmes on en déduit que la suite (I,,) est convergente
etquesalimiteest1: lim I, = 1.

n—+oo
Exercice 5
Vi
I=f |x cos(x)| dx
0
Rappelons que:sia > 0, alors |a]| = aetsia <0, alors |a| = —a.
Tableau d’étude :
X 0 = s
cos(x) + —
x cos(x) + —
|x cos(x)| | xcos(x) —x cos(x)
Y % Y
I = f |x cos(x)| dx = f |x cos(x)| dx +f |x cos(x)| dx (Chasles)
0 0 >
Y Y
2 T 2 T
= f x cos(x) dx + j;r —x cos(x) dx = f x cos(x) dx — j;r x cos(x) dx
0 = 0 =
Y

I=1—-1 avec11=f

7 Y
xcos(x)dx et I, = j;r x cos(x) dx
0 —_
2
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n

)
e Calculde I; = f x cos(x) dx
0
On pose
ulx) =x u'(x)=1
v'(x) = cos(x) v(x) = sin(x) convient

. A ope . / . .
u’ et v’ sont continues sur [O; E] donc on peut utiliser la formule d’intégration par parties :
Y Vi

2 L 2
f u(x)v'(x)dx = [u(x)v(x)](z) —f u'(x)v(x) dx
0

0
4 4

n
2 _

2 2
f x cos(x) dx = [x sin(x)]g f 1 sin(x) dx
0 0

Donc:
Vi3

I, =[x sin(x)]% —[- cos(x)]g = %sin (g) — 0sin(0) + (cos (g) — cos(O))

_z 0+0 1=2_4
2 2

4

e Calculde I, = f x cos(x) dx

4

N . , . T
De méme, les fonctions u’ et v’ étant continues sur [5; n] :
T

fnu(x)v’(x) dx = [u(x)v(x)]z — f u' (x)v(x) dx
£ > T
2

Vi Y

j;r x cos(x) dx = [x sin(x)]x — j;r 1 sin(x) dx

U3 2 U
Y

j;r x cos(x) dx = [x sin(x)]z — [— cos(x)]x

L 2 2

2

Donc :
. T T T T @
I, = 7 sin(m) —Esm(z) + cos(m) —COS(E) =1 X O_EX 1-1-0= 5~ 1

Orl =1, —1,,donc:

I=%—1—(—%—1)=%—1+%+1=n

Conclusion :

Y3
I= f |xcos(x)|dx =m
0

HORHAL FLOTT AUTO REEL RAD HMP n

[T 1%cos (XD 1)dX
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