CS 02 Spécialité maths Vendredi 18 octobre 2024 Gr Thiaude P.
Calculatrice autorisée en mode EXAMEN durée = 50 min
Exercice 1 [5 pts] Limite d’une suite
Déterminer la limite éventuelle de la suite (u,,) telle que, pour tout n entier naturel :
n?+5x (="
Un = n2+1

Exercice 2 [11 pts] Suites imbriquées
Les suites (u,,) et (v,,) définies par leurs premiers termes respectifs uy = 250, vy = 50 et,
pour toutn € N:u,,4 = 0,7u, + 0,3v, etv,,1 = 0,3u, + 0,7v,,.

1. Le programme Python ci-contre affiche la liste Lu

. . . 1 Lu, va[] ) [ ]
des trois premiers termes de (u,) et la liste Lv des  d
: : @ U,vV=250,50
trois premiers termes de (v,,). :
) ) , 3 for k in range(@, ):
Recopier sur la copie, en les complétant,
. 4 Lu.append(U)
les lignes 3 et 6 de ce programme.
5 Lv.append(V)
2. Calculer uq, v, u, et v,. 5 U,V=
3. Pour tout n entier naturel on pose : 7 print(Lu)
a, =u, +v,etb, =u, —v,. 8 print(Lv)

Démontrer par récurrence que, pour toutn € N, a,, = 300.
Déterminer la nature de (b,,) puis exprimer b,, en fonction de n.
Exprimer u,, en fonction de n.

Montrer que (u,) est convergente et donner sa limite.

o0 oo

4. Pour tout entier naturel n on note §,, la somme des termes consécutifs de (u,,) de u,

auy,:
n

Sn =u0+---+un=zuk
Un éleve affirme que, pourtoutn € N,ona:
500 1
S, =150n+1) + T(l — 0,41

Si cette affirmation est fausse trouver un contre-exemple, sinon la démontrer.

Exercice 3 [4 pts] Vecteurs dans I'espace [d’aprés Bac]
Soit ABCDEFGH un cube, M et N les points de |'espace
définis par :

1 1
EM = §EH et AN = §AB

1. Démontrer que

P e 1—)
MN = EA +§DB

2. Lesvecteurs Eél), MN et HB sont-ils coplanaires ?
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Corrigé
Exercice 1
n>+5x (="
n?+1
Soitn € N.Ona:—1 < (—1)" < 1 puis en multipliant pat 5 > 0 on obtient :
5x(-1)<5x(-1)"L5x%x1
—-55x(-1)"L5

vn e Nu, =

puis en ajoutant n?, on obtient :
—5+n?2<5x(—1)"+n?<5+n?
n—5 n+5><( D" L n+5
puis en divisant chaque membre par n? + 1, qui est strictement positif, chaque membre :
n?—5 n®’+5x(-1)" n?+5
nz+1< n? +1 <nz+1

donc, pour toutn € N ;

n?-5 n?+5
n2+1<un<n2+1
Pourtoutn € N \ {0} :
(i-z)  m(1+g)
1 < Up < 1
2 = 2 =
n (1+n2) n (1+n2)
-5 145
n n
r <”n< L L
1+
Onad’une part : lim iz(cours) donc 11rn [1——] = 1
n->+oon n—-+oo

et d’autre part: lim iz (cours) donc lim [1 + —2] =1
n-o+oo N n—+oo n

donc par limite d’un quotient :

lim ”1=1
e 4=
n
De méme, on montrerait que :
145
lim ”1_1
R
n
Ona:
( 1—% 1+%
vn € N\ {0} T <Un < T
1+ 1+
J n n
-5 145
lim = lim =1
L 1+F 1+F

donc d’apres le théoréeme des gendarmes on en déduit que (u,,) est convergente et a pour limite 1 :

lim u,=1
n—-+oo
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Exercice 2 Suites imbriquées
uy = 250, vy = 50, pourtoutn € N:u,,; = 0,7u, + 0,3v, etv,,; = 0,3u, + 0,7v,.

1. Ligne3 forkinrange(0,3):
Ligne6 U,V=0.7*U+0.3*V,0.3*U+0.7*V

2. Calculer uq, v4, u, et v,.
u; = 0,7uy + 0,3v, = 0,7 x 250+ 0,3 X 50 = 190
v; = 0,3uy + 0,7v, = 0,3 x 250+ 0,7 x 50 = 110
u, =0,7u; + 0,3v; = 0,7 %X 190+ 0,3 x 110 = 166
v, =0,3u; +0,7v; =0,3x 190+ 0,7 x 110 = 134
Résumons : u; = 190, v, = 110, u, = 166 et v, = 134.

3. Pour tout n entier naturel on pose : a, = u, + v, etbh, = u, — v,.
NORMAL

AUTO REEL RAD MP I
APP SUR + R aTk

1 w U

250 50
199 110
166 134
156.4 143.6
152,56 | 147.44
151.62 | 148.98
156.41 | 149.59
150.16 | 149.84
150.07 | 149.93
150.83 | 149.97
150.01 | 149.99

WO 0NV LI W

ol

3
1l
o

a. Démontrer par récurrence que, pour toutn € N, a,, = 300.
Pour tout n € N on considere la proposition P, : « a,, = 300 ».
e initialisation
ap = Uy + vy = 250 + 50 = 300 donc P, est vraie.
* hérédité
Soit k € N tel que Py, : « a; = 300 » est vraie (hypothése de récurrence) et montrons que
Piiq i« agyq = 300 » est vraie.
Ona:a;, = 300 (H.R.),ce quis’écrit aussi : u, + v, = 300.
Ona:agyq = Ugsr + Viy1 = 0,7uy + 0,30, + 0,3u, + 0,7v), = uy + v, = 300.
Résumons : a;,; = 300 donc Py, est vraie.

Conclusion
[l résulte des deux point précédents et du principe de récurrence que, pour toutn € N, P, est vraie
autrement dit: Vn € N, a,, = 300.

b. Déterminer la nature de (b,,) puis exprimer b,, en fonction de n.
Soitn € N,ona:
bps1 = Upy1 — Vnyr = 0,7u, + 0,3v, — (0,3u, + 0,7v,,) = 0,4u, — 0,4v, = 0,4(u, — v,) = 0,4b,
vn €N, b,,; = 0,4 X b, et 0,4 est une constante donc (b,,) est géométrique de raison 0, 4.
Pourtoutn € N,d,, =d, X q™" avec by = uy — vy = 250 — 50 = 200 et ¢ = 0,4 donc:
vneN,b, =200 x 0,4".

c. Exprimer u, et v, en fonction de n.
Soitn € N,ona:
u, +v, =300 u, +v, =300 u, +v, =300
{un — v, =200x%04" < { 2u,, = 300 + 200 x 0,4" < { w, =150 + 100 x 0,4"
Onadonc:Vn € N,u,, =150+ 100 x 0,4™.

d. Montrer que (u,,) est convergente et donner sa limite.
—-1<04<1,orsi—1<qg<1alors lirp q" = 0donc lim 0,4" =0,
n—->+0oo

n—-+oo
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puis lirp (100 x 0,4™) = 0 et enfin par I'imite d’une somme lim (150 + 100 x 0,4™) = 150.
n—->+oo

n—-+oo

Résumons: lim u, = 150.
n—-+oo

4. Pour tout entier natureln :
n

Sp=uUg+ - +u, =Zuk
k=0
Exprimer S,, en fonction de n.
Testons I'affirmation de I’éleve pourn = 2 :
La « formule » de I’éléve donne :

500 .
S, =1502+ 1) + T(l —0,43) = 606 (calculatrice)
Or,ug +u; +u, =250+ 190 + 166 = 606.
Donc elle est vraie au moins pour n = 2.
Démontrons qu’elle est toujours vraie.

Soitn € N,ona:
S, =uy+-+u, =150+ 100 x 0,4° + ---+ 150 + 100 x 0,4"

_ n+1
=150 % (n+ 1) + 100 x (0,4° + --- + 0,4™) = 150(n + 1) + 100 X 1_—’04
-0, n+1 1— ’4n+1 ’
=150(n+1) + 100 x —0e - 150(n+ 1) + 100 x —a
' 5

500
= 150(71 + 1) + T(l - O,4n+1)
Pour toutn € N, on a bien :

500
Sn = 150(1’1 + 1) + T(l -0, 4n+1)

Exercice 3 Vecteurs dans I'espace
Soit ABCDEFGH un cube,

1 1
EM = §EH et AN = §AB

1. Démontrer que

1
MN = EA+§DB

]

MN = ME + EA + AN(Chasles) = EA— EH + 5 AB = EA - ZAD + 2 AB

[

=EA+3DA+3AB =EA+ §(DA +AB) =EA+ 3 DB(Chasles)
On a donc bien :

4 e 1—)
MN=EA+§DB
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2. Les vecteurs EA, MN et HB sont-ils coplanaires ?

P e 1—)
MN = EA+§DB

Ona:DB =DH + HB = AE + HB = —EA + HB
L’égalité :

P e 1—)
MN = EA+§DB

donne donc:

e — ] 1 ] g
MN=EA+§(—EA+HB)
- 1 1_,
MN=EA—§EA+§HB

WN = 2F4 + L 6B
3 3

autrement dit :

N - 2FA—1EB =
3 3

Il existe une combinaison linéaire non triviale de MN, EA et HB donnant 0 donc

les vecteurs EA, MN et HB sont coplanaires.

H G
M0
E ‘.| :\‘ T
N
A |
A N B
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