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CS 02  Spécialité maths   Vendredi 18 octobre 2024    Gr Thiaude P. 
Calculatrice autorisée en mode EXAMEN             durée = 50 min  
 

Exercice 1 [5 pts] Limite d’une suite 
Déterminer la limite éventuelle de la suite (ݑ௡) telle que, pour tout ݊ entier naturel : 

௡ݑ =
݊ଶ + 5 × (−1)௡

݊ଶ + 1
 

 

Exercice 2 [11 pts] Suites imbriquées 
Les suites (ݑ௡) et (ݒ௡) définies par leurs premiers termes respectifs ݑ଴ = ଴ݒ ,250 = 50 et, 
pour tout ݊ ∈ ℕ : ݑ௡ାଵ = ௡ݑ0,7 + ௡ାଵݒ ௡ etݒ0,3 = ௡ݑ0,3 +  .௡ݒ0,7
 
1. Le programme Python ci-contre affiche la liste Lu  

des trois premiers termes de (ݑ௡) et la liste Lv des  
trois premiers termes de (ݒ௡). 
Recopier sur la copie, en les complétant,  
les lignes 3 et 6 de ce programme.   
 

2. Calculer ݑଵ, ݒଵ, ݑଶ et ݒଶ. 
 

3. Pour tout ݊ entier naturel on pose : 
 

         ܽ௡ = ௡ݑ + ௡ et ܾ௡ݒ = ௡ݑ −  .௡ݒ
 

a.  Démontrer par récurrence que, pour tout ݊ ∈ ℕ, ܽ௡ = 300.  
b.  Déterminer la nature de (ܾ௡) puis exprimer ܾ௡ en fonction de ݊. 
c.  Exprimer ݑ௡ en fonction de ݊. 
d.  Montrer que (ݑ௡) est convergente et donner sa limite. 
  

4. Pour tout entier naturel ݊ on note ܵ௡ la somme des termes consécutifs de (ݑ௡) de ݑ଴  
à ݑ௡ : 

ܵ௡ = ଴ݑ + ⋯+ ௡ݑ = ෍ݑ௞

௡

௞ୀ଴

 

Un élève affirme que, pour tout ݊ ∈ ℕ, on a :  

ܵ௡ = 150(݊ + 1) +
500

3
(1 − 0,4௡ାଵ) 

Si cette affirmation est fausse trouver un contre-exemple, sinon la démontrer. 
 

Exercice 3 [4 pts] Vecteurs dans l’espace [d’après Bac] 
Soit ܪܩܨܧܦܥܤܣ un cube, ܯ et ܰ les points de l’espace  
définis par : 
 

ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܧ          =
1
3
ሬሬሬሬሬሬ⃗ܪܧ   et  ܰܣሬሬሬሬሬሬ⃗ =

1
3
ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ  

 

1. Démontrer que 

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܰܯ                     = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܧ +
1
3
ሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܦ  

 

2. Les vecteurs ܣܧሬሬሬሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܰܯ ,  et ܤܪሬሬሬሬሬሬ⃗  sont-ils coplanaires ?  
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Corrigé 
Exercice 1 
∀݊ ∈ ℕ, ௡ݑ =

݊ଶ + 5 × (−1)௡

݊ଶ + 1  
Soit ݊ ∈ ℕ. On a : −1 ⩽ (−1)௡ ⩽ 1 puis en multipliant pat 5 > 0 on obtient : 

5 × (−1) ⩽ 5 × (−1)௡ ⩽ 5 × 1 
−5 ⩽ 5 × (−1)௡ ⩽ 5 

puis en ajoutant ݊², on obtient :  
−5 + ݊ଶ ⩽ 5 × (−1)௡ + ݊ଶ ⩽ 5 + ݊ଶ 
݊ଶ − 5 ⩽ ݊ଶ + 5 × (−1)௡ ⩽ ݊ଶ + 5 

puis en divisant chaque membre par ݊² + 1, qui est strictement positif, chaque membre : 
݊² − 5
݊² + 1

⩽
݊ଶ + 5 × (−1)௡

݊ଶ + 1 ⩽
݊² + 5
݊² + 1 

donc, pour tout ݊ ∈ ℕ :  
݊² − 5
݊² + 1

⩽ ௡ݑ ⩽
݊² + 5
݊² + 1 

Pour tout ݊ ∈ ℕ ∖ {0} : 

݊ଶ ቀ1 − 5
݊ଶቁ

݊ଶ ቀ1 + 1
݊ଶቁ

⩽ ௡ݑ ⩽
݊ଶ ቀ1 + 5

݊ଶቁ

݊ଶ ቀ1 + 1
݊ଶቁ

  

1 − 5
݊ଶ

1 + 1
݊ଶ

⩽ ௡ݑ ⩽
1 + 5

݊ଶ

1 + 1
݊ଶ

 

On a d’une part  : lim
௡→ାஶ

ହ
௡మ

 (cours) donc  lim
௡→ାஶ

ቂ1 − ହ
௡మ
ቃ = 1  

et d’autre part :  lim
௡→ାஶ

ଵ
௡మ

 (cours) donc  lim
௡→ାஶ

ቂ1 + ଵ
௡మ
ቃ = 1 

donc par limite d’un quotient : 

lim
௡→ାஶ

1 − 5
݊ଶ

1 + 1
݊ଶ

= 1 

De même, on montrerait que :  

lim
௡→ାஶ

1 + 5
݊ଶ

1 + 1
݊ଶ

= 1 

On a : 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧
∀݊ ∈ ℕ ∖ {0},

1 − 5
݊ଶ

1 + 1
݊ଶ

⩽ ௡ݑ ⩽
1 + 5

݊ଶ

1 + 1
݊ଶ

 

lim
௡→ାஶ

1 − 5
݊ଶ

1 + 1
݊ଶ

= lim
௡→ାஶ

1 + 5
݊ଶ

1 + 1
݊ଶ

= 1

 

 
donc d’après le théorème des gendarmes on en déduit que (ݑ௡) est convergente et a pour limite 1 : 
 

ܕܑܔ
ାஶ→࢔

࢔࢛ = ૚ 
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Exercice 2 Suites imbriquées 
଴ݑ = ଴ݒ ,250 = 50, pour tout ݊ ∈ ℕ : ݑ௡ାଵ = ௡ݑ0,7 + ௡ାଵݒ ௡ etݒ0,3 = ௡ݑ0,3 +  .௡ݒ0,7
 

1. Ligne 3  for k in range(0,3) : 
Ligne 6  U,V=0.7*U+0.3*V,0.3*U+0.7*V 
 

2. Calculer ݑଵ, ݒଵ, ݑଶ et ݒଶ. 
ଵݑ = ଴ݑ0,7 + ଴ݒ0,3 = 0,7 × 250 + 0,3 × 50 = 190 
ଵݒ = ଴ݑ0,3 + ଴ݒ0,7 = 0,3 × 250 + 0,7 × 50 = 110 
ଶݑ = ଵݑ0,7 + ଵݒ0,3 = 0,7 × 190 + 0,3 × 110 = 166 
ଶݒ = ଵݑ0,3 + ଵݒ0,7 = 0,3 × 190 + 0,7 × 110 = 134 
Résumons : ࢛૚ = ૚ૢ૙, ࢜૚ = ૚૚૙, ࢛૛ = ૚૟૟ et ࢜૛ = ૚૜૝. 
 

3. Pour tout ݊ entier naturel on pose : ܽ௡ = ௡ݑ + ௡ݒ  et ܾ௡ = ௡ݑ −  .௡ݒ
 

 
 

a.  Démontrer par récurrence que, pour tout ࢔ ∈ ℕ, ࢔ࢇ = ૜૙૙.  
  Pour tout ݊ ∈ ℕ on considère la proposition ௡ܲ : « ܽ௡ = 300 ». 
  • initialisation  
  ܽ଴ = ଴ݑ + ଴ݒ = 250 + 50 = 300 donc ଴ܲ est vraie. 
   • hérédité 
  Soit ݇ ∈ ℕ tel que ௞ܲ : « ܽ௞ = 300 » est vraie (hypothèse de récurrence) et montrons que  
  ௞ܲାଵ : « ܽ௞ାଵ = 300 » est vraie. 
  On a : ܽ௞ = 300 (H.R.),ce qui s’écrit aussi : ݑ௞ + ௞ݒ = 300. 
  On a : ܽ௞ାଵ = ௞ାଵݑ + ௞ାଵݒ = ௞ݑ0,7 + ௞ݒ0,3 + ௞ݑ0,3 + ௞ݒ0,7 = ௞ݑ + ௞ݒ = 300 . 
  Résumons : ܽ௞ାଵ = 300 donc ௞ܲାଵ est vraie. 
 

  Conclusion 
  Il résulte des deux point précédents et du principe de récurrence que, pour tout ݊ ∈ ℕ, ௡ܲ est vraie 
  autrement dit : ∀࢔ ∈ ℕ, ࢔ࢇ = ૜૙૙. 
  

b.  Déterminer la nature de (࢔࢈) puis exprimer ࢔࢈ en fonction de ࢔. 
  Soit ݊ ∈ ℕ, on a : 
    ܾ௡ାଵ = ௡ାଵݑ − ௡ାଵݒ = ௡ݑ0,7 + ௡ݒ0,3 − ௡ݑ0,3) + (௡ݒ0,7 = ௡ݑ0,4 − ௡ݒ0,4 = ௡ݑ)0,4 − (௡ݒ = 0,4ܾ௡ 
  ∀݊ ∈ ℕ, ܾ௡ାଵ = 0,4 × ܾ௡ et 0,4 est une constante donc (࢔࢈) est géométrique de raison ૙, ૝. 
  Pour tout ݊ ∈ ℕ, ݀௡ = ݀଴ × ௡ avec ܾ଴ݍ = ଴ݑ − ଴ݒ = 250 − 50 = 200 et ݍ = 0,4 donc : 
࢔∀   ∈ ℕ, ࢔࢈ = ૛૙૙ × ૙, ૝࢔. 
   

c.  Exprimer ࢛࢔ et ࢜࢔ en fonction de ࢔. 
  Soit ݊ ∈ ℕ, on a :  

൜ݑ௡ + ௡ݒ = 300
௡ݑ − ௡ݒ = 200 × 0,4௡ ⇔ ൜ݑ௡ + ௡ݒ = 300

௡ݑ2 = 300 + 200 × 0,4௡ ⇔ ൜ݑ௡ + ௡ݒ = 300
௡ݑ = 150 + 100 × 0,4௡ 

  On a donc : ∀݊ ∈ ℕ, ௡ݑ = 150 + 100 × 0,4௡. 
 

d.  Montrer que (࢛࢔) est convergente et donner sa limite. 
  −1 < 0,4 < 1, or si −1 < ݍ < 1 alors lim

௡→ାஶ
௡ݍ = 0 donc  lim

௡→ାஶ
0,4௡ = 0,  
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  puis  lim
௡→ାஶ

(100 × 0,4௡) = 0 et enfin par l’imite d’une somme  lim
௡→ାஶ

(150 + 100 × 0,4௡) = 150. 
  Résumons : ܕܑܔ

ାஶ→࢔
࢔࢛ = ૚૞૙. 

 
4. Pour tout entier naturel ݊ : 

ܵ௡ = ଴ݑ + ⋯+ ௡ݑ = ෍ݑ௞

௡

௞ୀ଴

 

Exprimer ܵ௡ en fonction de ݊. 
Testons l’affirmation de l’élève pour ݊ = 2 : 
La « formule » de l’élève donne : 

ܵଶ = 150(2 + 1) +
500

3
(1 − 0,4ଷ) =  (݁ܿ݅ݎݐ݈ܽݑ݈ܿܽܿ) 606

Or, ݑ଴ + ଵݑ + ଶݑ = 250 + 190 + 166 = 606. 
Donc elle est vraie au moins pour ݊ = 2. 
Démontrons qu’elle est toujours vraie. 
Soit ݊ ∈ ℕ, on a : 

ܵ௡ = ଴ݑ + ⋯+ ௡ݑ = 150 + 100 × 0,4଴ + ⋯+ 150 + 100 × 0,4௡ 

= 150 × (݊ + 1) + 100 × (0,4଴ + ⋯+ 0,4௡) = 150(݊ + 1) + 100 ×
1 − 0,4௡ାଵ

1 − 0,4  

= 150(݊ + 1) + 100 ×
1 − 0,4௡ାଵ

0,6 = 150(݊ + 1) + 100 ×
1 − 0,4௡ାଵ

3
5

 

= 150(݊ + 1) +
500

3
(1 − 0,4௡ାଵ) 

Pour tout ࢔ ∈ ℕ, on a bien : 

࢔ࡿ = ૚૞૙(࢔ + ૚) +
૞૙૙
૜

(૚ − ૙, ૝࢔ା૚) 

 
 
Exercice 3 Vecteurs dans l’espace 
Soit ࡴࡳࡲࡱࡰ࡯࡮࡭ un cube,  
 

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ࡹࡱ          =
૚
૜
ሬሬሬሬሬሬ⃗ࡴࡱ   et  ࡺ࡭ሬሬሬሬሬሬ⃗ =

૚
૜
ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭  

 
 

1. Démontrer que  

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ࡺࡹ                     = ሬሬሬሬሬ⃗࡭ࡱ +
૚
૜
ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮ࡰ  

 

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܰܯ = ሬሬሬሬሬሬ⃗ܧܯ + ሬሬሬሬሬ⃗ܣܧ + ሬሬሬሬሬሬ⃗ܰܣ (ݏ݈݁ݏℎܽܥ) = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܧ −
1
3
ሬሬሬሬሬሬ⃗ܪܧ +

1
3
ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܧ −

1
3
ሬሬሬሬሬ⃗ܦܣ +

1
3
ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ  

= ሬሬሬሬሬ⃗ܣܧ +
1
3
ሬሬሬሬሬ⃗ܣܦ +

1
3
ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܧ +

1
3
൫ܣܦሬሬሬሬሬ⃗ + ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ൯ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܧ +

1
3
ሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܦ  (ݏ݈݁ݏℎܽܥ)

On a donc bien : 

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ࡺࡹ = ሬሬሬሬሬ⃗࡭ࡱ +
૚
૜
ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮ࡰ  
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2. Les vecteurs ࡭ࡱሬሬሬሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ࡺࡹ ,  et ࡮ࡴሬሬሬሬሬሬ⃗  sont-ils coplanaires ? 

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܰܯ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܧ +
1
3
ሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܦ  

On a : ܤܦሬሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬሬ⃗ܪܦ + ሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܪ = ሬሬሬሬሬ⃗ܧܣ + ሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܪ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܧ− + ሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܪ  
L’égalité :  

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܰܯ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܧ +
1
3
ሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܦ  

donne donc : 

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܰܯ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܧ +
1
3
൫−ܣܧሬሬሬሬሬ⃗ + ሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܪ ൯ 

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܰܯ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܧ −
1
3
ሬሬሬሬሬ⃗ܣܧ +

1
3
ሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܪ  

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܰܯ =
2
3
ሬሬሬሬሬ⃗ܣܧ +

1
3
ሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܪ  

autrement dit : 

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܰܯ −
2
3
ሬሬሬሬሬ⃗ܣܧ −

1
3
ሬሬሬሬሬሬ⃗ܤܪ = 0ሬ⃗  

 
Il existe une combinaison linéaire non triviale de ܰܯሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬ⃗ܣܧ ,  et ܤܪሬሬሬሬሬሬ⃗  donnant 0ሬ⃗  donc   

 
les vecteurs ࡭ࡱሬሬሬሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ࡺࡹ ,  et ࡮ࡴሬሬሬሬሬሬ⃗  sont coplanaires.  
 

 
 

 


