CS 01 Spécialité maths Vendredi 4 octobre 2024 Gr Thiaude P.
Calculatrice autorisée en mode EXAMEN durée = 30 min

Exercice 1 [5 pts]

Pourtoutn € N, u,, = 3n+ 5 + cos(n? + 1) : déterminer lirp Uy,.
n—>+0o

Exercice 2 [5 pts]
Pour toutn € N, on pose :
3n°+n+6

T n?+2n+5
Déterminer la limite de la suite (u,).

Un

Exercice 3 [10 pts] [1+3+1+3+2]
Soit (u,) la suite définie par uy, = 4 et pour tout n entier naturel :
Upy1 = Zu" + 12

1. Calculer u,.

2. Démontrer par récurrence que, pour tout n entier naturel on a :

4 <u, <uppq <20
3. Justifier que la suite (u,,) converge.

4. Pour tout n entier naturel on pose : v,, = u,, — 16.

a. Déterminer v,.

b. Démontrer que la suite (v,,) est géométrique, préciser sa raison et
exprimer v, en fonction den, n € N.

c. Exprimer u,, en fonction den, n € N.

5. Déterminer la limite de la suite (u,,).
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Corrigé
Exercice 1

vn € N,u, = 3n+5 + cos(n? + 1) : déterminer lilP u,.
n—>+0oo

Soitn € N.Ona:—1 < cos(n? + 1) < 1 puis en ajoutant 3n + 5 a chaque membre :
—14+3n+5<3n+5+cos(n*>+1)<1+3n+5

c'est-a-dire:3n+4 < u, <3n+6.

Ona: nl_i)rpw(Bn) = 40 (cours) d’ou nl_i)rpw(?)n +4) =+,

) vneN,3n+4 < u, L o _ ]
Résumons : {nl_iHloo(gn +4) = +oo donc d’apres le théoréme de comparaison : nl_l)l:loo u, = +oo.
Exercice 2
Pour toutn € N, on pose :

3n+n+6
= e 2n+5
Déterminer la limite de la suite (u,,).

Pourtoutn # 0,ona:

1 6 1 6
2 4 = 4
oon (3+5+-%) 34t
no 2 5\ 2.5
2 L4 2 242
n(1+n+n2) 1+5+2
, .1 .6 . 1, 6
Onad’une part: lim == 0 (cours) et lim = = 0 (cours)donc lim (3 +-+ —2) =3
n-+oon n-+oon n—-+oo n n
et d’autre part: lim 2=0 (cours) et lim iz = 0 (cours) donc lim (1 +-+ iz) =1
n->+oon n-+oon n—+oo n n

Par limite d’un quotient on en déduit :

1
3+H+%
lir-lp — 5 ¢t nS =3
n—->+oo
ERAT
autrement dit : lilP u, = 3.
n—>+0oo

Exercice 3

1
Soit (u,) la suite définie paruy = 4etvVn € N,u,,; = o Un + 12.

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP ' NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP f I[NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP i I
DEUXIEME CONDITION SI NECESSAIRE APP SUR + POUR ATb1 APP SUR # POUR MODIF FONCTION

Graphl Graph2 Graph3 i w o u

TYPE: SUITEC() SUITE(n+2) ‘1'3 Y 02

nMin=0 2 61 .

. 1 g
-u(n+1)B5u(n)+12 £>8

3 253 6 16381

u(®)B4 16 1024

u(1)= “ sl ? 85533
By (n+l)= g F_'m

v(B)=

v(l)=

n=0 u(8)=15.999816894531

1. Calculer u;.
1 1
Pourn = 0, on obtient : u, =qu0+12 =Z><4+12 =1+4+12=13.
u, = 13

2. Démontrer par récurrence que, pour toutn € Nona:4 < u, < u,,;1 < 20.
Pour tout n € N on considere la proposition P, : «4 < U, < Up4q < 20 ».

e initialisation ug = 4etu; = 13,0r4 <4< 13 < 20donc4 < uy < u; < 20: P, est vraie.

e hérédité

Soit k € Ntelque Py, : « 4 < uy < Ug4q < 20 » est vraie (hypothése de récurrence), montrons que
Priq i« 4 <Upypq < Ukgo < 20 » estvraie.
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3.

4,

Ona:4 <y, <Ugeqr <20(HR)

1
En multipliant par Z> 0 on en déduit :

1 1 1 1
ZX4<ZXuk<ZXuk+1<ZXZO
autrement dit :
1 1
1<Zuk<zuk+1 <5

En ajoutant 12 a chague membre, on obtient :
1 1
1+12<Zuk+12<1uk+1+12<5+12

autrement dit :
13 < Upsr S Ugq2 < 17
doncona:
4 <13 < Upyy < Upyp <17 <20
d’ou en particulier :
4 < Uppp S Uz <20
par conséquent Py ; est vraie.

Conclusion
Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que : Vn € N, P, est vraie
autrement dit: Vn € N,4 < u, < u,41 < 20 (*).

Justifier que la suite (u,,) converge.

Il résulte de (*) que :

eVn € N, u, < u,4, donc la suite (u,) est croissante

evVn € N, u,, < 20 donc la suite (u,) est majorée par la constante 20

La suite (u,) est croissante et majorée donc d’apres le théoréme de convergence monotone elle est
convergente.

Pourtoutn € N, v, = u,, — 16.

a. Déterminer v,,.
Vo=Uy—16=4—-16 = —12
Vo = —-12.

b. Démontrer que la suite (v,,) est géométrique et préciser sa raison.
Soitn € N,ona:

1 1 1 4 1 4
vn+1=un+1—16=Zun+12—16=zun—4=z un—I =Z(un—4x1>
4

1
=Z(un— 16) ==V,

Pourtoutn € N,v,,,; =

el Ll N

X v, donc (v,,) est géométrique de raison Y

1
On en déduit que, pourtoutn € N, v, = v, X q" avecvy, = —12etq =3 donc:
n

1
vYn € N,vn =—-12 X (Z)

c. Exprimer v,, puis u,, en fonction de n.

1 n
Soitn € N.Ona: v, =u, — 16, ce qui s’écrit aussi : u, = v, +16,orv, = —12 X (Z)
n
doncu, = —12 X (%) + 16.
1 n
vneN,u, =-12x (3) +16.
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5. Déterminer la limite de la suite (u,,).

1 n

Pourtoutn € N, u, = —12 X (Z) + 16.
Ona: -1 <1< 1l,or:si—1<gqg < 1lalors lim g™ =0,donc lim (l)n—O i

: ;< Lor: q Jim g™ =0, lim () =0, puis

i ™) = 0 puis par limite i (=12 x (2 +16) = 16
nl_l)rpoo (—12 X (Z) ) = 0 puis par limite d’'une somme : n_l)r_{loo(— X (Z) +16) =
autrement dit liT u, = 16.
n—->+oo

Complément : autre méthode pour obtenir la valeur de la limite

1
Notons £ la limite de (u,,) et rappelons que pour toutn € N, u,, 4 =7 Un + 12 (*).

On a d’une part : lirp (n+1) = +oodonc NlirP uy = £ et d’autre part :
n—-+oo —+00

ol 1

n—1>r-|poo4un 4

lim u,,, =
n—-+oo

Par limite d’'une somme

. 1 1
nl_l)l’_ll_’loo (Zun + 12) = Zﬂ +12
1

Par passage a la limite de I'égalité (*) on obtient : £ = Z{’ + 12.
On a les équivalences :

' 1{’+12 4 1{’ 12 3{’ 12

= — = —_— = o — =
4 4 4

donc:

=12 * 4x3 * 16
= X == X X ==
3 3

Finalement : lim u, = 16.
n—-+oo
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