a3 02. Géométrie vectorielle de I’espace (2s) Thiaude P.

Relation de Chasles
Pour tous points 4, B et C de I'espace : AB + BC = AC.

[D]Somme de deux vecteurs
Pour ajouter deux vecteurs de I'espace on peut les placer « bout a bout »
dans I'espace, on peut aussi construire le « parallélogramme des forces ».

Caractérisation vectorielle du milieu d’un segment
Soient A et B tels que A # B, le point I est le milieu de [AB] lorsque I'une
des égalités équivalentes suivantes est vérifiée :

— —_— - — 1——->
e [A+IB=0 -AI=§AB

Unicité du point vérifiant une égalité vectorielle AM = T
Pour A et 1 donnés dans I'espace, il existe un unique point M de I'espace
vérifiant : AM = 1.

Somme de plusieurs vecteurs de I'espace
Pour ajouter des vecteurs de I'espace on peut les placer « bout a bout »
dans I'espace.

L] m [Livre p.64 .16] Sans justification, remplacer les pointillés par le
sommet du cube ABCDEFGHqui convient :

1. B..=BA+BG 2.B..=BE+DC+GD
3.C..=CA+DG 4. 4..=AC + DE + BD

O [XF [Livre p.64 .16]

Soit ABCDEFGH un cube. H G
E : F
* Placer le point K tel que : |
e — 1——) !
AK = AE + 5 BC E
)
)
* Placer le point L tel que : |
— e 1——) e !
EL = EH +—EF + EA D | __._JC
3 A ’,’

O GE [Livre* p.66 .49]
Dans un tétraedre ABCD : E est le milieu de [AB] et F est le milieu de
[CD]. Faire une figure puis exprimer EF en fonction de AD et BC.

O [GE [Livre p.64 .18]
Dans chacun des cas suivants, exprimer AB en fonction de AC.
1. 4AB + 3BC =0 2. 2AB — 3AC = BC

[D] Vecteurs colinéaires
Deux vecteurs U et ¥ de I'espace sont colinéaires lorsqu’il existe un réel k
telque: U = kv ouv = ku.

Soient U et ¥ deux vecteurs de l'espace :
e . — - O - — e s .
* on a I'équivalence : u et v sont colinéaires & v et U sont colinéaires.

— -

e 0 est colinéaire a tout vecteur de I’espace (y compris 0)

e pour U et ¥ vecteurs tous deux non nuls de I'espace on a 'équivalence :
U et ¥ sont colinéaires © U et ¥ ont méme direction.

0 m En utilisant la définition de la colinéarité, justifier que 0 est
colinéaire a tout vecteur de 'espace.

O X [Livre* p.64 .22]
Soient A4, B, C et D des points de I'espace, montrer que les vecteurs
% = 948 — 6AC + 3AD et ¥ = 34AB — 2AC + AD sont colinéaires.

[D] Vecteurs directeurs d’une droite
On dit que U # 0 est un vecteur directeur d’une droite D de I'espace

lorsqu’il existe deux points A et B de cette droite tels que U = AB.
On dit alors que (4; 1) est un repére de la droite D.

Caractériser vectoriellement les points d’une droite
La droite (AB) est I'ensemble des points M de I'espace tels que AM et AB
sont colinéaires : M € (AB) < 3k € R tel que AM = kAB.

— 1 22—
U ABC est un triangle et AM = gAB + gAC. Montrer que M € (BC).



@ Points coplanaires, vecteurs coplanaires

Des points de I’espace sont coplanaires lorsqu’il existe au moins un plan
de I'espace les contenant tous.

é 4 points de I'espace ne sont pas toujours coplanaires.

Les vecteurs sont coplanaires lorsque leurs représentants de méme origine

A ont leurs extrémités dans un méme plan passant par A.

Trois vecteurs U, U et w sont coplanaires si et seulement si il existe trois

4 — - — =
réels a, b, c non tous nuls tels que : au + bv + cw = 0.

Soient U et ¥ deux vecteurs non colinéaires : dire que U, v et w sont
coplanaires revient a dire que W peut s’écrire comme combinaison linéaire
de U et U, c’est-a-dire il existe deux réels a et B tels que W = au + Bv.

O GE [Livre* p.64 .24]

A, B, C et D sont des points tels que : —3AD + 5BD + 2CD =0

® Peut-on affirmer que les vecteurs A_D’, BD et CD sont coplanaires ?

e Montrer que : AD =ZAB +EAC'

[D] Plans paralléles, plans sécants

Deux plans sont paralléles lorsque I’on est dans I'un des cas suivants :

¢ ils ont tous leurs points en commun : ils sont alors confondus

e ils n’ont aucun point en commun : ils sont alors strictement paralléles.
Deux plan qui ne sont pas paralléles sont sécants : ils se coupent alors
suivant une droite (admis).

O EGE [Livre* p.64 .28] " G
ABCDEFGH est le parallélépipéde rectangle g : 7
représenté ci-contre : pour chacun des couples :

. . , . ,. , D:_ _______________ -—-JC
de plans qui suivent, préciser s’ils sont sécants, -
strictement paralléles ou bien confondus. A B

Lorsqu’ils sont sécants, donner sans justification leur droite d’intersection.

1. (ABC) et (FGH) 2. (ABF) et (AEG)
3. (EFG) et (EHF) 4. (ADE) et (BFH)

Caractérisation vectorielle des points d’un plan

Soient A4, B et C trois points non alignés de I’eﬁce, le plan (ABC) est
I'ensemble des points M de I'espace tels que AM peut s’écrire comme
combinaison linéaire de AB et AC :

M € (ABC) < 3(x,y) € R? tels que : AM = xAB +yA_5
On dit que 4B et AC sont deux vecteurs directeurs du plan (ABC).

Soient 1 et ¥ deux vecteurs non colinéaires de I'espace, le plan passant
par A et de vecteurs directeurs 1 et ¥ est 'ensemble des points M de

I'espace tels que AM peut s’écrire comme combinaison linéaire de i et ¥ :
M e P(4;1,7) © 3(x,y) € R? tels que : AM = xU + yv
On dit que : U et ¥ sont deux vecteurs directeurs du plan, que (i, V) est
base du plan, que (4; i, ¥) est un repére du plan.

Notons que pour un plan donné il y a plusieurs choix possibles pour les vecteurs
directeurs U et ¥ ainsi que pour le point A : les vecteurs U et ¥ doivent étre des
vecteurs non colinéaires de ce plan et A doit étre un point de ce plan.

Exemple H

ABCDEFGH estun cube, I estle milieude [EF], E
on note P le plan défini par les trois points non
alignés E, F et G : (EFG) est une autre notation

de P, (737, _ET-I’) et (_F_G’, _ﬁf) sont deux bases de P,
(H; HE, HG) et (E; EI, EH) sont deux repéres de P, )
(ABC) et P sont strictement paralléles. A=

180 [Livre* p.65 .29]
Soit ABCD un tétraédre, E et F des points tels que :
AE = —-AB et AF =-A
2 et3 2 C D

1. Montrer que: EF = Z_B—)C (%).
2. a. Que peut-on déduire de (*) pour (EF) et (BC)? B

b. Que peut-on déduire de (*) pour la position relative de la droite

(EF) etduplan (ABC)?




[D]Base de I'espace, coordonnées d’un vecteur
Une base de I’espace est un triplet de vecteurs non coplanaires :

> > 7 ) déf > > 7 o
(1], k) est une base de I'espace < 1, J et k ne sont pas coplanaires.
Soit (7,7, k) une base de I'espace alors pour tout vecteur % de I'espace

il existe un unique triplet (x,y, z) de réels tel que : 4 = xT + yj + zk.
On dit que (x, v, z) est le triplet des coordonnées du vecteur i dans

x
(3,7, k) et on écrit & (y)
z
O M Soit (7,7, k) une base de 'espace.
1. Déterminer les coordonnées de & = 27 + 3] + 5(T — k).

6

2. Soit 17( 2 > : exprimer ¥ en fonction de 7, J et k.
-1

[D]Repére de I'espace, coordonnées d’un point

(A L), I—c)) est un repére de 'espace d’origine A lorsque 7, J et k sont des

vecteurs non coplanaires.

Soit (0;7,7, l?) un repére de I'espace alors pour tout point M de
I'espace il existe un unique triplet (x, v, z) de nombres réels tel que :

OM = xT + yj + zk
On dit M a pour coordonnées (x; y; z) dans ce repére, on écrit M(x; y; z).
Le nombre x est I'abscisse du point M, y est son ordonnée et z sa cote.
L’origine du repére a toujours pour coordonnées (0; 0; 0).

X x’
Dans un repére (0 ;1,7 k) de I'espace on considére U (y), v (y’),

VA Z’

A(x4; Va; Z4) et B(xg; yg; zg), alors :

x+ x' x—x' kx . [*B—*a
cU+v|ly+y U—V|ly—y' o ki | ky *AB|YB —Ya
z+z7 z—27 kz Zp —Za

U E Dans I’espace muni d’un repére on considére A(1;4;3), B(3;7;4)
et C(9; 16; 7). Montrer qu’il existe un réel k tel que AC = kﬁ, gue peut-
on en déduire pour la position relative des points A4, Bet C ?

1 [¥E] [Livre* p.65 .36]
Dans I'espace muni d’un repére on donne A(1;0;4), B(2;0;6),C(3;4;0)
et D(2;4;—2). Montrer que ABCD est un parallélogramme.

L] E [Livre* p.65 .37] vecteurs coplanaires

3 3 -3
Dans I'espace muni d’un repére on donne U (1) v (—2) et W( 8 >

2 4 -8
1. Calculer les coordonnées du vecteur 2u — 37.
2. Justifier que U, ¥ et W sont coplanaires.

L] E [Livre* p.65 .38] vecteurs coplanaires

-3 -1 2
Dans I'espace muni d’un repére on donne Ti( 2 > 17( 2 > et W( 0 >

4 1 -3
Calculer les coordonnées de 1 — ¥ + W : que peut-on en déduire ?
Représentation paramétrique d’une droite

Soient a, B, y trois réels et a, b,c trois réels non tous nuls, alors
I’ensemble des points M (x; y; z) de I'espace pour lesquels il existe t € R

xX=a+ta
tel que {y = B +tb (%) estladroite passant parA(a; ;) et de vecteur
z=Yy+tc
a
directeur U (b) (%) est une représentation paramétrique de cette droite
c

L] m [Livre* p.65 .40] représentation paramétrique d’une droite
Dans I'espace muni d’un repéere on considére la droite D de représentation

x=3—2t
paramétrique :jy =1+ 3t,t € R.
z=2+t

1. Déterminer les coordonnées d’un point et d’'un vecteur directeur de D.

2. Déterminer les coordonnées du point A de D d’abscisse 5 et celles du
point B de D de cote 3.

3. Le point C(7;—5; 0)appartient-ila d ?

4. Llepoint E(—=5;13;1) appartient-ila d ?



L] Dans I’espace muni d’un repére on note D la droite passant par
2
E(1;4;0) et de vecteur directeur Ti( 3 > : donner une représentation
-1
paramétrique de D. Le point F(11;19; —5) appartient-ila D ?
On sait que le point G € D et x; = 9 : calculer y; et z;.

!

a a
Pour déterminer si i <b> et v (b’) non nuls sont ou non colinéaires,

4

c c
kxa=ad
on pose le systéme {k x b = b’ ol k est I'inconnue et on regarde si 'on
kxc=c

obtient ou non une contradiction sur la valeur de k.

0 m Dans I'espace muni d’un repére on consideére les deux vecteurs

V2 2
Ul —/6 |etv (—2\/§> : montrer qu’il sont colinéaires.
5v2 10

0 m Dans lI'espace muni d’un repere déterminer si les vecteurs suivants

5 —-10
sont ou non colinéaires : U | —7 |etv| 14 |.
3 12

] M Dans I’espace muni d’un repére on considére A(1;2;4), B(4;0;3)
et C(7;—2;2) :les points A, B et C sont-ils alignés ?

Deux droites de I'espace sont paralléles lorsqu’un vecteur directeur
de I'une et un vecteur directeur de I'autre (au choix) sont colinéaires.

0 Dans l'espace muni d’un repere on considére :

x=1+2t x=4+k
D:jy=7+t ,teRetA:{y=6+3k,k €R.
z=>5+3t z =06+ 5k

Montrer que D et A sont sécantes. indication = (5,9, 11)

0 E Dans I'espace muni d’un repere on considére :

x=5+t x=6—2k
D:jy=3+2t,teERetA:{y=5—-4k,k €R.
z=1-t z =2k

1. Montrer que D J A.
2. Soit A(5;3;1) : montrer que A appartient a D et appartient a A.
3. Déduire des questions précédentes la position relative de D et A.

[D] Trois vecteurs forment une base de 'espace lorsque ces trois vecteurs
sont non coplanaires.

0 @ Dans une base de I'espace on donne :

1 1 4
U (-3), v (5) et w (—4)
2 2 8

Montrer que les vecteurs U, U et W ne forment pas une base de I'espace.

0 M Dans une base de I'espace on donne :

2 5 7
i+ ) o(s) en(3)
=5 3 1

Montrer que les vecteurs U, U et W forment une base de I'espace.

.
O @ Dans I'espace muni d’un repére (0;1,], k) on donne :

4 3 5
ul2|], v{o) et wl1].
1 2 3

Montrer que U, U et W forment une base de I'espace.
6

Déterminer les coordonnées de E<3> dans la base B = (U, v, W).
2

indication: t = xU +yv +2zw, t = —D+ W
] M Dans I’espace muni d’un repére on considére A(1;5;6), B(2;6;9),
C(5;3;12) et D(3;2; 7).
e montrer que AB et AC ne sont pas colinéaires
e montrer que les points A, B, C et D sont coplanaires.
indication: 2x +y—z =1



(1 F¥¥] [Livre* p.70 .106]

Dans I'espace muni d’un repére on considere A(1;2;3), B(2;0;1) et
C(2;-1;3).

1. Démontrer que AB et AC ne sont pas colinéaires.

2. Déterminer z € R sachant que D(1; —3; z) appartient au plan (ABC).

1 f¥% ABCDEFGH est un cuble, K est le milieu de

[AE] et L est le milieu de [EF]. Z
On se place dans le repére (4; AB, AD, AE). E T fa
1. Donner en justifiant les coordonnées de K :
et H, en déduire les coordonnées de KH. Kt
2. Donner sans justification les coordonnées
de L, en déduire les coordonnées de AL. D -----------------------
3. Les droites (KH) et (AL) sont-elles paralléles ? A*= : B

mlA29 L
Soit ABCDEFGH un cube, K et L tels que :

—_— 3——-) —_— —_—
AK = EAC et AL = 3AE

1. Exprimer AG en fonction de AC et AE,
en déduire que :

—

1——-) e
KG = —EAC+AE

2. Exprimer KL en fonction de AC et AE.

3. Montrer que K, G et L sont alignés.

L] M [Livre* p.67 .65] droites paralléles
SABCD est une pyramide dont la base
ABCD est un parallélogramme, E et F
sont définis par :

—_—

BE = L BS et SF = 23¢C
=3 b0 ol =gt

Démontrer que (AF) et (DE) sont sécantes.

Théoréme du toit ...

0 théoréme du toit

Soit SABCD une pyramide de sommet S telle que CD = —34B.
(représentation en perspective cavaliére) S

1. Montrer que les plans (SAB) et (SCD)
sont sécants.
On note A leur droite d’intersection.

2. Justifier que A est parallele a (AB) et a

(CD) puis représenter A sur la figure. h 7

] E ABCD est un tétraédre, I, J, K et L sont les milieux de [AB],
[AC], [AD] et [CD] : les vecteurs 17 KL et AB sont-ils coplanaires ?



