X\ 3 11. Orthogonalité et produit scalaire dans I'espace [Thiaude P.]

Dans tout ce chapitre on suppose qu’une unité de distance est choisie.

[D] produit scalaire dans I'espace
Le produit scalaire de U par U est le réel noté U - v tel que :

0

P = — =
{5|u= Oouv=0,alors:
= ||l x |[¥]l x cos(u, V)

u-v
P = —> = —_ =
siu0etv#0,alors: u-v

Conséguence :
SiA# BetA#C, alors: AB-AC = AB x AC X cos BAC.

[P]vecteurs colinéaires
Soient i et ¥ deux vecteurs non nuls de I'espace, alors :

.- - o« 7 e ~ —_ — — —

e si U et v sont colinéaires de méme sens : u-v=+|ul| x|vl|
g - . ’ . . d — —_—

* si U et U sont colinéaires de sens contraires: U -v = —||ul| X ||V||

linéarité et symétrie

Pour tout réel k :

U -V =7V U (symétrie)
cU-(V+W)=Uu-v+u-w
(ki) vV=kxu-v cuU-(kv) =kxu-v

[D] carré scalaire

Le carré scalaire de % est le réel positif ou nul : u? = u - U = ||u]|%.
En particulier : AB% = AB?.

identités remarquables

o (U+V)% = ||ull*+2u - v + ||V||?

e (U-7)% = |[ull> - 2u -V + [V

c(U+7) - (-v) = |[ull* - V]

produit scalaire dans un triangle

1
-AB-AC=E[ABZ + AC?* — B(C?]

é le point commun dans les deux vecteurs est en « premiére position »

[D] droites orthogonales, vecteurs orthogonaux

e deux droites sont orthogonales g leurs paralleles passant par un méme
point sont perpendiculaires en tant que droites d’'un méme plan

¢ deux droites sont perpendiculaires & elles sont orthogonales et ont un
point en commun

Considérons deux droites orthogonales, deux cas peuvent se produire :
si elles ont un point en commun alors elles sont perpendiculaires,
si elles n’ont pas de point commun alors elles ne sont pas perpendiculaires

e AB et CD sont orthogonaux < I'un au moins des vecteurs AB, CD est
nul ou les droites (AB) et (CD) sont orthogonales

e notation : d 1 d’ signifie que d et d’ sont orthogonales
u L U signifie que U et ¥ sont orthogonaux

e 0 est orthogonal a tout vecteur de I'espace, y compris 0

edldoedldet ulveviu

[P]théoreme fondamental

PULVoU- V=0

droite orthogonale a une droite ou a un plan

> D(AU) LDBYV) ULV cUuU-v=0

>»DA;U) LPB;vW)eUulvVetulwou-v=u-w=0

@ base ou repére orthogonal/orthonormé/orthonormée

e la base (7,7, k) est orthogonale pac TljetilketjLk

> > 7 déf - - - 7 - 7
e lerepére (0;1,],k) estorthogonal 1 L jeti L ket] L k
« repere orthonormé » s’abrege en R. 0. N'. ou R.O.N. ou RON.

I Caer(TLjetiLketjLk
e la base (1, ], k) est orthonormée <=){ . J . _>]

Izl = 1171l = ||&]| = 1
IljetiLlket] Lk

I _déf
e lerepére (0;1,J, k) est orthonormé < { . . N
Izl = 171l = [|k|| = 1

utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P.




formule utilisables dans un repére orthonormé

ZI

X X
Dans un R.0. N on donne U <y>, v (y’), A(x4; V45 24) €t B(xg; Vp; Zg) :

VA

> [ull = Va2 + y% + 22

» AB = /(xp — x2)% + (yp — ya)? + (zp — 24)?

»Uu-v=xx'+yy +zz

M Dansun R.0.N.ondonne: A(—3;4;1), B(5;1;3),C(0;4;3)
et les deux vecteurs 1 et ¥ oll m est un paramétre réel :

3 4
ul 1] et v| 3
m -3

1. Calculer AB - AC. Rep=28
2. Déterminer m sachant que u L 7. Rep=5

M Dans un R. 0. V. les droites D et D’ admettent respectivement pour

3 —4

vecteurs directeurs 17( 2 ) et 17( 5 ) : montrerqueD L D'.
-1 -2

IE DansunR.0. v, A(1;-2; 7), B(3; —1;10) et C(—4;5;8) :

montrer que (AB) L (AC)

M Dans un R.0. V. on note P le plan passant par A(2; 3; 1) et de

1 0 1

vecteurs directeurs U (2> etv (3> : montrer que W ( 4 > est un vecteur
3 4 -3

normal a P.

@ Dans un R.0. V. on donne trois points A(1;—1;2), B(0; —2; 1),

-2
C(2;3;0) d’un plan P et on note D la droite de vecteur directeur 17( 1 >

1
passant par E(3;2; 1) : montrer que D est orthogonale a P.

m Dansun R.0. V. Q est le plan qui passe par A(0; 5; 2) et admet pour

4 0 a
vecteurs directeurs U (1) et ¥ (3) et on considére w ( b >
2 1 12

- . a=-5
Montrer que w est un vecteur normala Q & {

b=—4

[D] vecteur normal a un plan

— = N déf — N
n # 0 est un vecteur normal a un plan < n est orthogonal a tous
vecteurs de ce plan

Pour 7 # 0 on a I'équivalence :
» 71 est un vecteur normal a P(4; U, v) ©on-u=n-v = 0.
Pour montrer que 7 est normal a un plan P :

Onmontreque -1 = 0et7- ¥ = 0 ou U et ¥ sont deux vecteurs non
colinéaires de P (au choix), ce qui permet de conclure.

mesure d’un angle
X x'

Dansun R.0.N. on donne : i <y>, v (y’) avect # 0 etv # 0.
z 7'

-

De:u-v = ||ul X ||¥|| X cos(u, V) et -v = xx' + yy' + zz' on déduit :
u-v xx' +yy' +zz'

Rl 1P /a2 +y2 + 22 x JxZ + y% + 272

En utilisant la calculatrice on en déduit une valeur approchée de la mesure

de I'angle de vecteurs (i, ¥) (modulo 27), parfois la valeur.

cos(u,v) =

formules de polarisation

UT=5 [l + 1% — |l — |I9|%] = > [12l|% + 19112 — llu — 9||%]
-u-v=1[llu+vn — |[u —v||7]
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[P] vecteur normal a un plan

Dansun R.0.N'. P est le plan passant par A(x,; V4; Z4) et de vecteur

a
5
normal n (b) ,alors :

c
PMEPSAM Ti=0
> M(x;y;z) EP < ax+by+cz+d=0oud=—ax, — by, —cz,

[D] équation cartésienne d’un plan

Tout plan de I'espace muni d’un R. 0. V. admet une équation cartésienne
a

ax + by +cz+d = 0aveca, b, c nontous nulsetn <b> est un vecteur
c

normal a ce plan.

Dans I'espace munid’'un R.0. V. P est le plan de vecteur normal

6
n (1) passant par A(1; 2; 3) : déterminer une équation cartésienne de P.
4

Dansun R.0.N.on donne A(1; 2; 3), B(5; 1; 1) : déterminer une
équation cartésienne du plan P tel que (AB) L P et E(0;4;6) € P.
Rép:4x—y—2z+16=0

FXE Dans un R.0. V. on donne A(8; 0; 5) et B(2; 4; 3) : montrer que le
plan médiateur de [AB]admet pour équation —3x + 2y —z + 15 = 0.
Dansun R.0.N.on donne A(1; 2; 3) et on note D la droite de

x= 5 —t
représentation paramétrique : {y = 2 + 3t avec € R.
z=—-8+2t

Déterminer une équation du plan P L D passant par A.
Rép:—x+3y+2z—11=0

Dans un R. 0. V. déterminer une équation du plan Q passant par
A(0;—1;4) et paralleleauplanP :3x + 5y —z+ 6 = 0.

M Dans un repere orthonormé :

(E;) est I'ensemble des points M (x; y; z) de I'espace tels que y = 2x + 5,
(E;) est I'ensemble des points M (x; y; z) de I'espace tels que x = 3.

Déterminer la nature des ensembles (E;) et de (E5).

@ Dansun R.0.N.on considéreleplanP : 2x —3y —2z+ 3 =0 et
on note D la droite de représentation paramétrique :

x= 342t
y=2 +5t (t€eR)
z= 6-— 1

Justifier que D et P sont sécants puis déterminer les coordonnées de leur
Rép (1;-3;7)
DansunR.O.N.P : 2x — 5y + 3z — 2 = 0 et la droite D admet pour

point d’intersection.

x=5 +4t
représentation paramétrique [y =1 + t (t € R), montrerqueD / P.
z=9 — t

@ Projeté orthogonal d’un point sur un plan, sur une droite

e P est un plan et A un point de I'espace :

—si A € P alors le projeté orthogonal de A sur P est A lui-méme,

—si A & P alors la droite orthogonale a P passant par A coupe P en un
point H appelé projeté orthogonal du point A sur le plan P.

¢ D est une droite et A un point de I'espace :

—si A € D alors le projeté orthogonal de A sur D est A lui-méme,

—si A € D alors le plan perpendiculaire a D passant A coupe D en un

point H appelé projeté orthogonal du point A sur la droite D.

M Dansun R.0.N., P est le plan d’équation 5x + 2y + 4z —5 =0,
7
A( > 3;1), D est la droite passant par A et orthogonale a P, H le projeté

orthogonal de A sur P.
1. Montrer que A & P et donner une représentation paramétrique de D.
2. Déterminer les coordonnées de H. Rep:H(1;2;-1)

3v5
3. Vérifierque H = "
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@ distance d’un point a un plan

Soient A un point, P un plan, H le projeté orthogonal de A sur P.

La distance du point A au plan P est la distance AH.

Cette distance est le minimum de la distance entre A et un point de P.

[D] distance d’un point a une droite

Soient A un point, D une droite, H le projeté orthogonal de A sur D.
La distance du point A a la droite D est la distance AH.

Cette distance est le minimum de la distance entre A et un point de D.

Dans I'espace muni d’un repére orthonormé de I'espace on donne un

a
point A et un plan P de vecteur normal 71 <b>, alors :
c

laxy + by, + cz, + d|

Ja*+ b*+c?

d(4; P) =

M On souhaite démontrer |la formule précédente.
Dansun R.0.N. on donne un point A(x,; Y4; Z4) de I'espace, un plan P

a

d’équation ax + by + cz + d = 0 et de vecteur normal 71 (b), un point
c

M (xp, Y, Zu) € P, on note H le projeté orthogonal de A sur le plan P :

A

)
/=)

1. Montrer que: |A—I\7f . fi| = |lax, + by, + cz4 + d| (*).

En utilisant AM = AH + HM, montrer que LW 7| = AH x ||| (+%).

3. Déduire de (*) et (**) que:
Y = lax, + by, + cz, + d|

va?+ b? + c¢?

puis conclure.

Dansun R.0.N.on donne A(—3; —6; —1) et on note P le plan
d’équation cartésienne : x + 3y + 3z — 14 = 0.
Déterminer la distance du point A au plan P.

Rep : 2v/19

On reprend les données de I'activité A15 : dansun R.0. V., P est le
7
plan d’équation 5x + 2y + 4z — 5 = 0O et A(E;E’); 1).
35

En appliquant la formule du cours, retrouver que : d(4,P) = —
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