AN\ 11. Orthogonalité et produit scalaire dans I'espace [Thiaude P.]

On suppose choisie une unité de distance.

[D] définition du produit scalaire
Le produit scalaire de % par ¥ est le réel noté u - U tel que :

0
= [lull x [[¥ll x cos(u, v

{si'ﬁ=(‘))ou17=(‘)),alors:'ﬁ-17
sii#0etB#0,alors: U
Conséquence :

SiA#BetA#C: AB-AC = AB x AC x cos BAC.

produit scalaire de deux vecteurs colinéaires
Soient 1 et ¥ deux vecteurs non nuls de I'espace, alors :

—

e si 1 et U sont colinéaires de méme sens : u-v=+ull x|v
.= - . 7. . — = — —
e si 1 et U sont colinéaires de sens contraires: u - v = —||[ul| x ||[V||
linéarité et symétrie
Soient i, ¥, W trois vecteurs de I'espace et k un réel, alors :
— = - —
U V=V U
cUu-V+W)=u-v+u-w c(V+W) U=V -U+W-U
e (ku) - V=kxu-v eu-(kV)=kxu-v

[D] carré scalaire

Le carré scalaire de i est le réel positif : u? & u - U = ||u]|>.
En particulier : AB? = AB? .

identités remarquables

e (U+ V) = |ull® +2u- v+ ||Y|?

o (U—v)% = |[ull*> - 24 - ¥ + ||¥]|?

« U+ V) U~-v) = |lull*> - ||¥]?

produit scalaire dans un triangle

—_— 1
-AB-AC=E[ABZ + AC? — B(C?]

é le point commun dans les deux vecteurs est en « premiére position »

[D]droites orthogonales, vecteurs orthogonaux

. def . .
e deux droites sont orthogonales < leurs paralléles respectives passant
par un méme point sont perpendiculaires

» deux droites sont perpendiculaires < elles sont orthogonales et ont un
point en commun

N déf
e AB et CD sont orthogonaux < I’'un au moins des vecteurs est nul ou les
droites (AB) et (CD) sont orthogonales

e on écrit d L d' pourindiquer que d et d’ sont orthogonales

e on écrit U L ¥ pour indiquer que i et ¥ sont orthogonaux

o 0 est orthogonal a tout vecteur de I'espace
edld ed Lldet:ilvevlu

théoreme fondamental

PULTVSU- V=0

droite orthogonale a une droite ou a un plan

>»DAU) LDB;V) ULy ©ou-v=0

>DAU) LPBvVW oUulvetulwou-v=u-w=0

@ base ou repére orthogonal/orthonormé(e)

> > 7 déf -> -> -> 7 -> 7
e la base (1,], k) est orthogonale <7 1L jeti L ketj L k

> 5 7 déf—) -> -> 7 -> 7
e lerepere (0;1,], k) estorthogonal <1 Ljeti L ket] Lk
o Caf (TLjetiLket] Lk
e la base (1,], k) est orthonormee@{ R J R _,]
Izl = 171l = [|k[| = 1
IljetilketjLk

> 7 7 déf
e lerepere (0;1,], k) est orthonormé < { . . N
12 = 1171l = || k|| = 1
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dans un repere orthonormé

4

X X
Dans un repére orthonormé u (y) v (y’), A(x4;V4; 24) €t B(xg;Vg; Zp) :

!

Z A

>uU-v=xx'+yy +zz'

> |[ull = yx% + y% + 22

> AB =./(xg — x2)% + (¥ — Ya)? + (zp — 24)?

1 ¥ Dans un repére orthonormé, on donne :

3 4
ul 1] etv| 3
m -3

Déterminer m sachant que i L ¥.

] m Dans un repére orthonormé : A(—3;4; 1), B(5;1;3) et C(0;4;3) :
calculer 4B - AC. Rep=28

0 m Dans un repere orthonormé, D est une droite de vecteur directeur

3 —4
ﬁ’( 2 ) et D' une droite de vecteur directeur v ( 5 ) :

-1 -2
Les droites D et D’ sont-elles orthogonales ?

] M Dans un repéere orthonormé :A(l ;=2 7), B(3 0 —1; 10) et
C(—4 ;55 8). Les droites (AB) et (AC) sont-elles perpendiculaires ?

] m Dans un repére orthonormé : A(3;1; =5), B(5;5;—1),C(7; 3, —9).
Montrer que le triangle ABC est rectangle en A.

] M Dans un repére orthonormé : A(1;—1;2), B(0;—=2;1),C(2;3;0),
-2
la droite D passe par E(3;2; 1) et admet ﬁ’( 1 ) pour vecteur directeur.
1

Montrer que D est orthogonale au plan (ABC).

détermination de la mesure d’un angle

X X
Dans un repére orthonormé on donne : U (y) v (y’), U#0etv #0.

VA 7'

Det - ¥ = ||U|| X ||¥|| X cos(U, V) et - ¥ = xx'+ yy' + zz' on dédit :

u-vo xx' +yy' +zz'
Il <12l \/x2 ¥ y2 + 22 x \Jx2 + y% + 272

cos(u,v) =

En utilisant la calculatrice on en déduit une valeur approchée de (i, ),
parfois la valeur exacte de ce angle.

formules de polarisation

- - 1 — — — —
UV = i[llu + V)12 — |[ull? - I9]I?]
- - 1 — — — —
UV = E[IlullZ + 19|12 — |lu — I?]
- - 1 — — — —
-u-v=Z[I|u+vI|Z — |lu —|?]

@ vecteur normal a un plan
déf _ '
7 est normal a un plan & 7 est vecteur directeur d’une droite
orthogonale a ce plan
o
un vecteur normal est toujours différent de 0

R
Soit 7 # 0, alors on a I'équivalence :

— =

P i estunvecteurnormald P(4;u,v) on-u=n-v=0.

L] Dans un repére orthonormé on note P le plan qui passe par

1 0
A(2;3; 1) et admet pour vecteurs directeurs U (2) etv (3)

3 4
1

Montrer que W( 4 ) est un vecteur normal a P.
-3
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L] Dans un repére orthonormé, Q est le plan qui passe par A(0; 5; 2)

4 0 a
et admet pour vecteurs directeurs U (1) etv (3) etw ( b >
2 1 12

Montrer que W est un vecteur normala Q © a = —5etb = —4.

vecteur normal dans un repére orthonormé

Dans un repere orthonormé, P est le plan passant par A(x,; Va4; Z4) et de

a
vecteur normal 71 <b> ,alors :
c

PMePoAM =0
> Mx;y;z) EP << ax+by+cz+d=0oud=—ax,— by, —cz,

[D] équation cartésienne d’un plan

Dans un repére orthonormé, on se donne a, b et ¢ non tous nuls, alors

a
ax + by + cz + d = 0 est une équation d’un plan P dont n <b> est un

c
vecteur normal.

On dit que ax + by + cz + d = 0 est une équation cartésienne de P.

L] m un repére orthonormé, P est le plan passant par A(1;2;3) et de
6

vecteur normal 71 (1) . Déterminer une équation cartésienne de P.
4

0 Dans un repere orthonormé, P : —x +y +2z+ 5= 0.

Le point A(1; 4; 3) appartient-ila P ?

O Dans un repére orthonormé : A(1;2;3), B(5;1;1) et E(0; 4; 6).
Donner une équation du plan P tel que (AB) L P etE € P.
Rép:4x—y—-2z+16=0

O Dans un repére orthonormé : A(8;0;5) et B(2; 4; 3). Montrer que
le plan médiateur de [ AB]admet pour équation —3x + 2y —z + 15 = 0.

x= 5 —t
L] XK Dans un repere orthonormé, droite D : 1y = 2 + 3t avect € R.
z=-8+12t

Déterminer une équation du plan P L D passant par A(1; 2; 3).
Rép:—x+3y+2z—-11=0

L] Dans un repére orthonormé, déterminer une équation du plan Q
passant par A(1;2;4) et paralleleauplan P :3x + 5y —z+ 6 = 0.
0 m Dans un repere orthonormé :

(E) est I'ensemble des points M (x; y; z) de I'espace tels que : y = 2x + 5,
(F) est I'ensemble des points M (x; y; z) de I'espace tels que : x = 3.

Déterminer la nature des ensembles (E) et de (F).

L] m Dans un repére orthonormé, déterminer I'ensemble des points
M(x;y; z) tels que (x —2y)? = z° + 2z + 1.

0 Dans un repere orthonormé, P : 2x —3y —2z+ 3 = 0etDestla

x= 3+2t
droite de représentation paramétrique : {y =2 + 5t ,avect € R.
z= 6—t
Justifier que la droite d et le plan P sont sécants puis déterminer les
coordonnées de leur point d’intersection. Rép (1;-3;7)
0 Dans un repere orthonormé, P : 2x — 5y + 3z —2 = 0etDestla
x=5 +4t
droite de représentation paramétrique{y =1 + t avect € R.
z=9 — t

Montrer que D et P sont paralléles.

@ Projeté orthogonal d’un point sur un plan, sur une droite

e soit A un point et P un plan : la droite orthogonale au plan P passant
par A posséde un et un seul point H en commun avec le plan P : H est le
projeté orthogonal du point 4 sur le plan P.

® soit A un point et D une droite : le plan perpendiculaire a la droite D et
passant A posséde un et un seul point en commun H avec la droite D :

H est le projeté orthogonal du point A sur la droite D.
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0 m Dans un repere orthonormé déterminer les coordonnées du projeté
7
orthogonal H de A sur P avec A(E; 3;1)et P:5x+2y+4z—-5=0.
Rep: H(1;2;-1)

[D]distance d’un point 4 un plan ou une droite
Soient A un point, P un plan et D une droite alors :

¢ |a distance du point A au plan P est la plus petite distance entre A et
un point de P, c’est-a-dire le minimum de {AM, M € P}

e la distance du point A a la droite D est la plus petite distance entre A et
un point de D, c’est-a-dire le minimum de {AM, M € D}.

Ces distances se notent respectivement d(4; P) et d(4; D).

Dans I'espace muni d’un repere orthonormé de I’espace on donne un

a
point 4 et un plan P de vecteur normal 71 <b> alors :
c

laxs + by, + ¢z, + d|

va* + b? + ¢?

d(4;P) =

] m Dans un repere orthonormé on donne : A(—1; 2; 3), B(—1;4; 1),
C(2;—-1;5)etD(—3;—6;—1).

1. Déterminer les coordonnées de AB et 171?, en déduire que 4, B et C ne

sont pas alignés.
1

2. Démontrer que 11 (3) est un vecteur normal au plan (ABC) puis

3
donner une équation de ce plan.

3. Montrer que le point D n’appartient pas au plan (ABC) puis
calculer les coordonnées du projeté orthogonal H de D sur (ABC).
4. Dans cette question, on admet que : H(—1;0;5).
En déduire que la distance du point D au plan (ABC) est 2+/19.

Le projeté orthogonal d’un point A sur un plan P est le point de ce plan
le plus proche du point A :

d(A,P) = AH ou H est le projeté orthogonal de A sur P

Le projeté orthogonal d’un point A sur une droite D est le point de cette
droite le plus proche du point A :

d(A,D) = AH ou H est le projeté orthogonal de A sur D
On ales équivalences: A € P © d(4;P) =0etA€D < d(4;D) = 0.

1 ¥31 Dans un repére orthonormé de I'espace, A(—3; —6; —1) et
P :x+ 3y+ 3z—14 = 0. Donner la distance du point A au plan P.
Rep:2v19

0 @ On souhaite démontrer la formule précédente.
Dans un repére orthonormé, on considéere un point A de I'espace,

a
M (x,y,z) un point quelconque de P : ax + by + cz +d = 0 dont 1l <b>

c
est un vecteur normal, H le projeté orthogonal de A sur P.

1. Montrer que |Z17\71’ 71| = laxy + by, + cz4 + d| (%).
En utilisant AM = AH + HM, montrer que : [AM - i| = AH x ||7]|(++).

Déduire de (*) et (**) que :
H - lax, + by, + cz, + d|

va+ b? + c?

w N

Conclure.
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