X3 10. Calcul intégral Thiaude P.

[D] e le plan étant muni d’un repére orthogonal (0; 0l, 57) : l'unité
d’aire est I'aire du rectangle OIK]J avec K(1;1)

e f définie sur un intervalle I est positive sur I g pour tout x € [
ona f(x) > 0: graphiquement la partie correspondante de Cr est
située au-dessus, au sens large, de I'axe des abscisses du repéere

¢ on définit de méme une fonction négative, strictement positive et
enfin strictement négative sur I.

1
* Soit f continue positive sur[a;b]. A C//
L’aire du domaine délimité par Cy, I'axe des '
abscisses et les droites verticales d’équations ,/ /
x = a et x = b, exprimée en unité d’aire, , {
s’appelle intégrale de a a b de f et se note : ’ 7/// -
0 I e

b
f f(x) dx a b
a
Si D désigne ce domaine du plan,ona:
b
airede D =f f(x) dx unités d'aire
a

Les réels a et b sont les bornes de I'integrale ; la lettre x est une
variable muette, elle peut étre remplacée par une autre lettre :

fabf(x) dx = fabf(t) dt = fbf(g) do = -..

a

On convient que :

faf(x) dx=0.

Déterminer :

3
I=f5dx
1

Soit f une fonction continue positive sur un intervalle [a ; b],
alors la fonction F, définie sur [a; b] par:

R = | foad

est la primitive de f sur [a; b] s’annulant en a, autrement dit :
Vx € [a;b],FE|(x) = f(x) et E,(a) = 0.

M On souhaite justifier le théoréme fondmental dans le cas ou f
est continue positive et croissante sur [a;b].
Soitx € [a;b]eth#O0telquex+ he€ [a;b].

1. Onsuppose h > 0

y 1 /
S : R
Qi p
¢, NN
- MANNNN N _
0 a r xz+h b =z

a. Exprimer les aires des rectangle MNPQ et MNRS en fonction
de h, f(x) et f(x + h).
b. En déduire que :
hx f(x) <Fx+h)—F& <hxf(x+h)
puis justifier que :
F,(x+h) —F,(x
f) < al })l (%) <flx+h) (%
Pour h < 0 on montrerait de méme que :
F,(x + h) — F,(x)
h

f(x+h)< < f(x) (+)
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2. Déterminer:

. Fa(x‘l'h)_Fa(x) Fa(x‘l'h)_Fa(x)

im et lim

h—~0 h h—0 h

h<0 h>0
En déduire que F, est dérivable en x de nombre dérivé f(x).
Interpréter en terme de primitive, justifier que F,(a) = 0 et
conclure.

On admet la généralisation a une fonction continue et positive sur
[a; b]non nécéssairement croissante sur cet intervalle :

I Soit f une fonction continue et positive sur [a; b] et F une
' primitive au choix de f sur cet intervalle, alors :

| "
| f () dx = [F)TL = F(b) — F(a)

] m [preuve] Pourtout x € [a;b], on pose :
X
R = | 1@
a

On note F une primitive (au choix) de f continue positive sur [a; b].

1. Justifier qu’il existe une constante réelle k tel que :
Vx € [a;b],F(x) =F,(x)+k

2. Montrer que : k = F(a).

3. En déduire que pourtoutx € [a;b],ona:

X
f £(0) dt = F(x) — F(a)
a
Ecrire cette égalité pour x = b, conclure.

4. Montrer que si H est une autre primitive de f sur [a;b]:

b
[ r@ae=mcor

O EXE calculer les intégrales :
1 2
I=f x? 4+ 1dx et J=f e* +1dx
0 0

NORMAL FLOTT AUTO REEL DEGRE MP |

Intégrale(x*+1,0,1)

1 1
JO(X2+1)dX>Frac 4

4 - 3
.................................................. 3. 3

2 Y,
J oo +1)dx =32 Intégrale(exp(2x)+1,0,2)
.................................................. 1] 2
e*+3
2

D@Pourtoutx ER, f(x) =(x+1)e*+1etF(x) =xe* + x.
Montrer que F est une primitive de f sur R, en déduire :

= f_of(x)dx

: [2 crrax=1+1
.................................................. 1
0
[% cvarax
Y S | T —— 1.367873441.
JE(x)dx=1.3678794
[-1,0]
O BXE calculer les intégrales :
4 2 1
A=f7tdx B=f(x+3)dx C=f(3x2+x)dx
-1 -1 0
s s

D = f3cos(x) dx E= fzsin(x) dx
0 0
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OB calculer
3
[ = f 3x(x% + 5)% dx
1

[D] Soit f continue sur un intervalle I et F une primitive de f sur .
Pour tous a et b appartenant a I on appelle intégrale de a a b de f

le réel noté f:f(x)dx défini par :

b
[ £ ax = F@1 = F ) - FG@

[F] f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I, a, b et ¢
sont trois nombres appartenant a cet intervalle, A est une constante
réelle :

a a b

@ [ fo dax=0 @ [ foax=-[ r@ax
ab b b a

(3)f Af(x) dx = Af f(x) dx
ab . b b

@ | F@+g@)dx = | fo)dx+ [ g6 ax

b c b
(5) f f(x)dx = f f(x) dx +f f(x) dx (relation de Chasles)

[F] f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I, a et b
sont des nombres appartenant a cet intervalle telsque a < b :

b
(6) si f>0 sur [a;b],alors:f f(x) dx > 0 (positivité)
a

b b
(7) sif > g sur [a;b], alors: f f(x)dx > f g(x) dx

L Démontrons les affirmations (6) et (7).

* on suppose f continue positive sur [a; b], on note F une primitive
au choix de f sur cet intervalle : quel est le sens de variation de F sur
[a; b] ? En déduire (6).

e on suppose f et g continues sur [a; b] et f > g sur cet intervalle.
Que dire du signe de f — g sur [a; b] ? En déduire (7).

é" Attention

® i f;f(x) dx > 0, on ne peut pas en déduire que f est positive sur
[a;b]

osi f;f(x) dx > f; g(x) dx, on ne peut pas en déduire que f > g
sur [a;b]

e le sens des relations d’ordre est préservé lorsque I'on intégre dans
l'ordre croissant des bornes

U Démontrer les cing formules précédentes.

U m Calculer I + K et K, en déduire I.
In2 eX

In2
I = dx etK=f dx
fo e*+1 o e*+1

O vx € [1;5], f(x) = |x — 2|
Exprimer f(x) sans valeur absolue (discuter) puis calculer :

5
f |x — 2| dx
1

O¥E

1. Démontrer que pourtoutx € [0;1] ona:
1 1
_Ex 1< 1+ x?
2. En déduire un encadrement de :

[l
= x
o 1+ x?
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(Ll intégration par parties

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I et dont les
dérivées u’ et v’ sont continues sur I, alors pour tous nombres a et b
appartenantal,ona:

b b
f u(x)v'(x) dx = [u(x)v(x)]s - f u' (x)v(x) dx

[] [COR] A l'aide d’une intégration par parties, calculer :

s

F= fzx cos(x) dx
0

[] Démontrons la formule d’intégration par parties.
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I a dérivées
u’ et v’ continues sur I, a et b deux nombres appartenant a I.

1. Montrer que pourtoutx € [,ona:

b b
f u()v'(x) dx = f ((wxv) (x) — v (@)vx)) dx
2. Calculer de deux facons différentes :
b
f ((u X v) (x) — u’(x)v(x)) dx

puis conclure.

L] [COR] On pose :

1 1
A=f xe* dx et B=f (2x + 1)e* dx
0 0
A I'aide d’une intégration par parties, calculer A4, en déduire B.

[] [COR] A I'aide d’une intégration par parties, calculer :
e e
C = f In(x)dx et D= f xIn(x) dx
1 1
[] [COR] A l'aide d’une intégration par parties, calculer :

1
E =f xe X dx
0

A B C D E F
2 2 T

1 |e+1 L T R A
4 e 2

Calcul d’une aire

On notet D le domaine délimité par Cy, I’axe des abscisses et les
droites d’équations respectives x = a et x = b dans un repére
orthogonal du plan :

* si f est continue positive sur[a;b]:

b
AiredeD = f f(x)dx u.a.
a

* si f est continue négative sur [a;b]:

b
AiredeD = —f f(x)dx u.a.
a

e si f est continue et change de signe sur[a ; b], alors on découpe
[a; b] ensous intervalles sur chacun desquels f garde un signe
constant puis on calcule I'intégrale de a a b de f a partir des
différentes intégrales relatives a ces sous intervalles

*sif > gsur [a;b] alors I'aire du domaine délimité par Cf, C, et
les droites d’équation respectives x = aet x = b est:

b
[ t@-g@)ax ua
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[D] valeur moyenne yh
Soit f continue sur I, a et b appartenanta [ N

telsque a < b. N\

On appelle valeur moyenne
de f surl'intervalle [a; b] le réel :

1

A

u fa bf (x) dx 5

=b—a

On munit le plan d’un repére orthonormé :

si f est continue et positive sur [a ; b] alors la valeur moyenne u

a

est la hauteur du rectangle de base [a ; b] ayant méme aire que le

domaine du plan délimiteé par C, I'axe des abcisses et les droites
verticales d’équations x = a et x = b. (Sur la figure, le domaine

grisée et le rectangle hachuré ont la méme aire)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I

* si fest paire, alors :
0 a
| rwax=[ rwax
-a 0
e si f est impaire, alors :

f;f(x) dx = —foaf(x) dx

U Pour tout x € R, on pose :
1 2
flx) = Zx 1

Déterminer la valeur moyenne de f

sur l'intervalle [ — 1;3]. \

6k Y

5

4
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