Exercices corrigés : produit scalaire Thiaude P.

m Les questions suivantes sont indépendantes.
1. Déterminer la distance EI.

2. Déterminerﬁ-ﬁf.
3. Déterminerﬁ-ﬁf.

Corrigé E 3 F
1. Déterminer la distance EI.
D’apreés le théoreme de la médiane, ona:
1
EF? + EG* = 2EI* + EFGZ

1 37
32+6°=2XEFP+=-%Xx4"©9+36—-8=2XElI*© —=EI*

2 2
- 37
S ElI= |—
2

2. Déterminer EF - FG.
_— — P —— — - @ — 1
EF -FG = (—FE)-FG = —FE - FG = —5[FE* + FG* — EG?]
11

1 1 1
— _ 2 2 _ R21 — _ _ —_ _ _(_ —_
=3[+ 4 -6 =-5[9+16-36] =~ (-11) =

— — 11
Onadonc: EF-FG=?.

3. Déterminer GE - FG

—_— —_ —_— e — —_— e 1

GE - FG = GE - (—GF) = —GE - GF = —5[GE? + GF? — EF?]
= 1[62+42 3?] = 1[36+16 9] = L 43

-2 2 -2

_— — 43
Onadonc: GE -FG=—?.

Exercice 2 DM C E

Soit ABCD un carré de c6té 1, E le symétrique N ",/’"
de D par rapporta C. N\ gl
Pour tout réel x appartenanta [0; 1] on note /\;’
M le pointde [CD] tel que : DM = x. 27N
A B

On munit le plan du repére orthonormé (4; AB, AD).

1. Donner sans justification les coordonnées de A, B, M et E.

En déduire les coordonnées de AE et BM.
2. Pour quelle(s) valeur(s) de x a-t-on (AE) L (BM)?

Corrigé

1. Donner sans justification les coordonnées de A, B, M et E.
A(0;0),B(1;0),M(x; 1),E(2;1)
En déduire les coordonnées de AE et BM.

i) i 5
Ll A
AE(; Zo) B (3 Z o)
AE(l) BM(xl )

2. Pour quelle(s) valeur(s) de x a-t-on (AE) L (BM)?
(AE) L (BM) © AE L BM < AE -BM =0
Or, le repéere est orthonormé donc on peut utiliser I'expression du
produit scalaire dans un tel repeére :

E'WZ()(:})CA—E'XXW-}-)IA—E'X)/W:O
1
(:)(2)(x—1)+1><1=O<:)2x—2+1=0(:)x=5

1
(AE) et (BM) sont perpendiculaires si et seulement si x = 2

( Mest alors le milieude [CD])
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Exercice 3 c

Déterminer la valeur exacte de BC.

4
2 B

Corrigé A 59
Rappelons d’abord que ™ rad = 180°
donc:

27 ad = 2 d =2 x180° = 120

—_ = —X = —X ° = o

3 ra 3 Tra 3

En appliquant la formule d’Al-Kashi au triangle ABC on obtient :
BC? = AB? + AC* — 2 x AB X AC x cos BAC

2T
BCZ=52+42—2><5><4><c05120°=25+16—40Xcos<?)

1
=41—40X<—§)=41+20=61
BC =61

MABC est un triangle tel que :
AB =6,AC =5etBC =7,

H est le projeté orthogonal de C

sur (AB),

K le projeté orthogonal de B sur (AC).

1. Calculer 4B - AC .

2. Exprimerﬂ?> - AC en fonction de AH, en déduire AH.
3. Déterminer de méme AK.

Corrigé
1. Calculer 4B - AC puis exprimer AB - AC en fonction de AH.
AB - AC =§[AB2 + AC? — BC?] =§[62 + 52 — 77]
1

1
==-136+25—-49|==-Xx12=6
2[ * ] 2

Onadonc:AB - AC = 6 (*).

2. Exprimer AB - AC en fonction de AH, en déduire AH.
Ona:

AB - AC =E’(ﬁ+ﬂ_c’) (Chasles) = AB -AH + AB - HC
Or, d’une part, A,B et H sont alignés dans cet ordre (figure) donc AB et
AH sont colinéaires de méme sens par conséquent :
AB - AH = +||4B|| x ||AH|| = AB x AH = 6 x AH
et d’autre partA—B) LHCdoncAB -HC =0
On obtient donc: AB - AC = 6 X AH + 0 = 6 x AH.
Résumons : AB - AC = 6AH (*%)
En utilisant (x) et (**) on obtient: 6 X AH = 6 donc: AH = 1.
3. Déterminer de méme AK.
AB -AC = (AK +KB) -AC = AK - AC + KB - AC = +AK X AC + 0
=5X%xAK
Or,d’apres 1.On a :AB - AC = 6,donc: 6 = 5 x AK, puis:AKzg.

Exercice 5 L& C
Les carreaux sont des carrés de coté 1. N \,\/'
question 1: (EG) et (DF) sont-elles RN
7/ ~
perpendiculaires ? R hNR
. | Ef =

question 2 : BEG est-il rectangleen G ? 7 N

/A F'\\\ B

Corrigé
question 1: (EG) et (DF) sont-elles perpendiculaires ?
Méthode 1 (recommandée)
EG -DF = (ﬁ +m) - (m +ﬁ) (Chasles)
=ED -DA+ED - AF + DG - DA + DG - AF
Or:
« ED et DA sont colinéaires de sens contraires donc :
ED -DA = —||ED|| x ||DA|| = =3 x 4 = —12
«ED L AF donc ED - AF = 0
«DG L DAdoncDG -DA =0
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e DG et AF sont colinéaires de méme sens donc :
DG - AF = +||DG|| x ||AF|| = +2 x 6 = 12
On adonc:
EG-DF=—-124+0+0+12=0

On constate que :EG - DF = 0, donc: EG L DF , par conséquent :
(EG) L (DF).

Autre méthode

— _ 4B et
Tz AP et = || B]

orthonormé (4;1,)), alorsona:E(0;1),G(2;4),D(0;4) et F(6;0).
On a:

On posel = —— AD et on munit le plan du repere

ro( ) ()
By ) PF(o—4)
EG (3) DF (_ 4)

Le repere est orthonormé donc on peut utiliser I’'expression du produit
scalaire dans un tel repere :

EG - DF = xzz X x5 + yzz X 5 = (2)(6) + 3)(—4) = 12— 12 =0
On constate que -EG - DF = 0, donc: EG L DF , par conséquent :
(EG) L (DF).

question 2 : le triangle BEG est-il rectangle en G ?

Ona:
GE - GB = (ﬁ))+ﬁ)(G—C>+ﬁ?>) (Chasles)
=GD-GC+GD-CB+DE-GC+DE-CB
Or:

« GD et GC sont colinéaires de sens contraires donc :
GD - GC = —||6D|| x ||GC|| = =2 x 5 = —10
«GD L CBdoncGD -CB =0
« DE 1 GC donc DE - GC =0
« DE et CB sont colinéaires de méme sens donc :
DE - CB = +||DE|| x ||CB|| = +3 x 4 = 12

Donc: GE -GB=—-104+04+0+12=2
On constate que :GE - GB # 0 donc GE et GB ne sont pas orthogonaux,
autrement dit BEG n’est pas rectangle en G.

Autre méthode
Dans le repére orthonormé (4;7,7) ona:B(7;0);

GE (72 GB E;’i ‘2’);';)
GB 0— 4
68 (>,)

Ona:EG-GB =(-2) x5+ (-3)x (—4) =—-10+12 = 2.
On constate que :GE - GB # 0 donc GE et GB ne sont pas orthogonaux,
autrement dit BEG n’est pas rectangle en G.

m Dans un repere orthonormé on considere :
o (m +3
u

2m
Pour quelle(s) valeur(s) de m les vecteurs u et v sont-ils orthogonaux ?

S 5 R R ,
etv ou m est un parametre réel.
m—11

Corrigé
D’aprés le théoréme fondamental on a I'équivalence: u L v © U - ¥ = 0.

Or, on le repéere est orthonormé donc on peut utiliser I'expression du
produit scalaire dans un tel repere, donc :

T-3=06 (m+3)5) +2m)m—11) =0
©5m+154+2m? —-22m=02m?—-17m+15=0
2m? —17m + 15 est de laforme am® + bm + caveca = 2, b = —17 et
¢ = 15, de discriminant : A = b* — 4ac = (—17)? — 4(2)(15) = 169
A > 0 donc 2m? — 17m + 15 admet deux racines réelles distinctes :

—b—+vVA +17-+169 17-13 4

= = = =—=1
m 2a 2(2) 4 4
_—b+VA +17+V169 17+13 30 15
™= T 22 4 a2
15

Conclusion:ﬁiﬁ@mzloumz?.
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Dans un repere orthonormé
ondonne:A(2;5),B(0;4)etC(4;1).

On note H le projeté orthogonal de A sur
(BC).

On se propose de déterminer la distance AH
par deux méthodes différentes.

Partie| Premiére méthode

1. Déterminer I’ équation réduite de (BC).

2. Déterminer une équation cartésienne de
(AH).

3. Déduire des questions précédentes les coordonnées de H.

4. Calculer AH.

Partie Il Deuxieme méthode
1. Calculer les longueurs des cotés du triangle ABC.

2. Montrer que ABC est rectangle en A puis déterminer I'aire du triangle

ABC, en déduire AH.

Corrigé
Partiel Premiere méthode
1. Equation cartésienne de (BC)

(BC) admet pour coefficient directeur :
Ye—yp 1—4 -3 3

4o :xc—xB Ta4-0 4 4
La droite (BC) admet pour équation :
y = ape)(x —xp) +¥p
3
y= —Z(x —-0)+4
3

y=—Zx+4

On peut vérifier que cette équation accepte les coordonnées de B :

3 3

3 3
—Zxc+4:—z(4)+4:—3+4=1=yc-/

2. Equation cartésienne de (AH)

On est dans un repere orthonormé donc on peut utiliser I’expression
du produit scalaire dans un tel repere.
On a les équivalences :

M(x;y) € (AH) © AM L BC & AM -BC =0

S X X X5 Vapi X Ve = 0 (%)

Or:
AM a pour coordonnées : (;Z _ ;2) = (; _ é)
BC a pour coordonnées : (;C,z : ;Z) = (11} : 2) = (_43)

(%) s’écrit donc :
x-2)4)+(@y-5)(-3)=0=24x—-8-3y+15=0

4 7
(:)4x+7:3y<:>§x+§=y

La droite (AH) admet pour équation réduite :

47
y=3%¥7T3

. Déduire des questions précédentes les coordonnées de H.

H est le point d’intersection des droites (BC) et (AH) donc ses
coordonnées sont solution du systeme obtenu a partir d’'une équation
de chacune de ces droites :

= 3t = 3t N
y— 4x o y— 4x o y— 4x
47 3 it 7T, T 4 3
y=3%T3 gXTHFT3XET3 37 3% T2”"
( 3 3
y=—-x+4 y=—-x+4
L= 4 (=1 4
12 7_<4x4+3x3) 5 25
3 73 3x4 " 2x3)" 3-12°
/ 3 3 3
y=—-x+4 y=——-x+4 y=——x+4
L 4 [—3 4 [—3 4
5 12 5><4><3_ 4_
\ 37725 3X5%5 5 %
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3 4 20 17 4 On a donc, en notant A Iaire du triangleABC :
y=—=X=-+4 y=——-+— y=— X ==
o 4°°5 N 5 5 o 5 o 5 1 1 1 1
4 4 4 17 A==XABXAC==xV5xv20==V5x20==v100=5
5 5 5 5
. Le triangle ABC a pour aire 5.
Conclusion :
4 17 Or, on a aussi :
(§ ?) 1 1 5% AH
A==XBCXAH = =X5X AH =
4. Calculer AH. Donc : 2 2 2
On a dans un repere orthonormé donc on peut utiliser la formule de Ia '
distance : 5 X AH

10
> :5<:)5><AH:5><2(:>AH:?<:)AH:2

Conclusion : AH = 2.

AH =/ (xy — x2)2 + (Yu — ya)?
- [ o (-9 - [ -2
Y e e

Conclusion : AH = 2.

Partie Il Deuxiéme méthode
1. Calculer les longueurs des c6tés du triangle ABC.

AB = /(x5 — %)% + (y5 — Ya)?
AB =/(0-2)2+(4-5)2= J(—Z)Z +(-1)2=V4+1=+5
AB = /5, on montrerait de méme que : AC = V20 et BC = 5.

2. Montrer que ABC est rectangle en A puis déterminer I’aire du
triangle ABC, en déduire AH.
On a d’une part : AB* + AC? = (\/3)2 + (\/ﬁ)z =5+4+20=25
et d’autre part : BC?> = 5% = 25.
On constate que AB? + AC? = BC? donc d’apreés la réciprioque du
théoréme de Pythagore on en déduit que ABC est rectangle en A.
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