1% exercices corrigés : fonction exponentielle Thiaude P.
[ATXY] Résoudre dans R I'équation : €271 x e™+6 = 1,

Pour x € Ron a les équivalences :
er—l X e—x+6 -1 e(Zx—1)+(—x+6) -1 e2x—1—x+6 — eO
e =eex+5=0x=-5

L’équation de départ admet pour unique solution : —5.

1 exp(2x-1)*exp(-x+6)=1

Résoudre: {x = —5}

m Résoudre dans R I'équation : e2* x e **7 = e.

Pour x € Ron a les équivalences :
e2x X e—x+7 —e & e2x+(—x+7) —e & er—x+7 =e
et =elox+7=19x=1-7x=-6

L’équation de départ admet pour unique solution : —6.

1 exp(2x)*exp(-x+7)=exp(1)
Résoudre: {x = —6}

m Résoudre dans R :

e3x+1
ex_4' -
Méthode 1
Pour x € R, on a les équivalences :
3x+1
e 1 3x+1—(x—4) -1 2x+5 -1
=—Se =e tToe =e o 2x+5=-1
eXx~% e
S2x=—-6Sx=-3

L’équation de départ admet pour unique solution : —3.

Méthode 2
Pour x € R, on a les équivalences :

eBx+1 1

— =_<3e3x+1><e= 1Xex—4<=>e3x+1><el =ex—4
e

<=>e?>x+1+1 =ex—4<=>e?>x+2 =ex—4<=>x_4=3x+2

S —4-2=3x—x©—-6=2x-3=xSx=-3

L’équation de départ admet pour unique solution : —3.

1 exp(3x+1)/exp(x-4)=exp(-1)
Résoudre: {x = —3}

[BRXL Résoudre dans R I'équation : e*(e* + 8) = 9.
L’équation e*(e* + 8) = 9 s’écrit aussi : (e¥)? + 8e* —9 = 0.
En posant X = e¥, elle devient : X* + 8X — 9 = 0.
X?+8X —9estdelaformeaX?+bX +caveca=1,b =8et
¢ = —9, de discriminant :

A =b%*=4ac=8%—-4(1)(—9) = 64+ 36 = 100
A > 0 donc X? + 8X — 9 admet deux racines réelles distinctes :

—b—-vA -8-y100 -8-10 -—18

X = = = = = -9
! 2a 2(1) 2 2
X_—b+\/Z_—8+\/100_—8+10_2_
2" 2a 21 2 2
Onadonc: X=-9o0uX=1
e*=-9 e*=1
(impossible) | & e* =e°
Sx=0

L’équation de départ admet pour unique solution : 0.
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m Résoudre dans R I'équation: e* — 13e™* + 12 = 0.
On a les équivalences :

e*—13e™*+12=0
Se*x((e*—13e™*+12) =e*x0 (e* #0)
& (e%)? —13e¥e™ + 12e* =

& (e¥)?+12e*—-13=0

En posant X = e*, 'équation devient : X* + 12X — 13 = 0.
On a les équivalences :

X?+12X—-13=0 (X - 1DX +13) =0 (%)
oX-1=0o0uX+13=0oX=10uX=—13

(*) est une racine évidente de X* + 12X — 13, cela en facilite
considérablement la factorisation ...

On peut aussi utiliser la méthode du discriminant A pour obtenir les
racines 1 et (—13).

X=1ouX =-13

e* =1 e* =-13
& e* =e% | (impossible)
©x=0

L’équation de départ admet pour unique solution : 0.

m Résoudre dans R? le systéme d’équations :
x+y=e+1
{x —yel1=0
Par différence on obtient :
x+y—(x—yeH)=e+1-0
Sx+y—x+yel=e+1
Sly+ely=e+1
syl+eH=e+1

e+1
L =
y 1+e1
Or,ona:
e+1 _e+1_e+1_e+1_( 1 _
1+e—1_1+1_g+1_e+1_e+ “e+1 ¢
e e e e
doncy =e.

En remplagant dans la premiere ligne du systeme:x +y =e + 1,
on obtient :
xt+e=e+lox=e+l—-ex=1

Le systéme initial admet un seule couple solution: (1, e).

1 | Résoudre({{x+y=exp(1)+1H{x-y*exp(-1)=0}.{x.,y}})

= {{x:ﬂ,y =0}}

3 (Ay/ Résoudre dans R? le systeme d’équations :
{ e*xe’=1
e —e’l=e—-1
On a les équivalences :
{ e*xe¥=1 (:){ e* xeY
e¥ —e¥tl=¢—-1 e¥—eYxel=e—-1

I
[EN

e*xe’¥=1
=1
e*f—exeY=e—-1
XxY=1
L X—exXY=e—-1
La premiere ligne est équivalentea:Y = < &N remplagant dans la

Posons X = e* etY = e”, le systéme devient : {

deuxieme ligne on obtient :
X% e X’ —e
X—ex)—(:e—l(:)———ze—l(@

—e—1
X X €

utilisation commerciale strictement interdite — copie partielle autorisée avec indication obligatoire de la source : « mathsenclair.com — Thiaude P. »



eXl-e=(C-1DXMeX?—-(e—1)X—-e=0
ocX-1D)X-e)=0=2X—-1=00uX—-e=0
SX=1louX=ce

(*) : 1 est une racine évidentede X2 — (e — 1)X — e

On peut aussi utiliser la méthode du discriminant :
X?—(e—1)X —eestdelaforme ax*+ bX + caveca = 1,
b= —e+ 1etc = —e, dediscriminant :

A=b*—4ac=(1—-e)>—-4(1)(—e) =1—2e +e% +4e
=e?+2e+1=(e+1)>

A > 0 donc X? — (e — 1)X — e admet deux racines réelles
distinctes :

—b—VA e—1-(e+1) 2

= __:_1
1 2a 2(1) 2
X_—b+\/Z_e—1+(e+1)_2e_
27 2a 2(1) 2
onobtientdonc: X = —-1ouX =e.
X=-1ou X=e
e* =-1 e =e
impossible | & e* = el
ox=1

1
Ona Y = %avecX = e (unique possibilité) donc Y = o= e~ 1, puis :

ed=eloy=-1
Le systéme admet un unique couple solution : (1, —1).
Vérification :

e¥xe¥ =elxe 1=ttt =0 =1
e — eVl —pl _ ot — ol _ o0 — g _ 1 v

3 (Xl Résoudre dans R I'inéquation : e *3 — 1 < 0.
On a les équivalences :

e _1l<loee™Mclee™<celoe —x+3<0
S —x<-3x>3

L’ensemble des solutions de I'inéquation est: ]3; +oo[.

1 | exp(-x+3)-1<0

Résoudre: {x > 3}

[ACXE] Dresser le tableau de signes de : €2¥*5 — e73%, x € R,

Cherchons pour quelles valeurs de x I'expression e?**> — ¢ 73% est
strictement positive, on a les équivalences :

et _ o7 s )@ et > e o 2x + 5 > —3x

5x =5
@2x+3x>—5<:)5x>—5(:>?>?(:)x>—1
On en déduit le tableau de signes :
X —00 -1 +00
er+5 _ e—3x _ (I) +

3 CED Dresser le tableau de signes de : —e™* + €2, x € R.

Cherchons pour quelles valeurs de x I'expression : —e ™™ + e? est
strictement positive, on a les équivalences :

—e ¥ 4+e?>00 —e > ——eloe el —x<2
S x> =2

On en déduit le tableau de signes :

X —0 —2 +0o
—e *+¢é* - 0 +
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3(:EK] Dresser le tableau de signes de: e * — /e, x € R.

Cherchons pour quelles valeurs de x I'expression : e ™ — /e est
strictement positive, on a les équivalences :

1 1 1
e‘x—\/E>0<:)e‘x>\/E<:)e‘x>e2<:)—x>§<:)x<—§
On en déduit le tableau de signes :

e —e + 0 -

m Calculer f'(x), en étudier le signe, puis dresser le tableau de
variation de f définie sur R par: f(x) = (x — 4)e”".

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

FENETRE Y1z(X-H)e~(X)
Xmin=-6 } “‘¢¥¢e¢l¢e
Xmax=6

X9orad=1

Ymin=-23

Ymax=3

Yorad=1

Xrés=1
aX=0.045454545454545
PasTrace=0.09090909090909 ®=3

Y="20.08554

f est dérivable sur R

fx) = (x —4)e*

Rappel : (uv) = u'v+v'u et (e*) =e*

f'(x) =1e* +e*(x — 4)

f'(x) =14+ x—4)e*

f'(x) = (x—3)e*

Pour tout x € R, e* > 0 donc le signe de f'(x) est celui de x — 3.
x—3=0ex=3

Régle : ax + b est du signe de a a droite de sa racine.

Le signe de f'(x) donne le sens de variation de f.

On obtient le tableau de variation :

X —oo 3 400
x—3 — 0 =+
f'(x) — 0 =+

Sens de
variation /
de f \ —e?

fB) =B-4e’=-e*~-201
Calculer f'(x), en étudier le signe, puis dresser le tableau de
variation de f définie sur R par: f(x) = (x? — 3x + 1)e*.

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

Graphl Graph2 Graph3

\Y18(x%-3x+1)e®
B\Y2= L At A——f——A

\Y3=
I\Y4=
E\Ys=
N\Ys=
I\Y?=
E\Ys=

f est dérivable sur R

f(x) = (x? —3x + 1)e*

Rappel : (uv) =u'v+v'u et (e*) =e*

f'(x) = (2x—3)e* +e*(x* —3x + 1)

fl(x) = (2x—3+x%—3x+ 1)e*

f'x) = (x*—x—2)e*

Vx € R, e* > 0 donc le signe de f'(x) est celui de x* — x — 2.

x* —x — 2 estdelaforme ax?+ bx + caveca = 1,b = —1 et

c = —2, de discriminant :
A=b*—4dac=(-1)?2-4(1)(-2)=1+8=9

A > 0 donc x? — x — 2 admet deux racines réelles distinctes :
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—-b—vA +1-v9 1-3 =2
T T2 T2 T2

—b+vVA +1+V9 1+3 4
=T T 20 0 2z 27

Régle : ax? + bx + c est du signe de a a I'extérieur des racines.

Le signe de f'(x) donne le sens de variation de f.

On obtient le tableau de variation :

Rappel : (e*) = u'e"

1 1
f'(x) =-2x Eeix + e~2

1
f'(x) = —e?* +e72
1
Cherchons pour quelles valeurs de x I'expression : —ez* + e~ est
strictement positive, on a les équivalences :

1

1 1 1
—e24+e >0 —e?'> e ?oef<ete 7% < =2

1
(:)Exx2<—2><2<:)x<—4

X —00 -1 2 400
x> —x-2 + 0 — 0 +
f'(x) + 0 - 0 +
Sens de £
vacr;:tjlron / \ _e2 /

D) =((-1D)?-3-D+Det=10+3+1e1=5e1~18

f@=2?*-32)

+1)e?=(4—-6+1)e?=—-e?~-74

m Calculer f'(x), en étudier le signe, puis dresser le tableau de
variation de f définie sur R par: f(x) = —2e%°* + xe 2.

Graphl Graph2 Groph3
1, .

E\Yi1B-2e? +Xe™

E\Yz2=

I\Y3=

I\Y4=

E\Ys=

\Ys=

I\Y?=

EI\Ys=

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

f est dérivable sur R

1
f(x) = —2e2* + xe™2

Le signe de f'(x) donne le sens de variation de f.
On obtient le tableau de variation :

X —00 —4 400
i) |+ 0 -
Sens de —6e~2
variation / \
de f

1
f(=4) = =262 4 (—4)e 2 = —2¢2 —4e2 = —6e72 ~ —0,8
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3 (L Dans le plan muni d’un repére orthonormé C est la courbe
représentative de f définiesur Rpar: f(x) = e** —e*+1et T
est la tangente a C au point A d’abscisse nulle :

1. Donner I’équation réduite de T.
2. Pourtoutréel x,onpose: h(x) = f(x) — (x + 1).

a.
b.

Calculer h'(x).

Vérifier que, pourtout x € R: h'(x) = (e* — 1)(2e* + 1).
En déduire le signe de h'(x) et le tableau de variation de h.
Etudier la position relative de C et T.

1. Equation réduitede T
f(x) =e** —e*+1
Rappels : (e¥)' = e* et (e***P) = ge®**b
fl(x) =2e* —e*+0
f'(x) = 2e** — e*
L’équation de la tangente T a C au point A d’abscisse nulle admet
pour équation:y = f'(0)(x — 0) + f(0), or:
f1(0) =22 —e0=2x1-1=1
f(0) =e?® —¢%4+1=1-1+1=1,doncon obtient:
y =1(x —0) + 1, autrement dit: y = x + 1.
La tangente T admet pour équation réduite: y = x + 1.

2. VxeR h(x) =f(x) — (x+1).
a. Calcul de h'(x)

Pourtoutx ER, h'(x) = f'(x) —(x + 1) = 2e?* —e* -1

. Montrons que ; Vx € R, h'(x) = (e* — 1)(2e* + 1).

Développons le membre de droite de I'égalité a démontrer :
(e*—1)(2e*+1) =2(e¥)* +e*—2e* -1
=2e? —e¥ — 1 =h'(x)

Onadoncbien:Vx € R, h'(x) = (e¥ —1)(2e* + 1).

Signe de h'(x).

Pour tout x € R, e* > 0 donc 2e* + 1 > 0 doncle signe de

h'(x) est celui de e* — 1.

Cherchons pour quelles valeursde xona:e*—1> 0

e*—1>0ce*>1oe*>e’ox>0

Le signe de h'(x) donne le sens de variation de h.

On en déduit le tableau de variation de h :

x = O | h(0)=f(0) - (0+1)
Wy - 0+ —e2® — 0 411

h -1 _
(%) \ ; / =(1) 1+1—-1

. Position relativede CetT

On déduit de ce tableau de variation que :

Vx €R,h(x) >0etque:h(x) =0 x=0.

or, pourtout x € R,h(x) = f(x) — (x + 1)
etf(0)=h(0)=0+1=1

donc:

e pour tout x # 0, C est strictement au-dessus de T
e C et T ont un unique point commun : A(0; 1)
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3 AL Dans le plan muni d’un repére orthogonal on note C la
courbe représentative de la fonction f définie sur R par :

2 _
fx) = xexz_ll

Ay

Déterminer le maximum de f sur R et préciser en quelles valeurs
est est atteint.

x?—1
f(x) = exz_l
uy' uv—v'u
Rappel : (;) =7 et (e*) =u'e"
) = 2xe* ™1 — 2xe* "1(x% — 1)
fix) = (exz_l)z
N e "1(2x — 2x(x2 — 1))
f (x) - ex23—1 X eXx?-1
2x — 2x° + 2x
f,(x) = ex2_1
4x — 2x3
f'x) = -1
, 2x(2 — x?%)
fle)=—"25—

Pour tout X € R, eX > 0 donc pour tout x € R, e**~1 > 0
donc le signe de f'(x) est celui de son numérateur 2x(2 — x?2).

2x=0<:>x=§<:>x=0

Regle : « ax + b est du signe de a a droite de sa racine »
—x242=0e xt=-2ex2=2ox=—2oux=2

Régle : « ax* + bx + c est du signe de a a I'extérieur de ses

racines ».

Le signe de f'(x) donne le sens de variation de f.

On obtient :

X — —/2 0 V2 +o0

2x — — 0

—x% 42 — 0 +

(%) + 0 — ]

+

_l_

_l_
Sens de 1 1
variation / e \ / e \

de f

(—v2)'-1 2-1_ 1 1

f(=v2) = S(V2P1 el el e
2_ —

f(0)=202—_11=e—_11=—1><el=—e
(W2)'-1 2-1 1 1

FV2) = L1 el el e

1
Le tableau de variation montre que f admet pour maximum > et qu'il

est atteint en —\/E eten \/i.

utilisation commerciale strictement interdite — copie partielle autorisée avec indication obligatoire de la source : « mathsenclair.com — Thiaude P. »




3 (¥ Démontrer que, pour tout réel x, on a I'égalité :
e?* —2e* -3 =(e*-3)(e*+1)

On utilise la méthode « de I'un des membres vers I'autre » en

identifiant quel membre de départ amenera des calculs simples.

Soitx € R,ona:

(e*=3)(e*+1)

= (e%)? + e* — 3e* — 3
=e¥*2 —2e¥ -3
=e?* —2e* -3

Conclusion :

Vx € R e** —2e*—3 =(e*—3)(e* +1)

3 (K Démontrer que, pour tout réel x, on a I'égalité :
e —1 2
e*+1 e*+1

On utilise la méthode « de I'un des membres vers I’autre » en

identifiant quel membre de départ amenera des calculs simples.

Soitx € R,ona:

Conclusion :
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Autre méthode :
Soitx ER,ona:

Conclusion :

e*—1

e*+1
e*+1-2

e*+1
e*+1 2

ex+1_ex+1
2

e*+1

e -1 2

e +1 e +1

vVx eR

(A Démontrer que, pour tout réel x, on a I’égalité :

(e*—2)(e*+2)

=1—4e %

Soitx ER,ona:

Conclusion :

Vx

e2x

(e* —2)(e* +2)

er
(e¥)? + 2e* —2e*¥ — 4
= e2x
e?* — 4
= e2x
e?* 4
= ﬁ_ﬁ
=1—-4xe %
=1—4e*
e*—2)(e*+2
ER,( ) )=1—4e‘2x

e2x



M Démontrer que, pour tout réel a et tout réel x,on a:

eax _ e—ax eZax -1

eax 4 e—ax = eZax + 1

Corrigé

Soienta € Retx ER,ona:
edX _ p—ax
eax + e—ax

(eax _ e—ax) X ex

(e +e ) xXe

(eax)z _ e—a X eax

- (eax)z + e—ax x pax

eZax _ e—ax+ax

eZax + e—ax+a

eZa _ 60

eZax -1

eZax + 1

On obtient I'autre membre de I'égalité a démontrer, donc :

eax _ e—ax eZax -1

Va € R,Vx € R, =
eax 4 e—ax eZax +1

a étant une constante provisoirement inconnue, on
considére la fonction f définie sur R par: f(x) = (x + a)e
On note C la courbe représentative de f dans un repére orthogonal
du plan et T la tangente a C au point d’abscisse 1.

Déterminer I’équation réduite de T sachant qu’elle est paralléle a
d:y=-2x.

—-x+1

Le coefficient directeur de T est f'(1), or T est paralléle a d
d’équation réduite y = —2x donc elle a méme coefficient directeur
(—2), par conséquent f'(1) = —2.

Déterminons f'(x) en fonction de a.

Rappel : (uv) =u'v+v'u et (e¥) =u'e"

f'(x) =1e™! + (—De*1(x + a)

/o) =(1-(x+a))e ™"

fl(x) =(—x—a+1)e**1

On a les équivalences :
ffy=-—2e(-1-a+e "l =-2 —qe’ =-2
S —aXl=-2©-a=-2a=2

Onadonc:Vx € R, f(x) = (x + 2)e™**1,

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

Graphl Graph2 Graph3

E\Y1B(X+2)e*"
I\Yz2=

E\Y3=

EI\Y4=

EI\Ys=

NYe= bt +
I\Y?= [ i
\Ys= R=1
y="2X+5

La tangente T admet pour équationy = f'(1)(x — 1) + f(1)
or,f(1) =1 +2)e " =3e%=3etf'(1) = -2
donconobtient:y = —2(x — 1) + 3 c'est-a-dire: y = —2x + 2+ 3
soit finalement: y = —2x + 5.

utilisation commerciale strictement interdite — copie partielle autorisée avec indication obligatoire de la source : « mathsenclair.com — Thiaude P. »



m Résoudre dans R I'équation : e2* + (2 — e)e* = 2e.

On a les équivalences :
e?*+(2—e)e*=2ee*+(2—-e)e*—2e=0
o (e¥)?*+(2—-e)e*—2e=0

Posons X = e*, 'équation devient : X* + (2 —e)X — 2e = 0.

X?+ (2—e)X —2eestdelaforme aX?+ bX +caveca =1,

b=2—eetc=—2¢, dediscriminant:
A=b*>—4ac=2—-e)?>—4(1)(-2e) =4 —4e +e? +8e
=e?+4e+4=(e)2+2()(2)+(2)*=(e +2)?

A > 0 doncily a deux racines réelles distinctes :

—b—VA -(2-e)—(e+2) -2+e—e—2

7 2a 2(1) 2 2
X_—b+\/Z_—(2—e)+(e+2)_—2+e+e+2_
2= "0 2(1) - 2 - ¢
Onadonc:
X=-2 ou X=e
e* =-2 e*=e
impossible | © e* = e
& x=1

L’équation de départ admet donc pour unique solution : 1.

Graphli Graph2 Graph3 Vi=e 2K)Hz-0)e" (K)-2¢
\Y1Be®*+(2-e)e*-2e

I\Y2=

I\Y3=

I\Y4= ———t—t + £
E\Ys= 1
N\Ys=

I\Y?= 1
E\Ys= -

X=1 v=0
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