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1ère Spécialité Mathématiques      DS3      Samedi 14 Février 2026   
Durée : 2h  Calculatrice autorisée en MODE EXAMEN    
 

Exercice 1 [1 point]  
Etudier le sens de variation de la suite (𝑢௡) telle que : ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢௡ = 2𝑛² − 𝑛 + 10. 
 

Exercice 2 [6 points]  
Soit 𝑓 la fonction définie sur ℝ par : 𝑓(𝑥) = −𝑥ଷ + 9𝑥ଶ − 15𝑥 + 56.  

1. Déterminer trois réels 𝑎, 𝑏 et 𝑐 tels que : 
∀𝑥 ∈ ℝ, −𝑥ଷ + 9𝑥ଶ − 15𝑥 + 56 = (𝑥 − 8)(𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐) 

2. En déduire que 𝑓(𝑥) est positif ou nul sur [0; 8]. 
3. On considère un solide de l’espace qui, pour 𝑥 ∈ [0; 8] a pour volume 𝑓(𝑥). 

a.  Calculer 𝑓′(𝑥). 
b.  En déduire le tableau de variation de 𝑓 sur [0; 8]. 
  Quel est le volume maximal de ce solide, pour quelle valeur de 𝑥 est-il atteint ? 

Exercice 3 [6 points] 
Pour tout réel 𝑥, on pose : 

𝑓(𝑥) =
𝑥² + 3𝑥 + 5

𝑥² + 1
 

On note 𝒞 la courbe représentative de 𝑓 dans un repère orthonormé du plan et on admet 
que 𝑓 est dérivable sur ℝ. 

1. Calculer 𝑓′(𝑥). 
2. Etudier le signe de 𝑓′(𝑥), en déduire les variations de 𝑓 sur ℝ. 
3. Montrer que la tangente 𝑇 à 𝒞 au point d’abscisse 2 admet pour équation : 𝑦 = −𝑥 + 5. 
4. Etudier la position relative de 𝑇 et 𝒞. 

Exercice 4  [5 points] 
Soit 𝑓 la fonction définie sur [0; +∞[ par :  
 

𝑓(𝑥) =
2𝑥 + 3

5𝑥 + 1
 

On admet que 𝑓 est dérivable sur [0; +∞[. 
(𝑢௡) est la suite telle que, pour tout entier naturel 𝑛 : 

𝑢௡ =
2𝑛 + 3

5𝑛 + 1
= 𝑓(𝑛) 

1. Calculer 𝑓′(𝑥). 
2. Déterminer le sens de variation de 𝑓 sur [0; +∞[ : que peut-on en déduire pour le sens 

de variation de la suite (𝑢௡) ? 
3. Montrer que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, on a : 𝑢௡ > 0,4. 
4. Déterminer le plus petit entier naturel 𝑝 tel que : 0,4 < 𝑢௣ < 0,401. 
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Exercice 5  [2 points] 
Soit 𝑓 une fonction définie sur ℝ telle qu’il existe une fonction 𝑔 dérivable sur ℝ 
vérifiant, pour tout réel 𝑥 : 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 3)ଶ𝑔(𝑥) + 1. 
On admet que 𝑓 est dérivable sur ℝ, on note 𝒞 sa courbe représentative dans un repère du 
plan et 𝑇 la tangente à 𝒞 au point d’abscisse 3.  
Déterminer l’équation réduite de 𝑇.   

 

BONUS [1 point] 
Sachant que 𝑥 et 𝑦 sont deux réels tels que 𝑥 + 𝑦 = 1, déterminer le maximum de 𝑥ଷ𝑦 et 
préciser pour quelles valeurs de 𝑥 et 𝑦 il est atteint.  
 

  

2/2 



utilisation commerciale interdite - copie autorisée avec indication OBLIGATOIRE de la source : mathsenclair.com Thiaude P. 

Corrigé Thiaude 
Exercice 1 
∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢௡ = 2𝑛² − 𝑛 + 10, étudier le sens de variation de la suite (𝑢௡). 
Soit 𝑛 ∈ ℕ, on a : 

𝑢௡ାଵ = 2(𝑛 + 1)ଶ − (𝑛 + 1) + 10 = 2(𝑛ଶ + 2𝑛 + 1) − 𝑛 − 1 + 10 = 2𝑛ଶ + 3𝑛 + 11 
Donc : 

𝑢௡ାଵ − 𝑢௡ = 2𝑛ଶ + 3𝑛 + 11 − (2𝑛ଶ − 𝑛 + 10) = 2𝑛ଶ + 3𝑛 + 11 − 2𝑛ଶ + 𝑛 − 10 = 4𝑛 + 1 
 

Or, 𝑛 ∈ ℕ donc 4𝑛 + 1 > 0, par conséquent : 𝑢௡ାଵ − 𝑢௡ > 0. 
 

Résumons : ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢௡ାଵ − 𝑢௡ > 0 donc (𝒖𝒏) est strictement croissante. 

Exercice 2 
∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = −𝑥ଷ + 9𝑥ଶ − 15𝑥 + 56 

  
 

1. Déterminer 𝒂, 𝒃 et 𝒄 tels que, ∀𝒙 ∈ ℝ : −𝒙𝟑 + 𝟗𝒙𝟐 − 𝟏𝟓𝒙 + 𝟓𝟔 = (𝒙 − 𝟖)(𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄). 
En développant (𝑥 − 8)(𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐) : 
• le terme de plus haut degré est 𝑎𝑥ଷ et le terme constant est −8𝑐, or ces termes doivent être 
respectivement −𝑥ଷ et 5 donc 𝑎 = −1 et −8𝑐 = 56 donc 𝑐 = −7 
• le terme en 𝑥 est (𝑐 − 8𝑏)𝑥 qui doit être égal à −15𝑥, donc : −7 − 8𝑏 = −15,  
puis : 8𝑏 = −7 + 15 = 8, et enfin : 𝑏 = 1  
 

Finalement : 𝒂 = −𝟏, 𝒃 = 𝟏 et 𝒄 = −𝟕.  
  

Vérification : (𝑥 − 8)(−𝑥ଶ + 𝑥 − 7) = −𝑥ଷ + 𝑥ଶ − 7𝑥 + 8𝑥ଶ − 8𝑥 + 56 = −𝑥ଷ + 9𝑥ଶ − 15𝑥 + 56  
 

2. En déduire que 𝒇(𝒙) est positif ou nul sur [𝟎; 𝟖]. 
𝑓(𝑥) = (𝑥 − 8)(−𝑥ଶ + 𝑥 − 7)  
• 𝑥 ∈ [0; 8] ⇔ 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 8 ⇔ −8 ⩽ 𝑥 − 8 ⩽ 0 ⇒ 𝑥 − 8 ⩽ 0 : le premier facteur est négatif 
• le discriminant de −𝑥ଶ + 𝑥 − 7 est : Δ = 𝑏² − 4𝑎𝑐 = 1² − 4(−1)(−7) = 1 − 28 = −27,  
il est strictement négatif donc : −𝑥ଶ + 𝑥 − 7 est « toujours du signe de 𝑎 et ne s’annule pas »,  
donc est toujours strictement négative, en particulier sur [0; 8]: le deuxième facteur est négatif.  
 

Résumons : sur [0; 8] on a : 𝑥 − 8 ⩽ 0 et −𝑥ଶ + 𝑥 − 7 ⩽ 0 donc : (𝑥 − 8)(−𝑥ଶ + 𝑥 − 7) ⩾ 0. 
 

Conclusion : 𝒇(𝒙) est bien positif ou nul sur [𝟎; 𝟖]. 
 

3. On considère un solide de l’espace qui, pour 𝑥 ∈ [0; 8] a pour volume 𝑓(𝑥). 
a.  Calcul de 𝒇′(𝒙) 
  𝑓ᇱ(𝑥) = −3𝑥ଶ + 9 × 2𝑥 − 15 
  ∀𝒙 ∈ [𝟎; 𝟖], 𝒇ᇱ(𝒙) = −𝟑𝒙𝟐 + 𝟏𝟖𝒙 − 𝟏𝟓  
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b.  Tableau de variation de 𝒇 sur [𝟎; 𝟖] 
  −3𝑥ଶ + 18𝑥 − 15 est de la forme 𝑎𝑥² + 𝑏𝑥 + 𝑐 avec 𝑎 = −3, 𝑏 = 18 et 𝑐 = −15,  
   de discriminant : Δ = 𝑏² − 4𝑎𝑐 = 18ଶ − 4(−3)(−15) = 144 
  Δ > 0 donc −3𝑥ଶ + 18𝑥 − 15 admet deux racines réelles distinctes : 

𝑥ଵ =
−𝑏 − √Δ

2𝑎
=

−18 − √144

2(−3)
=

−18 − 12

−6
=

−30

−6
= 5  et  𝑥ଶ =

−18 + 12

−6
=

−6

−6
= 1 

  Règle : « 𝑎𝑥² + 𝑏𝑥 + 𝑐 est du signe de 𝑎 à l’extérieur de ses racines ». 
  tableau de variation de 𝑓 sur [0; 8] :  

𝑥 0                  1                     5                   8 
Signe de 𝑓′(𝑥) − + − 

Sens de  
variation 

de 𝑓 

 

 𝑓(0) = −(0)ଷ + 9(0)ଶ − 15(0) + 56 = 56 
  𝑓(1) = −(1)ଷ + 9(1)ଶ − 15(1) + 56 = −1 + 9 − 15 + 56 = 49 
  𝑓(5) = −(5)ଷ + 9(5)ଶ − 15(5) + 56 = 81 
  𝑓(8) = 0  
  On déduit de ce tableau de variation que : le volume maximal est 𝟖𝟏, atteint « pour 𝒙 = 𝟓 ». 

Exercice 3 

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) =
𝑥² + 3𝑥 + 5

𝑥² + 1
 

𝒞 : courbe représentative de 𝑓 dans repère orthonormé, on admet que 𝑓 est dérivable sur ℝ 

  

1. Calcul de 𝒇′(𝒙) 

𝑓(𝑥) =
𝑥² + 3𝑥 + 5

𝑥² + 1
 

Rappel ∶ ቀ
𝑢

𝑣
ቁ

ᇱ

=
𝑢ᇱ𝑣 − 𝑣ᇱ𝑢

𝑣ଶ
 

𝑓ᇱ(𝑥) =
(2𝑥 + 3)(𝑥ଶ + 1) − 2𝑥(𝑥ଶ + 3𝑥 + 5)

(𝑥ଶ + 1)²
 

𝑓ᇱ(𝑥) =
2𝑥ଷ + 2𝑥 + 3𝑥² + 3 − 2𝑥ଷ − 6𝑥ଶ − 10𝑥

(𝑥ଶ + 1)ଶ
 

𝒇ᇱ(𝒙) =
−𝟑𝒙𝟐 − 𝟖𝒙 + 𝟑

(𝒙𝟐 + 𝟏)𝟐
 

 

2. Signe de 𝒇′(𝒙), variations de 𝒇 
Un carré est toujours positif ou nul donc le signe de 𝑓′(𝑥) est celui de son numérateur −3𝑥ଶ − 8𝑥 + 3. 
−3𝑥ଶ − 8𝑥 + 3 est de la forme 𝑎𝑥² + 𝑏𝑥 + 𝑐 avec 𝑎 = −3, 𝑏 = −8 et 𝑐 = 3, de discriminant  

0 

0 0 
56 

49 

81 
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Δ = 𝑏² − 4𝑎𝑐 = (−8)ଶ − 4(−3)(3) = 64 + 36 = 100 
Δ > 0 donc −3𝑥ଶ − 8𝑥 + 3 admet deux racines réelles distinctes : 

𝑥ଵ =
−𝑏 − √Δ

2𝑎
=

+8 − √100

2(−3)
=

8 − 10

−6
=

−2

−6
= +

2 × 1

2 × 3
=

1

3
 

𝑥ଶ =
−𝑏 + √Δ

2𝑎
=

+8 + √100

2(−3)
=

8 + 10

−6
=

18

−6
= −

6 × 3

6 × 1
= −3 

Règle : « 𝑎𝑥² + 𝑏𝑥 + 𝑐 est du signe de 𝑎 à l’extérieur des racines ». 
 

On en déduit :  

 

 𝑥 −∞                     −3                               
ଵ

ଷ
                          +∞ 

𝑓′(𝑥) − + − 
Sens de 

variation 
de 𝑓 

 

 

𝑓(−3) =
(−3)² + 3(−3) + 5

(−3)² + 1
=

9 − 9 + 5

9 + 1
=

5

10
=

1

2
  

𝑓 ൬
1

3
൰ =

ቀ
1
3

ቁ
ଶ

+ 3 ቀ
1
3

ቁ + 5

ቀ
1
3

ቁ
ଶ

+ 1

=

1
9

+ 1 + 5

1
9

+ 1
=

1
9

+ 6

1
9

+ 1
=

55
9

10
9

=
55

9
×

9

10
=

55

10
=

11

2
 

 

3. 𝑻 tangente à 𝓒 au point d’abscisse 𝟐, montrer que 𝑻 admet pour équation : 𝒚 = −𝒙 + 𝟓. 
La tangente 𝑇 à 𝒞 au point d’abscisse 2 admet pour équation : 𝑦 = 𝑓ᇱ(2)(𝑥 − 2) + 𝑓(2). 

𝑓ᇱ(2) =
−3(2)² − 8(2) + 3

(2ଶ + 1)ଶ
=

−3 × 4 − 16 + 3

5²
=

−25

25
= −1 

𝑓(2) =
(2)² + 3(2) + 5

(2)² + 1
=

4 + 6 + 5

4 + 1
=

15

5
= 3 

On obtient : 𝑦 = −1(𝑥 − 2) + 3 ⇔ 𝑦 = −𝑥 + 2 + 3 ⇔ 𝑦 = −𝑥 + 5 

La tangente 𝑻 admet bien pour équation : 𝒚 = −𝒙 + 𝟓.  
 

4. Position relative de 𝑻 et 𝓒 
Pour tout 𝑥 ∈ ℝ, on pose ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − (−𝑥 + 5) : il s’agit d’étudier le signe de ℎ(𝑥). 

ℎ(𝑥) =
𝑥² + 3𝑥 + 5

𝑥² + 1
+ 𝑥 − 5 =

𝑥ଶ + 3𝑥 + 5

𝑥ଶ + 1
+

(𝑥 − 5)(𝑥ଶ + 1)

𝑥ଶ + 1
=

𝑥² + 3𝑥 + 5 + (𝑥 − 5)(𝑥ଶ + 1)

𝑥² + 1
 

=
𝑥² + 3𝑥 + 5 + 𝑥ଷ + 𝑥 − 5𝑥ଶ − 5

𝑥² + 1
=

𝑥ଷ − 4𝑥ଶ + 4𝑥

𝑥² + 1
=

𝑥(𝑥ଶ − 4𝑥 + 4)

𝑥² + 1
=

𝑥(𝑥 − 2)²

𝑥² + 1
 

 

Dressons le tableau de signes de ℎ(𝑥) sur ℝ :  

𝑥 −∞           0                     2               +∞ 
𝑥 − + + 

(𝑥 − 2)² + + + 
ℎ(𝑥) − + + 

 

𝑓(0) =
0² + 3(0) + 5

0² + 1
= 5  et  𝑓(2) =

2² + 3(2) + 5

2² + 1
=

4 + 6 + 5

4 + 1
=

15

5
= 3 

 
 

0 0 

1

2
 

11

2
 

0 

0 
0 

0 
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• sur ] − ∞; 𝟎[ : 𝓒 est (strictement) en dessous de 𝑻 
• sur ]𝟎; 𝟐[ et sur ]𝟐; +∞[ : 𝓒 est (strictement) au-dessus de 𝑻 
• 𝓒 et 𝑻 ont pour points en commun : 𝑬(𝟎; 𝟓) et 𝑭(𝟐; 𝟑) 

Exercice 4 
 

∀𝑥 ∈ [0; +∞[, 𝑓(𝑥) =
2𝑥 + 3

5𝑥 + 1
                     ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢௡ =

2𝑛 + 3

5𝑛 + 1
= 𝑓(𝑛) 

1. Calcul de 𝒇′(𝒙) 

Rappel ∶ ቀ
𝑢

𝑣
ቁ

ᇱ

=
𝑢ᇱ𝑣 − 𝑣ᇱ𝑢

𝑣ଶ
  

𝑓ᇱ(𝑥) =
2(5𝑥 + 1) − 5(2𝑥 + 3)

(5𝑥 + 1)²
 

𝑓ᇱ(𝑥) =
10𝑥 + 2 − 10𝑥 − 15

(5𝑥 + 1)²
 

𝒇ᇱ(𝒙) =
−𝟏𝟑

(𝟓𝒙 + 𝟏)𝟐
 

 

2. Déterminer le sens de variation de 𝒇 sur [𝟎; +∞[ : quel peut-on en déduire pour le sens de variation 
de la suite (𝒖𝒏) ? 
Un carré est toujours positif ou nul donc le signe de 𝑓′(𝑥) est celui de son numérateur : −13, 
on en déduit que :  
∀𝑥 ∈ [0; +∞[, 𝑓ᇱ(𝑥) < 0 donc 𝒇 est strictement décroissante sur [𝟎; +∞[ 
par conséquent la suite (𝒖𝒏) est strictement décroissante. 
 

3. Montrer que, pour tout 𝒏 ∈ ℕ, on a : 𝒖𝒏 > 𝟎, 𝟒. 
Soit 𝑛 ∈ ℕ, on a : 

𝑢௡ − 0,4 =
2𝑛 + 3

5𝑛 + 1
− 0,4 =

2𝑛 + 3

5𝑛 + 1
−

2

5
=

(2𝑛 + 3)5

(5𝑛 + 1)5
−

2(5𝑛 + 1)

5(5𝑛 + 1)
=

10𝑛 + 15

5(5𝑛 + 1)
−

10𝑛 + 2

5(5𝑛 + 1)
 

=
10𝑛 + 15 − (10𝑛 + 2)

5(5𝑛 + 1)
=

13

5(5𝑛 + 1)
 

 Or 𝑛 ∈ ℕ donc 𝑛 ⩾ 0, 5𝑛 ⩾ 0, 5𝑛 + 1 > 0, 5(5𝑛 + 1) > 0, 13 > 0 donc : 𝑢௡ − 0,4 > 0. 
Conclusion : ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢௡ − 0,4 > 0 autrement dit : ∀𝒏 ∈ ℕ, 𝒖𝒏 > 𝟎, 𝟒. 
 

4. Déterminer le plus petit entier naturel 𝒑 tel que : 𝟎, 𝟒 < 𝒖𝒑 < 𝟎, 𝟒𝟎𝟏. 
D’après la question précédente l’inégalité 0,4 < 𝑢௣ est toujours réalisée donc il s’agit simplement de 
déterminer 𝑝 tel que : 𝑢௣ < 0,401. 
Pour 𝑛 ∈ ℕ on a les équivalences : 

2𝑛 + 3

5𝑛 + 1
< 0,401 ⇔ 2𝑛 + 3 < 0,401(5𝑛 + 1)      (5𝑛 + 1 > 0) 

⇔ 2𝑛 + 3 < 2,005𝑛 + 0,401 ⇔ 3 − 0,401 < 2,005𝑛 − 2𝑛 

⇔ 2,599 < 0,005𝑛 ⇔
2,599

0,005
< 𝑛   (0,005 > 0) ⇔ 𝑛 > 519,8 

Or, le plus petit entier naturel strictement plus grand que 519,8 est 520 donc 𝒑 = 𝟓𝟐𝟎.  
 

Vérification : 

𝑢ହଵଽ = 𝑓(519) ≈ 0,401 002 > 0,401 
𝑢ହଶ଴ = 𝑓(520) ≈ 0,400 999 < 0,401 
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Exercice 5 
𝑔 dérivable sur ℝ, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 3)ଶ𝑔(𝑥) + 1, 𝑓 est dérivable sur ℝ,  
𝒞 courbe représentative de𝑓, 𝑇 tangente à 𝒞 au point d’abscisse 3.  
Déterminer l’équation réduite de 𝑇. 

La tangente 𝑇 admet pour équation : 𝑦 = 𝑓ᇱ(3)(𝑥 − 3) + 𝑓(3). 
Or, 

𝑓ᇱ(𝑥) = 2(𝑥 − 3) × 1 × 𝑔(𝑥) + 𝑔ᇱ(𝑥) × (𝑥 − 3)ଶ + 0 
𝑓ᇱ(𝑥) = 2(𝑥 − 3)𝑔(𝑥) + 𝑔′(𝑥)(𝑥 − 3)² 
 

donc : 
𝑓ᇱ(3) = 2(3 − 3)𝑔(3) + 𝑔ᇱ(3)(3 − 3)ଶ = 0 × 𝑔(3) + 𝑔ᇱ(3) × 0² = 0 
 

D’autre part : 
𝑓(3) = (3 − 3)ଶ𝑔(3) + 1 = 0ଶ𝑔(3) + 1 = 1 

on obtient : 
𝑦 = 0(𝑥 − 3) + 1 
𝑦 = 1 
 

La tangente 𝑻 admet pour équation réduite : 𝒚 = 𝟏. 

BONUS 
Sachant que 𝑥 et 𝑦 sont deux réels tels que 𝑥 + 𝑦 = 1, déterminer la valeur maximale de 𝑥ଷ𝑦 et indiquer 
pour quel valeur de 𝑥 et 𝑦 est atteinte. 
 

𝑥 + 𝑦 = 1 donc 𝑦 = 1 − 𝑥, par conséquent ; 𝑥ଷ𝑦 = 𝑥ଷ(1 − 𝑥). 
Soit 𝑓 la fonction définie sur ℝ par : 𝑓(𝑥) = 𝑥ଷ(1 − 𝑥). 
Rappel ∶ (𝑢𝑣)ᇱ = 𝑢ᇱ𝑣 + 𝑣′𝑢 
𝑓ᇱ(𝑥) = 3𝑥ଶ(1 − 𝑥) + (−1)𝑥ଷ 
𝑓ᇱ(𝑥) = 3𝑥ଶ(1 − 𝑥) − 𝑥ଷ 
𝑓ᇱ(𝑥) = 𝑥ଶ[3(1 − 𝑥) − 𝑥] 
𝑓ᇱ(𝑥) = 𝑥²(3 − 3𝑥 − 𝑥) 
𝑓ᇱ(𝑥) = 𝑥ଶ(−4𝑥 + 3) 
𝑥ଶ = 0 ⇔ 𝑥 = 0 et un carré est toujours positif ou nul 

−4𝑥 + 3 = 0 ⇔ −4𝑥 = −3 ⇔ 𝑥 =
−3

−4
⇔ 𝑥 =

3

4
 

Règle : « 𝑎𝑥 + 𝑏 est du signe de 𝑎 à droite de sa racine ».  

𝑥 −∞                0                          ଷ
ସ
                     +∞ 

𝑥² + + + 
−4𝑥 + 3 + + − 

𝑓′(𝑥) + + − 
Sens de 

variation 
de 𝑓 

 
0 

0 
0 

27

256
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𝑓(0) = 0ଷ(1 − 0) = 0(1 − 0) = 0  et  𝑓 ൬
3

4
൰ = ൬

3

4
൰

ଷ

൬1 −
3

4
൰ =

27

64
×

1

4
=

27

256
 

Si 𝑥 = 
ଷ

ସ
 alors 𝑦 = 1 − 

ଷ

ସ
 = 

ଵ

ସ
 

Le maximum cherché est 
𝟐𝟕

𝟐𝟓𝟔
 , atteint pour : 𝒙 = 

𝟑

𝟒
 et 𝒚 = 

𝟏

𝟒
 .  

 

 

 

 


