1% Spécialité Mathématiques DS3 Samedi 14 Février 2026
Durée : 2h Calculatrice autorisée en MODE EXAMEN

Exercice 1 [1 point]

Etudier le sens de variation de la suite (u,) telle que : Vn € N, u,, = 2n* — n + 10.

Exercice 2 [6 points]
Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = —x3 + 9x2? — 15x + 56.

1. Déterminer trois réels a, b et c tels que :
Vx € R,—x3 4+ 9x2? — 15x + 56 = (x — 8)(ax? + bx + ¢)
2. En déduire que f(x) est positif ou nul sur [0; 8].
3. On considére un solide de I'espace qui, pour x € [0; 8] a pour volume f(x).
a. Calculer f'(x).
b. En déduire le tableau de variation de f sur [0;8].

Quel est le volume maximal de ce solide, pour quelle valeur de x est-il atteint ?

Exercice 3 [6 points]

Pour tout réel x, on pose :

- 241

x“+1
On note C la courbe représentative de f dans un repere orthonormé du plan et on admet
que f est dérivable sur R.

Calculer f'(x).
Etudier le signe de f'(x), en déduire les variations de f sur R.
Montrer que la tangente T a C au point d’abscisse 2 admet pour équation:y = —x + 5.

R WNPR

Etudier la position relative de T et C.

Exercice 4 [5 points]
Soit f la fonction définie sur [0; +oco [ par:

2x+ 3
5x+1

fx) =
On admet que f est dérivable sur [0; +oo[.

(uy,) est la suite telle que, pour tout entier naturel n :

_2n+3_
_5n+1_f(n)

Un

1. Calculer f'(x).

2. Déterminer le sens de variation de f sur [0; +oo[ : que peut-on en déduire pour le sens
de variation de la suite (u,) ?

3. Montrer que, pour toutn € N,ona:u, > 0,4.

4. Déterminer le plus petit entier naturel p tel que : 0,4 < u, < 0,401. )
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Exercice 5 [2 points]

Soit f une fonction définie sur R telle qu’il existe une fonction g dérivable sur R

vérifiant, pour tout réel x : f(x) = (x — 3)?g(x) + 1.

On admet que f est dérivable sur R, on note C sa courbe représentative dans un repéere du
plan et T la tangente a C au point d’abscisse 3.

Déterminer I’équation réduite de T.

BONUS [1 point]
Sachant que x et y sont deux réels tels que x + y = 1, déterminer le maximum de x3y et
préciser pour quelles valeurs de x et y il est atteint.
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Corrigé Thiaude
Exercice 1

vn € N,u, = 2n* — n + 10, étudier le sens de variation de la suite (u,,).
Soitn € N,ona:
U1 =20+ 12— (n+1)+10=2n*+2n+1)—-n—-1+10=2n*+3n+ 11
Donc:
Upp1 —Up =2n° +3n+ 11— 2n* —n+10) =2n*+3n+11-2n* +n—-10=4n+1

Or,n € Ndonc4n + 1 > 0, par conséquent : u,,1 — u, > 0.

Résumons : Vn € N, u,,,.; —u,, > 0 donc (u,) est strictement croissante.

Exercice 2
Vx ER, f(x) = —x3+ 9x% — 15x + 56

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

FENETRE
Xmin=-2
Xmax=10
X9rad=1
Ymin=-10
Ymax=100
Yorad=10
Xrés=1 e
aX=0.045454545454545 )
PasTrace=0.09090909090909

1. Déterminer a, b et c tels que, Vx € R: —x3 + 9x% — 15x + 56 = (x — 8)(ax? + bx + ¢).
En développant (x — 8)(ax? + bx + ¢) :
e le terme de plus haut degré est ax3 et le terme constant est —8c, or ces termes doivent étre
respectivement —x3 et 5donca = —1 et =8¢ = 56 doncc = —7
e le terme en x est (¢ — 8b)x qui doit étre égal a —15x, donc: —7 — 8b = —15,
puis:8b =—-7+15=8,etenfin:b =1

Finalement:a=—-1,b=1etc = —7.
Vérification : (x = 8)(—x%2 +x—7) = —x3 + x> — 7x + 8x2 —8x + 56 = —x3 + 9x? — 15x + 56 v~

2. En déduire que f(x) est positif ou nul sur [0; 8].
fxX)=x—-8)(—x2+x—-7)
ex€[0;8] 0 x<<8& -8x—8<0=x—8<0:lepremier facteur est négatif
e le discriminantde —x? + x — 7 est: A = b®> — 4ac = 1> — 4(-1)(-7) =1 - 28 = =27,
il est strictement négatif donc : —x? + x — 7 est « toujours du signe de a et ne s’annule pas »,
donc est toujours strictement négative, en particulier sur [0; 8]: le deuxiéme facteur est négatif.

Résumons :sur [0;8] ona:x —8< 0et—x?+x—7<0donc:(x —8)(—x?>+x—7) > 0.
Conclusion : f(x) est bien positif ou nul sur [0; 8].

3. On considere un solide de I'espace qui, pour x € [0; 8] a pour volume f(x).
a. Calculde f'(x)
f'(x) = -3x2+9x2x—15
vx € [0;8],f (x) = —3x* + 18x — 15
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b. Tableau de variation de f sur [0; 8]
—3x% + 18x — 15 est de la forme ax® + bx + caveca = —3,b = 18 et c = —15,
de discriminant : A = b? — 4ac = 182 — 4(=3)(—15) = 144
A > 0 donc —3x2 + 18x — 15 admet deux racines réelles distinctes :
~b—+vA -18—+144 -18-12 -30
~ T 2¢ 203 -6 =6
Régle : « ax? + bx + c est du signe de a a 'extérieur de ses racines ».
tableau de variation de f sur [0; 8] :

X4 =S5etxy=—-=—=1

X 0 1 5 8
Signe de f'(x) — 0 + 0 —
Sens de 56 81
it / \
vaga ion \ 4 .
ef

£(0) = —(0)3 +9(0)2 — 15(0) + 56 = 56
f(1)=—-(1)3+9(1)2—15(1) +56 = —14+9 — 15 + 56 = 49
f(5) = —(5)3+9(5)2 — 15(5) + 56 = 81

f@® =0

On déduit de ce tableau de variation que : le volume maximal est 81, atteint « pour x = 5 ».

Exercice 3
x>+3x+5
x*+1
C : courbe représentative de f dans repére orthonormé, on admet que f est dérivable sur R

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP |

Graphl Graph2 Graph3

l\Y1E32’+"’5—
Xe+1
I\Y2H-X+5 /1 \
B\Y3= / S
I\Ya= /] N
B\Ys= <~ T ‘
\Ye&=
E\Y?=
B\Ys=

Vx ER, f(x) =

1. Calculde f'(x)

()_x2+3x+5
fx) = x2+1
u\' uv-—v'u
RaPPEI(;) _T
, 2x+3)(x?+1) —2x(x>+3x+5)
f'(x) = 2 2
(x?+1)
, 2x3 4+ 2x +3x%+3 —2x3 — 6x% — 10x
f'(x) = > >
(x2+1)
,()_—3x2—8x+3
Fo) =2y

2. Signe de f'(x), variations de f
Un carré est toujours positif ou nul donc le signe de f’(x) est celui de son numérateur —3x2 — 8x + 3.
—3x% — 8x + 3 estde la forme ax? + bx + c aveca = —3, b = —8 et ¢ = 3, de discriminant
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A = b?*—4ac = (—8)? —4(-3)(3) = 64 + 36 = 100
A > 0 donc —3x2 — 8x + 3 admet deux racines réelles distinctes :
—b—VA +8-+100 8-10 -2 L2x1_1

x1=

2a  2(=3) -6 -6 '2x3
_—b+VA +8+V100 8+10 18  6x3 ;
2= T T 2(=3) -6 -6 6x1_
Régle : « ax? + bx + c est du signe de a a I'extérieur des racines ».
On en déduit :
1
X —o0 -3 3 +oo
f'(x) ~ 9 + 0 —
Sens de E
variation \ 1 / 2 \
de f 2
( 3)_(—3)2+3(—3)+5_9—9+5_ 5 1
/ B (-3)*+1 941 10 2
1\° 1 1 1 55
f(1>—(§) +3(§)+5—§+1+5—§+6—T—55x9—55—11
3/ 1y 1,y 1., 1009710 10 2
(§) +1 9+1 9+1 9

3. T tangente a C au point d’abscisse 2, montrer que T admet pour équation:y = —x + 5.
La tangente T a C au point d’abscisse 2 admet pour équation: y = f'(2)(x — 2) + f(2).
—3(2)2—8(2)+3_ —3x4-16+3 —25

"(2) = = =-1
'@ (224 1)2 52 25
2)?*+3(12)+5 4+6+5 15
2)*+1 4+1 5
Onobtient:y=—-1(x—-2)+3 e y=—x+2+3y=—x+5
La tangente T admet bien pour équation:y = —x + 5.

4. Positionrelativede T et C
Pour tout x € R, on pose h(x) = f(x) — (—x + 5) : il s’agit d’étudier le signe de h(x).

x*+3x+5 x2+3x+5 (x—5)(x*+1) x*+3x+5+(x—-5x*+1)
h(x) =————+x—-5= = >
x*+1 x?+1 x?+1 x*+1
X +3x+5+x% +x—-5x -5 x®—4x®+4x x(x®—4x+4) x(x-2)°
B x> +1 B x> +1 B x>+ 1 X% +1

Dressons le tableau de signes de h(x) sur R:

X —00 0 2 +o00
x — + +
(x — 2)* + + +
h(x) — + +
02+3(0)+5 22+3(2)+5 4+6+5 15

=5et f(2) = = =—=3

f0) = 22+ 1 4+1 5

02+1
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e sur ] — 00; 0[ : C est (strictement) en dessous de T
e sur ]0; 2[ et sur |2; +oo] : C est (strictement) au-dessus de T
e C et T ont pour points en commun : E(0; 5) et F(2; 3)

Exercice 4

2x + 3 vne N _2n+3
5x + 1 n 'u"_5n+1

Vx € [0;4+oo[, f(x) = = f(n)

1. Calcul de f'(x)

U\ u'v—v'u

Rappel : (;) = —r

oy 2(5x+1) —5(2x +3)
f1e = (5x + 1)?

, . 10x+2—10x—15
f1 = (5x + 1)

-13

F'&=Grne

2. Déterminer le sens de variation de f sur [0; +oo[ : quel peut-on en déduire pour le sens de variation
de la suite (u,) ?
Un carré est toujours positif ou nul donc le signe de f'(x) est celui de son numérateur : —13,
on en déduit que :
Vx € [0;4+0oo[, f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur [0; +oo[
par conséquent la suite (u,,) est strictement décroissante.

3. Montrer que, pour toutn € N,ona:u, > 0,4.
Soitn € N,ona:

2n+3 2n+3 2 (2n+3)5 2(5n+1) 10n+15 10n+2
Un =0 = T T M e T TS T Gar )5 5Gn+ D) 5Gn+ 1) 5Gn+ 1)
10n + 15 — (10n + 2) 13
- 5G5n+ 1) “5Gn+ 1)

Orn € Ndoncn>0,5n>0,5n+1>0,5(5n+1) > 0,13 > 0donc:u, — 0,4 > 0.
Conclusion : Vn € N,u,, — 0,4 > 0 autrement dit: Vn € N,u,, > 0,4.

4. Déterminer le plus petit entier naturel p tel que : 0,4 < u,, < 0,401.
D’apres la question précédente I'inégalité 0,4 < u, est toujours réalisée donc il s’agit simplement de
déterminer p tel que : u, < 0,401.

Pourn € N on a les équivalences :

2n+3
5n_l_l<0,401(:>2n+3<0,401(5n+1) Gn+1>0)

© 2n+3<2,005n+ 0,401 & 3 -0,401 < 2,005n — 2n

2,599
< 2,599 < 0,005 & 0005 <n (0,005>0) e n>5198

Or, le plus petit entier naturel strictement plus grand que 519,8 est 520 donc p = 520.

Vérification :
Us1o = f(519) ~ 0,401 002 > 0,401
Usyo = f(520) ~ 0,400999 < 0,401
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Exercice 5

g dérivable sur R, Vx € R, f(x) = (x — 3)%2g(x) + 1, f est dérivable sur R,
C courbe représentative def, T tangente a C au point d’abscisse 3.
Déterminer I'équation réduite de T.

La tangente T admet pour équation: y = f'(3)(x — 3) + f(3).

Or,
flx)=2(x—-3)x1xgx)+g' (x) x(x—3)2+0
f'(x)=2(x—-3)g(x)+g'(x)(x — 3)°

donc:
f'3)=23-3)g8)+g'A)(B-3)>=0xg(3)+g'3)x0?=0
D’autre part :
f3)=0B-3%g3)+1=0gB)+1=1
on obtient :
y=0x—-3)+1
y=1

La tangente T admet pour équation réduite: y = 1.

0o

ONU
Sachant que x et y sont deux réels tels que x + y = 1, déterminer la valeur maximale de x3y et indiquer

n

pour quel valeur de x et y est atteinte.

x+y =1doncy =1—x, par conséquent ; x3y = x3(1 — x).
Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = x3(1 — x).

Rappel : (uv)' =u'v+v'u

f'(x) =3x%2(1 —x) + (-1)x3

f'(x) =3x2(1—x) — x3

f'(x) = x*[3(1 — x) — x]

f'(x) =x*(3—-3x—x)

f'(x) = x*(—4x + 3)

x? =0 © x = 0 et un carré est toujours positif ou nul

-3 3
—4x+3=0 4x=-3o0x=—x=-
—4 4
Regle : « ax + b est du signe de a a droite de sa racine ».
3
X —00 0 - 400
x? + + +
—4x+3 + + ( -
f'(x) + + -
Sens de 27
variation 0 756 \
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ro-0u-n=sa-0-0u (- (-4 5
3 1

) 3
Six=—alorsy=1—-=-
4 4 4

27 3 1
Le maximum cherché est —, atteintpour: x =—ety =—.
256 P 27,
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