CS04 1°%°Spé maths Mercredi 18 Mars 2026 Thiaude P.
Durée 55 minutes Calculatrice en mode Examen

Exercice 1 [2 points]

Simplifier :
e498
A= (e100)5 x ¢—3
Exercice 2 [6 points]
Résoudre dans R :
1. e?*73 » e7X*6 2. e¥(e*+2)=3 .e ¥ —e=0

Probléme [12 points]
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (—x + 3)e*™1, C sa courbe représentative dans
un repéere orthogonal du plan, A le point de C d’abscisse 1, T4 la tangente a C au point A :

v A ,”/%A

La figure n’est donnée qu’a titre indicatif : elle ne peut pas servir d’argument pour répondre
en totalité ou en partie a I'une des questions suivantes.

On note (Ox) I'axe des abscisses.

1. Montrer que C et (Ox) ont un seul point commun, en préciser les coordonnées.
Calculer f'(x).

Déterminer I’équation réduite de Tj.

Etudier le signe de f'(x), en déduire le tableau de variation de f.

i & W N

Préambule :
On cherche a savoir s'il existe une tangente a C passant par 'origine O du repére.

Soit B(b; f(b)) un point de C et Ty la tangente a C en B.

a. Montrer que le point de Ty d’abscisse nulle a pour ordonnée : f(b) — bf'(b).

b. Montrer que les équations f(x) — xf'(x) = 0 et x* — 3x + 3 = 0 sont équivalentes
puis résoudre dans R I'équation : x* — 3x + 3 = 0.

c. Répondre a la problématique évoquée dans le préambule.

6. Soit h la fonction définie sur R par: h(x) = f(x) — (x + 1).

a. Déterminer h'(x) puis h''(x) ou h"' est la fonction dérivée de h' sur R.

b. Etudier de signe de h''(x), en déduire les variations de h’ puis le signe de h'(x).
c. En déduire les variations de h puis dresser le tableau de signes de h(x).

d. Que dire de la position relative de T, et C ?
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Corrigé

Exercice 1
e498 e498 e498 e498 e498
A = = = = = = 9498_497 = el =e
(6100)5 X e—3 elOOXS X e—3 6500 X e—3 6500+(_3) 6497
Exercice 2

1. Onaleséquivalences:
9
ezx"3>e‘x+6=)2x—3>—x+6<:>2x+x>6+3®3x>9@x>§®x>3
L’ensemble des solutionsest: § = [3; +oo[.

2. Onaleséquivalences:e*(e* +2) =3 o (e¥)?+2e* =3 o (e¥)2 +2e¥ -3 =0.
En posant X = e*, on obtient :
X?+2X-3=0X-1D)X+3)=0X—-1=00uX+3=0X=1ouX=-3
eX=15écrit:e*=1oe*=e"ox=0
e X = —3¢s'écrit:e* = —3, ce qui est impossible (Va € R,e®* > 0)
L’équation e*(e* + 2) = 3 admet pour unique solution 0, autrement dit : § = {0}.

3. Onales équivalences:
e —e=00 e ==l x+5=10—x=1-50-x=—-4x=4
L’équation e **5> — e = 0 admet pour unique solution 4, autrement dit : § = {4}.

Probléme
Vx ER, f(x) = (—x + 3)e* 1, A € C d’abscisse 1, T tangente en 4,

1. Point(s) commun(s) entre C et (Ox)
L’abscisse d’un point commun entre C et (Ox) est une solution de I'équation f(x) = 0, c’est-a-dire :
(—=x 4+ 3)e* 1 =0.0r,onaléquivalence: (—x +3)e* 1 =0 —x+3=00ue* 1=
e—x+3=0-—x=-3x=3 eVa€eR e+ 0donc:e* ! estimpossible
L’équation f(x) = 0 a pour unique solution 3, donc C et (Ox) ont un seul point en commun, de
coordonnées (3;0).

2. Calcul de f'(x)
Rappel : (uv)' =u'v+v'uet (e*) =u'e*
fl(x) =(De* 1 +1e* 1 x (—x +3)
f'(x) =e ' [-1+ (—x +3)]
fl(x) =e* (-1 —x+3)
Conclusion : Vx € R, f'(x) = e* 1(—x + 2).

3. Equation réduite de T4
T, tangente a C au point d’abscisse 1 admet pour équation:y = f'(1)(x — 1) + f(1).
or,f/(D)=el1(-1+2)=e’x1=1x1=1etf(1) =(—1+3)el" 1 =2e%=2
Onobtient: y = 1(x — 1) + 2, c'est-a-dire: y = x + 1.

4. Signe de f'(x) et tableau de variations de f
Vx ER, f'(x) = e* 1(—x + 2)
eVa€ER,e*>0donc:Vx ER,e* 1 >0 e x4+2=0—x=-2x=2
regle : « ax + b est du signe de a a droite de sa racine »

tableau de variation

x —o 2 +o0 fQ)=(-2+3)e* T =1let=e
e* ! + +
—x+2 + -
f'(x) + -
Sens de e
variation /
de f \
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. Préambule : on cherche a savoir si une tangente a C peut passer par |'origine du repere.
Soit B(b; f (b)) un point de C et Ty la tangente a C en B.

a. Montrer que le point de Ty d’abscisse nulle a pour ordonnée : f(b) — bf'(b).
La tangente T au point d’abscisse b admet pour équation : y = f'(b)(x — b) + f(b),
qui s’écritaussi:y = f'(b)x — bf'(b) + f(b),
pour x = 0 on obtient:y = f'(x) X 0 — bf'(b) + f(b), c'est-a-dire : y = f(b) — bf'(b).
Le point de Ty d’abscisse nulle a bien pour ordonnée : f(b) — bf'(b).

b. Montrer que les équations f(x) — xf'(x) = 0 et x> — 3x + 3 = 0 sont équivalentes
puis résoudre dans R I'équation : x* — 3x + 3 = 0.
Avec les notations de I'exercice on a les équivalences :
fX)—xf'x) =0 (—x+3)e* 1 —xe*1(—x+2)=0
e (—x+3)—x(—x+2)]=0c ¥ (—x+3+x2-2x)=0
e 1(x2-3x+3)=02x*-3x+3=0 (e *1#0)
x*—3x+3estdelaformea’x*+b'x +c aveca’ =1,b' = =3, ¢’ = 3, de discriminant :
A=b"?—4a'c' =(-3)2-4(1)3)=9-12=-3<0
A < 0 donc x? — 3x + 3 n’a pas de racine réelle, autrement dit : x* — 3x + 3 = 0 n’a pas de
solution dans R.

c. Répondre a la problématique soulevée dans le préambule.
x* — 3x + 3 = 0 n’a pas de solution dans R et cette équation est équivalence a f(x) — xf'(x) =0
donc I'équation f(x) — xf'(x) = 0 n’a pas de solution réelle donc I'ordonnée a I'origine de Ty
ne peut pas étre nulle donc il n’existe aucun point B de C pour lequel la tangente passe par l'origine
du repére par conséquent aucune tangente de C ne passe par I’origine du repére.

. VxeERA(x)=f(x)—(x+1)
a. Déterminer h'(x) puis h"'(x) ou h" est la fonction dérivée de h’ sur R.
Soitx ER,h'(x) = f'(x) —1=e*"1(—x+2) — 1.
VxER A (x) =e*1(—x+2)-1
h'(x) =1e*1(—x+2)+ (—1De* 1 -0
h'(x) =e*1(—x+2-1)
h'(x) =e*1(-x+1)
Vx € R,h"(x) =e* 1(—x+1)

b. Etudier de signe de h''(x), en déduire les variations de h' puis le signe de h'(x).
Pour tout x € R,e*~! > 0 donc le signe de h''(x) est celui de (—x + 1).
Onaleséquivalences: —x+1=0 —x=-1x =1.
Regle : « ax + b est du signe de a a droite de sa racine ».
h' est croissante sur ] — o0; 1] et décroissante sur [1; +oo[ donc h' admet pour maximum h'(1).
orb,hA/(1)=el"1(-14+2)—1=e"%x1-1=1%x1-1=0,
donc:Vx € R, h'(x) < 0 et h'(x) ne s’annule que pour x = 1.
c. En déduire les variations de h puis dresser le tableau de signes de h(x).

Il résulte de I’étude du signe de h'(x) que h est strictement décroissante sur R.
Or,h(1) =f(1) — (1 4+ 1) =2 — 2 =0, donc on obtient le tableau de signes :

X —o0 1 + o0
h(x) + 0 -

d. Que dire de la position relativede T et C ?
Pourtout x € R, h(x) = f(x) — (x + 1), C est la courbe représentativede f et T, : y =x + 1
donc le signe de h(x) indique la position relative de C et T}, :
esur ] —oo;1[ : C estau-dessus de Ty e CetTy se coupeenA(l;2)
esur ]1;4+oo[ : Cestendessousde Ty
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