Premiére 04. Suites numériques ACTIVITES

Exemple n°1

Pourtoutn € N, on pose : u(n) =v2n+3;ona:

cu(0) = \/m = /3, on écrit : uy = V3, le terme u, a pour indice
I'entier naturel 0 et il a pour valeur V3, c’est le terme initial de la suite
(Un),

e u(10) = \/W = /23, on écrit : u;, = V23, uy, est le terme
d’indice I'entier naturel 10 et il a pour valeur v/23.

Dans cet exemple il est possible de calculer directement un terme dont
I'indice est connu : la suite est donnée de maniere explicite, par une
formule explicite.

Les termes d’une suite croissante vont en augmentant, ceux d’une suite
décroissante vont en diminuant.

& Certaines suites ne sont ni croissantes, ni décroissantes, certaines sont
croissantes (décroissante) a partir d’un certain rang n,.

sens de variation par le signe de la différence
(u,,) est croissante < vn € N, u,,,; — u,, est positif ou nul
(u,,) est décroissante © vn € N, u,,; — u, est négatif ou nul

[D] Une suite numérique est une fonction de N (ou N* = {1;...; } vers
R autrement dit c’est une fonction dont la variable est un entier naturel.
Certes, l'indice d’un terme est nécessairement un entier naturel, mais la
valeur de ce terme est « rarement » un entier naturel.

Exemple n°2

Onpose: v, = 0,25 etpourtoutn € N, v,,,; =2v, +1;

e pourn = 0 on obtient : v; = 2v,+ 1 = 2(0,25)+1=1,5

e pour n = 1 onobtient v, =2v, +1=2(1,5)+1=4

e pour n = 2 on obtient v; = 2v, +1 = 2(4) + 1 = 9 etc.

On peut calculer « de proche en proche » les termes de la suite : elle est
donnée par récurrence en donnant son premier terme et une relation de
récurrence.

m Déterminer le sens de variation des suites (u,) et (v,,) telles que,

1
pour toutn € N:u, =n?+ 3 et v, = ——+5.
n+2

m Soit (u,,) la suite définie, pour tout n € N par :
1
Y o1
e démontrer que, pour tout entier naturel n :
-2
Untt ¥ = o D2 + 3)
» en déduire le sens de variation de la suite (uy,).

Soit (u,,) définie pourn € N paru,, = f(n):
o f 7sur[0; +oo[ alors (u,) 7 e f Nsur[0; +oo alors (u,) v
é attention : la réciproque est fausse

[D]Sens de variation d’une suite
* (u,) est croissante lorsque pourtoutn € N :u,, < uy4q
* (u,) est décroissante lorsque pour toutn € N:u, > u, 1

m Déterminer de deux fagons différentes le sens de variation de la suite
(u,,) définie pour n € N par:
2n+3
U=

[D] Une suite est arithmétique de raison 1 € R lorsque I’on passe d’un
terme au suivant en ajoutant la constante 7 :
vneNu,,1 =u, +r
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@ Une suite est géométrique de raison g € R lorsque I'on passe d’un
terme au suivant en multipliant par la constante q :
vn e N, u,,.1 =u, Xq

& La raison d’une suite arithmétique ou géométrique ne dépend pas de la
variable n : c’est une constante.

Sir = 0 lors la suite arithmétique est constante, si ¢ = 1 alors la suite
géométrique est constante. Déterminer « la nature d’une suite », c’est dire
si elle est arithmétique, ou géométrique, ou ni l'un ni l'autre.

M vn € N,u,, = 3n — 7, déterminer la nature de la suite (u,).
m vn € N,u, =5 X 2", déterminer la nature de la suite (u,).
XL vn € N, u,, = n? + 1, déterminer la nature de la suite (u,,).

a. (u,,) arithmétique, uy = 5 et v = 3. Ecrire un programme Python
qui demande d’entrer n puis calcule et affiche u,,.

b. (v,) géométrique, v; = 5 et g = 2. Ecrire un programme Python qui
demande d’entrer n puis calcule et affiche v,.

* une suite (u,,) est arithmétique de raison r lorsque :
vneN,u,.1 —u, =7
(on dit que la différence entre deux termes consécutifs est constante)

e conséquence : une suite arithmétique de raison r est
— strictement croissante lorsque r est strictement positif (r > 0),
— constante lorsque r est nul (r = 0),
— strictement décroissante lorsque r est strictement négatif (r < 0).

e une suite (u,,) dont tous les termes sont non nuls est géométrique de

. . Un+1
raison q lorsque, pour tout entier naturel n : =q

Un

(on dit que le quotient de deux termes consécutifs est constant)

Pour démontrer qu’une suite (u,) :
e est arithmétique : on montre que u, ,; — U, = constante (=r1)

e n’est pas arithmétique : on constate que u; — u, est différent de u, — uy

Un+1

e est géométrique : on montre que = constante (= q)

Un

. _r U1 iecs uz
* n’est pas géométrique : on constate que —u est différent de —u
0 1

(uy) est suite arithmétique de raison r, alors pour tous entiers naturels
netpentiersona:u, =u, + (n — p) X r. En particulier :

U, =Ug+nXxretu,=u; +(n—1) xr.
En appliquant ces formules on obtient la forme explicite de u,,.

Soit (u,,) une suite arithmétique de raison r telle que : u; = 10 et
us = 14. Déterminer I'entier naturel p tel que : u, = 86.

(uy,) est une suite géométrique de raison g, alors pour tous entiers
. — n— H H .
naturelsnetpona:u, = u, X q""P. En particulier :

Uy, = Uy X q" etu, =u; X gL,
En appliquant ces formules on obtient la forme explicite de u,,.

m On pose uy, = 100 et pour tout entier naturel n, u,,; = 0,8u,, + 40.

1. Déterminer la nature de la suite (uy).
2. Pourtoutn € N, on pose : v, = u,, — 200.
a. Démontrer que (v,,) est géométrique, préciser son premier terme
et sa raison.
b. Exprimer v, puis u, en fonction de n.
Démontrer que (u,) est (strict.) croissante et est majorée par 200.
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On reléve « quelque chose » périodiquement et on note u,, sa valeur au

bout de n périodes de temps, alors :

e lasuite (u,) est arithmétique lorsque les variations de cette chose se
font a valeur constante cetonaalorsr = ¢

e la suite (u,) est géométrique lorsque les variations de cette chose se

t
font a pourcentage constant t% etonaalors g =1+ E

t étant positif/négatif suivant que I’on a une hausse/baisse.

M (uy,) est la suite arithmétique de premier terme u, = 2 et de raison
r = 0,25; calculer: § = ug +uy + - + uyp.

Exemple
e pour une hausse de 5% on a une variation de (+5%) donc:
t 5
q=1+ 100 + 100 ,05

la suite est géométrique de raison g = 1,05.

e pour une baisse de 20% on a une variation de (—20%) et on a alors :

=1 _— = _—_—=
7=1%700 o0~ 08

la suite est géométrique de raison g = 0,8.

Si (u,) est une suite géométrique de raison g # 1, alors :
1 — qn+1
Ug+ Uy =Ug X ————

0 n 0 1 _ q

On retiendra :

1— qnombre de termes ajoutés

premier terme de la somme X -4

F|Dans « uy + Uy,q + -+ u,»: ilya (n—p+ 1) termes ajoutés.
p p+ n p

. nombre de eps .. N
On retiendra : . , = différence des indices extrémes + 1
termes ajoutés

m Déterminer le nombre de termes ajoutés dans chacune des sommes :
A=u0+u1+---+u9+u10 B=u5+u6+---+u14+u15
C=uptu +-+u,q+u, D=u+u; +-+uy1+u,

Si (u,) est une suite arithmétique, alors :

Ug+u,) x(n+1)
u0+“_+un=(0 n)z (

On retiendra :
(premier + dernier terme de la somme) X nombre de termes ajoutés
2

(u,,) est la suite géométrique de premier terme u, = 3 et de raison
q = 2;calculer: S =uy +uqy + -+ uqg.

La tour de Hanoi ...
Soit (u,) la suite définie par son premier terme u; = 1 et pour tout entier

naturel non nul n:u,,q = 2u, + 1.

1. Montrer que la suite (u,) n’est ni arithmétique, ni géométrique.
2. Pour tout entier naturel non nul n, on pose : v, = u,, + 1.
a. Démontrer que la suite (v,,) est géométrique, préciser son premier
terme et sa raison.
b. Exprimer v, puis u, en fonction de n, en déduire u,¢.

M u, = 80 et pour tout entier naturel n : u,,; = 0,75u,, + 40.

1. Ecrire un programme Python qui demande d’entrer n puis affiche
la valeur de u,,.
2. Pour tout entier naturel n, on pose : v, = u,, — 160.
a. Montrer que (v,,) est géométrique, préciser sa raison et son
premier terme.
b. Exprimer v, puis u, en fonction de n.
3. Déterminer le sens de variation de la suite (u,) et justifier que, pour
tout entier naturel n,ona: u, < 160.
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1
M Uy =4etvn €N, u, 4 = > Un + 6 ; on donne ci-dessous la courbe

1
représentative de la fonction f définie sur R par f(x) = e + 6 ainsi que
la droite A d’équation y = x :

21 N ul
J
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>
=

—

N\

®
O u0=4

1. Visualiser uy,u,, uz surl’axe des abscisses du repére et donner leurs
valeurs par lecture graphique ; vérifier par le calcul.

2. Pour tout entier naturel n, on pose : v, = u, — 12.
a. Démontrer que (v,,) est géométrique, préciser son premier terme
et sa raison.
b. Exprimer v, en fonction de n.

3. Exprimer u, en fonction de n, en déduire que (u,,) est strictement
croissante et que pour tout entier naturel n : u,, < 12.

4. Ecrire un programme Python qui affiche le plus petit entier n, pour
lequel Uy, > 11,999.

1
M Uy =4etvn €N, u, 4 = > Un + 6 ; on donne ci-dessous la courbe

1
représentative de la fonction f définie sur R par f(x) = e + 6 ainsi que
la droite A d’équation y = x :
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Uy =

N\

1. Visualiser uy,u,, uz surl’axe des abscisses du repére et donner leurs
valeurs par lecture graphique ; vérifier par le calcul.

2. Pour tout entier naturel n, on pose : v, = u, — 12.
a. Démontrer que (v,,) est géométrique, préciser son premier terme
et sa raison.
b. Exprimer v, en fonction de n.

3. Exprimer u, en fonction de n, en déduire que (u,,) est strictement
croissante et que pour tout entier naturel n : u,, < 12.

4. Ecrire un programme Python qui affiche le plus petit entier n, pour
lequel Uy, > 11,999.
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